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Einleitung

»Die deutschen Verteilernetze bilden das Riickgrat der angestrebten Energiewende* ([1],
S. 7). So heifit es in einer Studie im Auftrag des Bundesministeriums fiir Wirtschaft
und Energie (BMWi). Zu den Verteilernetzen, auch Verteilnetze genannt, werden Hoch-,
Mittel- und Niederspannungsnetze gerechnet, die laut dieser Studie mit 1,7 Mio. Kilo-
metern ca. 98 % der Leitungsldange des deutschen Stromnetzes ausmachen und an die
90 % der Leistung aller Erneuerbare-Energien-Anlagen angeschlossen ist (vgl. ebd.). Die
Verteilnetze sind Gegenstand von verschiedenen Studien, wie etwa der oben genann-
ten Verteilernetzstudie oder der dena-Verteilnetzstudie (vgl. [2]). In diesen Studien wird
versucht, den Netzausbaubedarf auf den verschiedenen Spannungsebenen unter Bertick-
sichtigung der fortlaufenden Verédnderungen des Energiemarktes durch den Ausbau der
erneuerbaren Energien und der zunehmenden dezentralen Energieversorgung abzuschat-
zen. Bei der Planung von Netzen werden die elektrischen Eigenschaften eines Netzes fiir
verschiedene Extremfille im stationdren Zustand untersucht, um dieses so auszulegen,
dass es vorgegebene elektrische Grenzen nicht tiberschreitet. Insbesondere ist in jedem
Knoten zu gewéhrleisten, dass die Abweichung von der Nominalspannung des Netzes eine
festgelegte Prozentzahl nicht iiberschreitet, sowie dass die Stromgrenzen der Leitungen
des Netzes eingehalten werden.

Die so genannte Lastflussberechnung bzw. Leistungsflussanalyse oder auch Lastflussana-
lyse stellt ein fiir allgemeine elektrische Netzwerke verwendetes Verfahren dar, das zur
Ermittlung der Netzeigenschaften im stationdren Zustand verwendet wird. Damit kénnen
bei Vorgabe der am Netz angeschlossenen Leistungen die Spannungen in den Netzkno-
ten bestimmt und damit sowohl die Abweichung von der Nominalspannung als auch der
Stromfluss in den Leitungen berechnet werden. Dieses Verfahren wird beispielsweise in
den oben genannten Studien verwendet, um den Netzausbaubedarf festzustellen. Da die
Spannung allerdings nur im stationdren Zustand des Netzes berechnet wird, konnen kei-
ne Aussagen iiber die Dynamik des Netzes oder iiber den Einfluss von Anderungen der
Leistung in einzelnen Knoten getroffen werden. Durch den zunehmenden Anschluss er-
neuerbarer Energien an die Verteilernetze sind Leistungsidnderungen nicht nur kurzfristig
bei der dynamischen Spannungs- und Frequenzhaltung im Netz zu bertiicksichtigen, son-
dern auch bei der Planung der Netze. Denn der Umbau eines Netzes verursacht enorme
Kosten und soll so selten und gering wie moglich erfolgen. Der Anschluss von Elektro-
fahrzeugen stellt auflerdem eine in den kommenden Jahren zunehmende Belastung fiir
das Netz dar, sodass insgesamt bei der Planung die Spannungsstabilitit des Netzes nicht
nur im aktuellen, sondern vor allem in zukiinftigen Szenarien gewéhrleistet sein muss.
Dafiir kann der Einfluss der Leistung einzelner Knoten von besonderer Bedeutung sein,
da das Netz in Knoten mit grolem Einfluss entweder besonders stabil gebaut sein sollte



oder in diesen Knoten keine groflen Leistungsanderungen geplant werden sollten.

Eine Moglichkeit zur Ermittlung kritischer Punkte im Netz ist das mehrfache Ldsen der
Lastflussberechnung in verschiedenen zufélligen Szenarien, wie bei der probabilistischen
Lastflussanalyse, die aber durch die hohe Anzahl an Lastflussberechnungen mit einem
hohen Rechenaufwand verbunden ist (vgl. [3]). In dieser Arbeit wird eine Moglichkeit
untersucht, den Einfluss der Leistung in einem Knoten des Netzes auf die Spannung in
anderen Knoten direkt beim Losen der Lastflussgleichungen zu erhalten. Dazu werden
die parametrischen Sensitivitdten oder Sensitivitdtsableitungen verwendet, die eine li-
neare Naherung daran angeben, wie eine Variable von einem Parameter abhangt. Mit
der Leistung als Parameter und der Spannung als Variable der Lastflussgleichungen,
kénnen die Sensitivitdten fiir die Berechnung dieser Abhéngigkeit verwendet werden. In
zukiinftigen Planungen kénnte der Nutzen der Sensitivitdten darin bestehen den Zeit-
aufwand zu reduzieren oder die Qualitdt der Losung von Netzplanungsalgorithmen zu
verbessern.

Die Sensitiviatsableitungen sind beim Loésungsprozess eines Optimierungsproblems mit
dem SQP-Verfahren fast ohne zusétzliche Berechnungskosten verfiigbar. Eine Imple-
mentierung der Lastflussgleichungen als Nebenbedingungen eines Optimierungsproblems
wird bereits in einem bestehenden Algorithmus zur Zielnetzplanung der AG Optimierung
und Optimale Steuerung an der Universitdt Bremen verwendet und bietet zusétzlich zur
effizienten Berechnung der Sensitivitdten den Vorteil, dass die Optimierung bestimmter
Variablen méglich ist. Fiir diese Arbeit ist die Optimierung selbst aber nicht von vorran-
giger Bedeutung, sondern vor allem die sich daraus ergebenden Sensitivitiaten. Das Ziel
ist es zu untersuchen, wie gut die Sensitivitdtsableitungen den Einfluss von Leistungs-
dnderungen auf die Spannung im Netz abbilden kénnen. In den Untersuchungen geht es
dabei insbesondere darum, die Aussagekraft der Sensitivitdten zu validieren, indem die
Struktur des Netzes beachtet wird und lineare Approximationen durch die Sensitivitéts-
ableitungen mit Ergebnissen durch erneutes Losen der Lastflussgleichungen verglichen
werden. Anhand dessen werden Moglichkeiten der Verwendung bei der Zielnetzplanung
aufgezeigt.

Dazu werden im ersten Kapitel die Grundlagen elektrischer Netzwerke und die Lastfluss-
gleichungen erlautert. Im zweiten Kapitel dient die mathematische Theorie der nichtli-
nearen Optimierung fiir ein parametergestortes Problem vor allem der Formulierung des
Sensitivitdtssatzes, der die Grundlage fiir die parametrische Sensitivitdtsanalyse dar-
stellt. Dabei wird auch kurz auf die numerische Losung von Optimierungsproblem ein-
gegangen. In Kapitel 3 werden schliefflich das Lastflussoptimierungsproblem aufgestellt
und die Anwendung der Sensitvitdtsanalyse im konkreten Fall erldutert. Numerische
Ergebnisse werden im vierten Kapitel vorgestellt. Die Untersuchungen erfolgen anhand
realer Daten eines Mittelspannungsnetzes in Deutschland.



1 Grundlagen elektrischer Netzwerke

Da elektrische Verteilnetze mit Dreiphasenwechselstrom betrieben werden, basiert die
Lastflussberechnung auf der komplexen Wechselstromrechnung, in der Spannung, Strom,
und Leistung, sowie Ohmsche Widerstinde, Kapazitdten und Induktivititen als kom-
plexe Groflen behandelt werden. Um die Lastflussgleichungen fiir ein Verteilnetz auf-
zustellen, werden daher zunichst die notwendigen Begriffe aus der elektrischen Wech-
selstromlehre eingefiihrt und anschliefend Ersatzschaltbilder fiir einzelne Komponenten
eines Netzwerks niher spezifiziert. SchliefSlich werden die Lastflussgleichungen mit diesen
Komponenten und durch Anwendung des Knotenpotentialverfahrens hergeleitet.

Als imaginére Einheit wird in der gesamten Arbeit j zur Unterscheidung von der Bezeich-
nung fiir den Strom verwendet. Diese ist durch die Eigenschaft j2 = —1 definiert. Kom-
plexe Groflien werden in der gesamten Arbeit durch einen Unterstrich gekennzeichnet.
Fir die elektrischen Gréflen werden die in der Elektrotechnik iiblichen Bezeichnungen
verwendet. Eine Auflistung der Bezeichnungen und Symbole ist im Symbolverzeichnis
zu finden.

1.1 Grundlagen der Wechselstromlehre

Fiir elektrische Systeme mit sinusférmiger Anregung wird in der Elektrotechnik die kom-
plexe Wechselstromrechnung verwendet. Durch die Verwendung komplexer Grofien kon-
nen viele Aussagen aus der Gleichstromlehre, wie das Ohmsche Gesetz, auf Wechsel-
strome iibertragen werden. Die komplexe Wechselstromrechnung ist grundsétzlich auf
sinusformige Groflen beschrankt. Dies stellt aber keine starke Einschrdnkung dar, da
sich jede andere periodische Funktion nach dem Satz von Fourier als (unendliche) Sum-
me von Sinusfunktionen darstellen lasst (vgl. [4], S.200).

Zur Einfiihrung der komplexen Stromzeiger seien zunéchst eine sinusférmige Spannung
u(t) = 4 sin(wt + py) (1.1)

und ein sinusférmiger Strom
i(t) = i sin(wt + ;) (1.2)

mit der Periodendauer T' € R, der Kreisfrequenz w = 2%, den Amplituden % € R und
i € R sowie den Phasenverschiebungen ¢, € [0,27) und ¢; € [0,27) gegeben. Der
Wert dieser Funktionen kann zu jedem Zeitpunkt durch einen Zeiger in der komplexen
Ebene dargestellt werden, der mit der Kreisfrequenz w gegen den Uhrzeigersinn um den



Ursprung rotiert. In Abbildung 1.1 ist ein solches Zeigerdiagramm fiir Spannung und

e N\
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N\ wt)

/
/

Yi Pu

Abbildung 1.1: Zeigerdiagramm fiir sinusférmige Wechselgréfien von Spannung und
Strom

Strom aufgetragen. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 betrigt der Winkel zwischen der reellen Achse
und dem Zeiger gerade @, bzw. ¢;. Der Imaginarteil des Zeigers entspricht dabei dem
Wert der Funktion zum Zeitpunkt ¢, dem Augenblickswert. Die Lage der beiden Zeiger
zueinander dndert sich nicht, da beide mit der gleichen Frequenz rotieren. Die Lénge des
Zeigers entspricht immer der Amplitude des Signals @ bzw. 7, sodass sich die komplexen
Drehzeiger

u(t) = 46w = cos (wt 4 py) + j sin (Wt + @) (1.3)

und
i(t) = 17 @He) = cos (wt + ;) + 7 sin (wt + @;) (1.4)

ergeben. Fiir Wechselspannung und Wechselstrom ist allerdings der Effektivwert von gro-
Berer Bedeutung als die Amplitude des Signals. Dieser stellt eine Beziehung der Wech-
selgrofien zu Gleichgrofien her. Innerhalb einer Periode liefert eine konstante Gleichspan-
nung an einem elektrischen Bauteil die gleiche Energie wie eine Wechselspannung mit
dem Effektivwert der Gleichspannung. Fiir den Strom gilt diese Aussage analog (vgl.
[4], S.205). Der quadratische Mittelwert einer Wechselgrofe innerhalb einer Periode gibt
genau diesen Effektivwert an und kann fiir die sinusférmigen Stréme und Spannungen
allgemein berechnet werden:

T 2T m
U:= \/;/0 u(t)?dt = \/;T/O (tsin(wt + @y))? dt = 7 (1.5)

T 21 7
= \/;/0 i(6)2 dt = \/;r/o (sin(wt +oi)2de = . (1.6)

Ersetzt man die Amplitude in (1.3) und (1.4) durch den Effektivwert werden die kom-




plexen Effektivwert-Drehzeiger
U(t) = U edWhred — Ule(t) 4 jU™ (1) (1.7)

und 4
I(t) = T I@Hed) = [Re(y) 4 U™ (1) (1.8)

definiert, die zu jedem Zeitpunkt ¢ bis auf den Faktor % identisch mit den in Abbildung
1.1 abgebildeten Zeigern und den zugehorigen sinusférmigen Wechselgrolen sind. Da
der Effektivwert durch die Analogie zum Gleichstrom eine grofiere Bedeutung fiir den
Wechselstrom hat als die Amplitude, wird diese Definition der Drehzeiger in der kom-
plexen Wechselstromrechnung verwendet. Die Effektivwert-Drehzeiger geben weiterhin
Augenblickswerte von Wechselgrofien an, die aber im Allgemeinen und insbesondere bei
der Analyse von Netzwerken nicht benotigt werden, da vor allem die Phasenverschie-
bung der GroBlen zueinander interessant ist. Daher wird der Drehzeiger bei konstanter
Frequenz durch einen festen Effektivwertzeiger ersetzt, der dem Anfangswert ¢t = ty des
Drehzeigers entspricht. Die komplexen Festzeiger

u(t)

— — jou _ TTR rrl
U= ot = Uel¥v = U™ + jU™ und (1.9)
I(t » )
I= ea(wz = [ef¥i = e 4 jim (1.10)

sind die iiblichen Darstellungen von Wechselgroflen in der komplexen Wechselstrom-
rechnung und werden fiir die Betrachtungen an elektrischen Netzwerken verwendet. Bei
der Erlauterung der elektrischen Grundelemente wird allerdings noch einmal auf den
Zusammenhang zwischen den reellen Wechselgrofien und den komplexen Drehzeigern
eingegangen. Die Einheit der komplexen Spannung ist wie im Reellen Volt [V] und die
Einheit des komplexen Stroms Ampere [A] (vgl. [4], S. 200ff).

1.2 Elektrische Grundelemente

In der Analyse von linearen elektrischen Netzwerken spielen drei Grundelemente eine be-
sondere Rolle. Durch den Ohmschen Widerstand, den Kondensator und die Spule kénnen
Ersatzschaltbilder von fast allen elektrischen Elementen erstellt werden, bei der die kom-
plexe Wechselstromrechnung Anwendung findet. Dazu gehéren zum Beispiel elektrische
Leitungen oder Transformatoren, aus denen sich Verteilnetze hauptséichlich zusammen
setzen und deren Ersatzschaltbilder in Abschnitt 1.3 erldutert werden. An dieser Stel-
le wird insbesondere auf den Zusammenhang der einzelnen Elemente mit den komple-
xen Zeigern fiir Spannung und Strom eingegangen, um komplexe Widerstinde und das
komplexe Ohmsche Gesetz einzufithren. Fiir Ausfiihrungen zu den Funktionsweisen der
einzelnen Bauteile vergleiche beispielsweise [4].



1.2.1 Der Ohmsche Widerstand

Das einfachste elektrische Bauteil stellt der Ohmsche Widerstand dar, der in elektrischen
Netzwerken die Abhéngigkeit zwischen Strom und Spannung angibt. Das Ohmsche Ge-
setz gilt auch fiir WechselgroBen zu jeden Zeitpunkt (u(t) = Ri(t)), sodass fiir einen
sinusformigen Strom (1.10)

u(t) = Risin (wt + ;) = RV2I sin (wt + ;) (1.11)

gilt. Strom und Spannung unterscheiden sich nur in der Amplitude und damit im Effek-
tivwert, fiir den demnach die Beziehung

U=RI (1.12)

gilt. Man spricht davon, dass sich Strom und Spannung ,in Phase* befinden. Fiir die
komplexen Zeiger kann auflerdem

1
U = RI bzw. [ = EQ (1.13)
gefolgert werden, da sich nur der Effektivwert und nicht die Phase d&ndert. Der Kehrwert
des Ohmschen Widerstands oder Wirkwiderstands
G = ! (1.14)
=& .
wird als Ohmscher Leitwert oder Wirkleitwert bezeichnet. Abbildung 1.2 zeig das Schalt-
symbol des Ohmschen Widerstandes. Die Einheit des Ohmschen Widerstandes ist Ohm
[©2] und die des des Ohmschen Leitwerts Siemens [S] (vgl. [4], S.222ff).

-1

Abbildung 1.2: Schaltsymbol des Widerstandes

1.2.2 Der Kondensator

Kondensatoren sind elektrische Bauelemente, die elektrische Ladung in einem elektri-
schen Feld speichern konnen. Die gespeicherte Ladung ist von der Spannung abhingig
und wird als Kapazitdt C' mit der Einheit Farad [F]| bezeichnet. Sie koénnen in ver-
schiedenen Formen, wie als Platten-, Zylinder- oder Kugelkondensator auftreten. Fiir
die Theorie wird ein idealer Kondensator mit einer reinen Kapazitéit (ohne durch einen
ohmschen Widerstand ausgedriickte Verluste) angenommen, der in der Realitat nicht
auftritt. Kapazitive Elemente in einem Stromkreis fiithren immer zu einer Phasenver-
schiebung zwischen Spannung und Strom. Diese kann mit Hilfe eines idealen Konden-
sators im Wechselstromkreis bei sinusformiger Anregung des Stroms (1.10) durch die



Beziehung

= wC' cos (wt + @,) = wCV2U sin (wt + o+ g) (1.15)

hergeleitet werden. Die Phase des Stroms ist im Vergleich zur Spannung also um 7§ nach
links verschoben. Durch Ableiten der komplexen Drehzeiger

AU (t)

I(t) = C—~

= jwCUelUwt+eu) (1.16)

wird diese Phasenverschiebung ebenfalls deutlich, da die Multiplikation mit der kom-
plexen Einheit j zu einer Drehung des Zeigers um 7 fiihrt. In diesem Fall spricht man
davon, dass der Storm der Spannung um 90° vorauseilt. Fiir den Effektivwert folgt aus
Gleichung (1.15) die Beziehung

I =wCU (1.17)

und fiir den komplexen Festzeiger gilt:

= (1.18)

1
I = jwCU bzw. U et ol

Aus dieser Gleichung ist bereits eine Ahnlichkeit zum Ohmschen Gesetz im Reellen zu
erkennen. In Analogie zum Wirkwiderstand und zum Wirkleitwert werden daher fiir den
Kondensator ein Blindleitwert

Be == wC (1.19)

mit der Einheit Siemens [S] und ein Blindwiderstand

1
wC

mit der Einheit Ohm [Q] definiert. Abbildung 1.3 zeigt das Ersatzschaltbild dieses elek-

trischen Elementes (vgl. [4], S.225fF).

Abbildung 1.3: Schaltsymbol des Kondensators

Xo = (1.20)

1.2.3 Die Spule

Wechselstrom erzeugt in elektrischen Leitern ein elektromagnetisches Feld, das diesen
umgibt. Durch die Aufwicklung von Leitern zu einer Spule kann ein besonders starkes
elektromagnetisches Feld erzeugt werden, sodass das elektrische Bauelement der Spule
in elektrischen Netzen als das Magnetfeld erzeugende Element verwendet wird. Diese
kénnen wie der Kondensator in unterschiedlicher Form, wie zum Beispiel mit oder ohne



Eisenkern, realisiert werden. Die Eigenschaften des erzeugten Magnetfeldes sind in der
elektrischen Induktivitédt L mit der Einheit Henry [H] zusammengefasst. Auch hier wird
dhnlich wie beim Kondensator fiir die Theorie eine ideale Spule mit reiner Induktivitat
angenommen, die im Stromkreis die Beziehung zwischen Spannung und Strom

di(t)

u(t) =L "

= wCicos (Wt + p,) = wCV2I sin (wt + @; + ;T) (1.21)

hervorruft. In diesem Fall fithrt eine sinusférmige Anregung des Stroms dazu, dass eine

Spannung induziert wird, die im Vergleich zum Strom um § nach links verschoben ist.

Auch hier kann der komplexe Drehzeiger des Stromes abgeleitet werden

dI(t)

Ul ==~

= jwLUeUwi+ei), (1.22)
Die Spannung eilt hier also dem Strom um 90° voraus.

Die Gleichungen fiir den Effektivwert
U=uwLI (1.23)

und den komplexen Festzeiger

. 1 1

gelten genau umgekehrt wie bei den Gleichungen des Kondensators und die Definitionen
des Blindwiderstands

Xp :=wlL (1.25)
und des Blindleitwerts 1
By = —— 1.2
L= (1.26)

der Spule mit den entsprechend gleichen Einheiten ergeben sich daraus auf dieselbe Art
und Weise. Abbildung 1.4 zeigt das Ersatzschaltbild (vgl. [4], S.223ff).

-

Abbildung 1.4: Schaltsymbol der Spule

1.2.4 Der komplexe Widerstand

Wie bereits erwahnt, wird bei der Herleitung der Gleichungen (1.18) und (1.24) von
idealen Bauelementen ausgegangen. In der Realitit treten solche idealen Kondensato-
ren und Spulen allerdings nicht auf, da reale Bauelemente immer verlustbehaftet sind
und damit einen inneren Widerstand besitzen. Ideale Bauelemente werden allerdings fiir



Ersatzschaltbilder verwendet, die sich aus reinen Kapazitdten, Induktivitdten und Wi-
derstdnden zusammensetzen.

Um Schaltungen und Netzwerke, die durch Ersatzschaltbilder und elektrische Modelle
aus idealen Kondensatoren, Spulen und Wirkwiderstdnden bestehen, mit der komplexen
Wechselstromrechnung analysieren zu konnen, ist es sinnvoll einen komplexen Wider-
stand und einen komplexen Leitwert zu definieren, der sich aus den vorgestellten Grofien
zusammensetzt. Das Ohmsche Gesetz besitzt auch fiir Wechselgréflen unter der folgenden
Definition seine Giiltigkeit.

Definition 1.2.1 (Das ohmsche Gesetz fiir Wechselgroflen). Es seien U und I kompleze
Festzeiger der sinusformigen Wechselgrofien u(t) und i(t). Dann gilt

U=(R+jX)I bzw. I = (G- jB)U. (1.27)
Der komplexe Widerstand (Impedanz) ist definiert als
Z:=R+jX (1.28)
und der kompleze Leitwert (Admittanz) als
Yi=G-jB=1 (1.29)
A

begriindet, das wie bei der Herleitung von Kondensator und Spule hervorgeht, aus dem
Kehrwert der komplexen Einheit

f:—]‘
J

resultiert. Die Einheit des komplexen Widerstandes ist Ohm [©2] und als Schaltsymbol
wird das Symbol des ohmschen Widerstandes aus Abbildung 1.2 verwendet (vgl. [4],
S.263f).

1.2.5 Die komplexe Scheinleistung

In der reellen Gleichstromrechnung ist die Leistung durch das Produkt aus Strom und
Spannung
P=UI (1.30)

mit der Einheit Watt [W] definiert. In der komplexen Wechselstromrechnung kann die
Leistung nicht ganz analog dazu definiert werden, da die Phasenverschiebung zwischen
Spannung und Strom beachtet werden muss. Die komplexe Scheinleistung S wird daher



als Produkt der komplexen Spannung mit dem komplex konjugierten Wert des Stromes

S=UI"
— UelPuJe—ivi
— UJelpu—vi (1.31)

= Ul cos (pu — ¢i) + jUIsin (o, — ;)

definiert. Dabei werden auch hier die Festzeiger verwendet, da der schwingende An-
teil nur in seltenen Féllen von Bedeutung ist. Diese Definition ist allerdings durch den
Augenblickswert der Leistung zum Zeitpunkt ¢

p(t) = u(t)i(t), (1.32)

dem Produkt der Augenblickswerte von Spannung und Strom begriindet. Eine genauere
Betrachtung dieser Funktion erklart sowohl den Real-, als auch den Imaginarteil der
Scheinleistung. Der Realteil der Scheinleistung U cos (¢, — ¢;) entspricht dabei gerade
dem Mittelwert der Funktion p(¢). Mit Hilfe der trigonometrischen Beziehung

sin(a) sin(b) = %(cos(a —b) —cos(a + b)) (1.33)
kann die Funktion in einen konstanten und einen periodischen Teil aufgeteilt werden:
p(t) = Gisin (wt + ¢y,) sin (wt + ¢;)
= %@i(cos (pu — @i) — cos (2wt + vy + ¢;)) (1.34)

A

—li(cos( — ~)—£icos(2wt+ + i)
V242 Pu — Pi 22 Yu + @i)).

Der Mittelwert ist als das Integral der Funktion {iber eine Periode definiert und ist damit

fiir den zweiten, periodischen Teil gleich 0. Dieser ist damit durch den ersten Summanden
bestimmt und wird als Wirkleistung

P :=UIcos (vu — i) (1.35)

bezeichnet, weil dadurch die tatséchlich nutzbare Leistung bestimmt ist. Dieser ent-
spricht gerade dem Realteil der durch Gleichung (1.31) definierten Scheinleistung. Der
Imaginérteil der Scheinleistung

Q = Ulsin (o, — ¢;) (1.36)

wird als Blindleistung bezeichnet und kann anschaulich durch zusétzliche Umformungen
von (1.34) unter Verwendung einer weiteren trigonometrischen Beziehung

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) (1.37)
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erklart werden:

p(t) = P = Ul cos 2(wt + ¢u) = (pu — ¢1)))
=p
=P — Ul cos (2(wt + ¢y)) cos (¢))) — UT sin (2(wt + ¢y,)) sin (¢)))’
= P(1 — cos (2(wt + ¢y))) — Qsin (2(wt + ¢y))

(1.38)

Bei einer Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung um 90°, wie es bei idealen
Spulen und Kondensatoren der Fall ist, d.h. [¢| = 7, ist die Wirkleistung P = 0 und der
erste Term in Gleichung (1.38) fillt weg. Die Leistung schwingt dann mit Mittelwert 0
zwischen —UT und +UT hin und her, da

Q= UIsin(j:g) = +UT

gilt. In diesem Fall ist keine nutzbare Energie im System vorhanden und es wird nur
Blindleistung erzeugt (vgl. [5], S. 138ff).

Obwohl die Blindleistung zunéchst keinen praktischen Nutzen liefert, ist sie in elektri-
schen Netzen durch kapazitive und induktive Wirkungen von Leitungen, Transformato-
ren und auch Erzeugern und Verbrauchern immer vorhanden. Deshalb muss das System
fiir diese zusétzliche Belastung ausgelegt sein. Wahrend kleinere Verbraucher und Haus-
halte nicht zusétzlich fiir die Blindleistung bezahlen miissen, da diese schwer zu bemessen
ist, miissen grofie Verbraucher diese bei Netzanschluss angeben und vergiiten (vgl. [6],
S. 202).

Wenn im Folgenden von der Leistung gesprochen wird, ist immer die komplexe Schein-
leistung gemeint, die sich aus Wirk- und Blindleistung zusammensetzt. Die Einheit von
Wirk-, Blind- und Scheinleistung ist per Definition als Produkt von Spannung und Strom,
das Produkt aus Volt und Ampere. Um diese drei Groflen besser unterscheiden zu kon-
nen, werden allerdings in der Regel verschiedene Einheitsbezeichnungen angegeben. Die
Wirkleistung wird wie die Leistung in der Gleichstromrechnung in der Einheit Watt [W],
die als Produkt von Volt und Ampere definiert ist, angegeben, die Blindleistung in ,volt
ampere reactive“ [var] und die Scheinleistung in Voltampere [VA].

1.3 Elektrische Ubertragungsnetzte

Das deutsche Stromnetz ist, wie bereits in der Einleitung erwahnt, in verschiedene Span-
nungsebenen unterteilt. Die Netze werden auf allen Spannungsebenen, wie weltweit die
meisten elektrischen Ubetragungsnetze, mit 50 Hz-Drehstrom betrieben, der sich aus drei
zueinander phasenverschobenen Wechselstrémen zusammensetzt. Bevor anschlielend die
Funktionsweise des Drehstroms genauer erldutert wird, geht der folgende Abschnitt auf
den Aufbau des deutschen Stromnetzes und die Verbraucher und Erzeuger in den ein-
zelnen Verteilnetzen ein. SchlieBlich werden weitere Elemente des Ubetragungsnetzes
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anhand ihrer Ersatzschaltbilder beschrieben. Dazu gehdren Freileitungen und Kabel zur
Ubertragung der Energie, sowie Transformatoren zur Umwandlung der Spannung zwi-
schen verschiedenen Spannungsebenen. Die Ersatzschaltbilder fiihren zu vereinfachten
stationdren Gleichungen fiir die Bauelemente, die in den Lastflussgleichungen verwen-
det werden. Eine genaue Herleitung der Ersatzschaltbilder kann in Standardwerken zur
elektrischen Energieversorgung wie [7] und [8] nachvollzogen werden.

1.3.1 Aufbau des deutschen Stromnetzes

Abbildung 1.5 zeigt den Aufbau des deutschen Stromnetzes in den verschiedenen Span-
nungsebenen. Die Aufteilung in ein Ubertragungs- und ein Verteilnetz ist dabei histo-
risch bedingt, da es auf eine zentrale Energieversorgung durch grofie Kraftwerke (Kohle,
Atomenergie etc.) ausgerichtet war. Die Energieiibertragung bei hohen Spannungen ist
deutlich weniger verlustbehaftet. Daher wird die erzeugte Energie auf der Héchstspan-
nungsebene {iber groffie Strecken transportiert und tiber die Hoch-, Mittel- und Nieder-
spannungsebenen an die Verbraucher verteilt. Wahrend insbesondere Nieder- und Mit-
telspannungsnetze lange ausschliellich zur Verteilung der in héheren Spannungsebenen
erzeugten Leistung zu den Verbrauchern dienten, wird inzwischen durch die zunehmend
dezentrale Energieversorgung auf allen Spannungsebenen auch Leistung in das Netz ein-
gespeist (vgl. [7], S. 399ff).

Je nach Spannungsebene des Netzwerks setzen sich Verbraucher und Erzeuger unter-
schiedlich zusammen, wie in Abbildung 1.5 nachvollzogen werden kann. In Niederspan-
nungsnetzen sind einzelne Haushalte sowie kleinere Industriebetriebe die hdufigsten Ver-
braucher. In Mittelspannungsnetzen bilden die iiber Transformatoren bzw. Umspann-
werke angeschlossenen Niederspannungsnetze eine Gesamtlast. Auflerdem werden gro-
Bere industrielle Anlagen direkt an das Mittelspannungsnetz angeschlossen. Im Hoch-
spannungsnetz sind die Mittelspannungsnetze als Gesamtlasten und grofie Industrielle
Abnehmer hauptsichlich als Verbraucher zu betrachten. Transformatoren werden bei
der Analyse eines Netzes teilweise nur implizit beriicksichtigt, wenn die gesamte ange-
schlossene Leistung des Netzes der niedrigeren Spannungsebene als Netzknoten verwen-
det wird. Zu den dezentralen Erzeugern zdhlen unter anderem Blockheizkraftwerke wie
Biogasanlagen oder Kraft-Wéarme-Kopplungs-Anlagen, Photovoltaik, Windenergie und
kleinere Wasserkraftwerke. Die Anlagen werden je nach Gréfle, also der erzeugten Leis-
tung, an die jeweilige Spannungsebene angeschlossen (vgl. ebd.).

In den Verteilnetzen wird der Grofiteil der Leistung weiterhin nicht dezentral erzeugt,
sondern aus der héheren Spannungsebene bezogen. Das Umspannwerk stellt daher einen
besonderen Knoten im Netz dar, da hier die Leistung der héheren Spannungsebene dem
Netz zugefiithrt wird. Diese ist damit die Differenz zwischen verbrauchter und erzeugter
Leistung innerhalb des Netzes (vgl. ebd.).

Wie genau die Verbraucher und Erzeuger iiber den in die Netzknoten flielenden Strom
in die Lastflussberechnung eingehen, wird in Abschnitt 1.4.2 beschrieben.
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Stromverbrauch Stromerzeugung

Ubertragungsnetz 220 oder 380 kV

Grenzkuppelstellen 11
zu den Nachbarstaaten |

(Kernenergie, Kohle, Gas)

groRe Wasser- und
Pumpspeicherkraftwerke

Anlagen (z.B. Windparks-
Onshore/-Offshore)

Umspan‘nwerk

Verteilnetz - Hochspannung 60 bis 110 kV

mittlere konventionelle
Kraftwerke (Kohle, Gas)

stromintensive Industrie

mittlere Wasser- und
Pumpspeicherkraftwerke

\-A.>-/

mittlere Erneuerbare-Energie-
Anlagen (z.B. Wind-Onshore/
Photovoltaik-GroRanlagen)
Stadt Umspannwerk

Verteilnetz - Mittelspannung 6 bis 30 kV

kleinere konventionelle
Kraftwerke (Gas)

Q Q e
Handelsunternehmen

Industrieunternehmen

kleinere Wasser- und
Pumpspeicherkraftwerke

\ 7 kleinere Erneuerbare-Energie-

Anlagen (z. B. Photovoltaik

.‘ Freifliche/groRe Dachanlagen,
) Biomasse, Wind-Onshore)

Kleinstadt

Umspannwerk

Verteilnetz - Niederspannung 230 oder 400 V

kleine dezentrale Kraftwerke
(z. B. Blockheizkraftwerke)

Gewerbe

tisd

Haushalte

(z. B. Photovoltaik auf einzelnen
Hausern, Wind-Onshore)

Quelle: BMWi

Abbildung 1.5: Aufbau des deutschen Stromnetzes [9]

groRe konventionelle Kraftwerke

groRe Erneuerbare-Energie-

4 kleine Erneuerbare-Energie-Anlagen
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1.3.2 Drehstrom

Drehstrom oder Dreiphasenwechselstrom entsteht durch drei Spulen, die im Kreis um
120° versetzt zueinander angeordnet sind und einem im Zentrum dieser Spulen rotie-
renden elektromagnetischen Feld, das auf verschiedene Weise erzeugt werden kann. Im
einfachsten Fall ist dies ein rotierender Dauermagnet. Auf die genaue Funktionsweise
von Drehstromgeneratoren und -motoren wird an dieser Stelle nicht eingegangen und
auf die Fachliteratur, wie zum Beispiel [7] oder [8] verwiesen. Durch diese Anordnung
bilden sich drei um 120° zeitlich versetzte Wechselspannungen, die zu drei zeitlich ver-
setzten Einphasensystemen fithren. Sowohl die Verschaltung der Spulen zur Erzeugung
von Drehstrom, als auch die Drehstromlasten kénnen stern- oder dreiecksformig ver-
schaltet werden. In Abbildung 1.6 sind an einen im Stern verschalteten Erzeuger (links)
ein im Stern und ein im Dreieck geschalteter Drehstromverbraucher angeschlossen.

P ———————— —

[w]
R
‘QN
<—
“T
hS
\QN

Abbildung 1.6: Verschaltung von Drehstrom im Stern und im Dreieck (eigene Grafik,
angelehnt an [8], S.18f)

Die Spannungen U 4, U und U zwischen den Knotenpunkten der Schaltung A, B und
C und dem Sternpunkt N werden als Stern- oder Phasenspannungen bezeichnet. Im
Neutralleiter fliefit bei symmetrischem Betrieb kein Strom, sodass eine Sternschaltung
auch ohne Neutralleiter realisiert werden kann. Deshalb ist dieser in Abbildung 1.6 als
gestrichelte Linie dargestellt. Symmetrischer Betrieb heifit in diesem Fall, dass sowohl
auf der Erzeugerseite, als auch auf der Verbraucherseite Spannungen genau im Winkel
120° zueinander verschoben sind und den gleichen Betrag aufweisen, also die komplexen
Widerstandswerte der Spulen und der Lasten jeweils gleich sind. In der Dreiecksschaltung
entspricht die Spannung, die zwischen zwei Knotenpunkten abfillt, genau der Differenz
der Phasenspannungen zwischen diesen Knoten:

Uap=Us—-Upg
Upc=Up—-Uc
Uca=Uc—Uj.

14



Diese Spannungen werden als Dreiecks- oder Leiter-Leiter-Spannungen bezeichnet, da
sie auch in einer Sternschaltung die Spannungsdifferenz zwischen den einzelnelg Leitern
angeben. Im symmetrischen Betrieb gilt fiir die Phasenspannungen mit ¢ = ¢’ 73

Up=U,d’ (1.39)

Uc=Uaa, (1.40)
und fir die Phasenstrome

Ig=1,a, (1.41)

Io=1,0° (1.42)

Im Normalbetrieb kann fiir elektrische Netze eine symmetrische Betriebsfiilhrung an-
genommen werden, da alle Erzeuger und Verbraucher symmetrisch an das Netz an-
geschlossen werden. Auf Grund der in diesem Fall einfachen Beziehung der einzelnen
Phasenspannungen und Phasenstrome zueinander ist es ausreichend sich bei den wei-
teren Ausfithrungen auf eine einphasige Betrachtung mit der Phasenspannung U 4 und
dem Phasenstrom I, zu beschranken. Der Zusammenhang dieser Phasenspannung zur
Leiter-Leiter-Spannung ist durch

Uap = V3Uae!Pra™s) (1.43)
gegeben. Damit gilt insbesondere fiir die Betrédge der Leiter-Leiter-Spannungen:
Usp=Upc =Uca = \/gUA. (1.44)

Der Faktor v/3 wird dabei als Verkettungsfaktor bezeichnet.

Da die Leiter-Leiter-Spannung sowohl in der Dreiecks-, als auch in der Sternschaltung als
einzige in jedem Fall direkt gemessen werden kann, wird ihr Betrag als Spannungsangabe
fiir elektrische Netze verwendet. Die Spannungswerte eines 110 kV-Hochspannungsnetzes
oder eines 20 kV-Mittelspannungsnetzes beziehen sich also auf die Betrdge der Leiter-
Leiter-Spannungen. Die 230V, die im Haushalt an der Steckdose anliegen, beziehen sich
hingegen auf die Phasenspannung, da diese nur an eine Phase des Niederspannungsnetzes
angeschlossen sind. Im Gesamten wird fiir die Spannungsangabe des Niederspannungs-
netzes auch die Leiter-Leiter-Spannung von 400V = /3 - 230V verwendet (vgl. [7], S.
15ff).

Der Vorteil in der Verwendung von Drehstrom liegt insbesondere darin, dass im Vergleich
zum einphasigen Wechselstrom mit weniger Leitern eine hohere Leistung iibertragen wer-
den kann. Dies ist bei einer einphasigen Betrachtung eines Dreiphasennetzes zu beachten.
Die Leistung eines Dreiphasensystems berechnet sich aus der Summe der Leistungen der
einzelnen Phasen und kann bei symmetrischem Betrieb direkt vereinfacht werden, da
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a3 =1 ist:

S = QAlZ + QBFB + ché
—U I+ U a*Tha+Uyallyd® (1.45)
=3Uy L.

Héufig wird die Leitungsgleichung mit dem Betrag der Leiter-Leiter-Spannung U und
der Phase der Phasenspannung ¢, := ¢, , sowie dem Phasenstrom [ := I 4 ausgedriickt.
Gleichung (1.45) wird dann zu

S =301}
— SUAIAej@u—%
= /3U el Pu—¢i (1.46)
= V3UI cos(py — ;) + jV3UIsin(pu — i)
=P+j0Q

umgeformt. Mit der komplexen Grofie U = Ue/#+, die in dieser Form keine Entsprechung
im Dreiphasensystem hat, sondern sich aus komplexer Leiter- und Phasenspannung zu-
sammensetzt, wird dann kompakt die Gleichung

S=V3UI (1.47)

verwendet (vgl. [10], S. 41f.).

1.3.3 Elektrische Leitungen

Elektrische Leitungen koénnen entweder durch unterirdische Kabel oder durch oberir-
dische Freileitungen realisiert werden. Dabei handelt es sich um Drehstromleitungen,
die aber aus oben genannten Griinden einphasig betrachtet werden. Sowohl Freileitun-
gen als auch Kabel kénnen fiir die Lastflussberechnung von Verteilnetzen als ,elektrisch
kurze* Leitungen betrachtet werden, da dies fiir die stationidren Betrachtung bei 50 Hz
fir ,praktisch alle Energieleitungen® eine berechtigte Vereinfachung darstellt ([8], S.180).
Die Eigenschaften des Leitung werden dabei durch verschiedene komplexe Bauteile ange-
geben. Der von der Frequenz und der Leiterquerschnittsfliche abhéngige Wirkwiderstand
R gibt die Verluste der Leitung an. Der im Leiter flielende elektrische Strom induziert
aulerdem ein elektrisches und ein magnetisches Feld. Diese sind vom Durchmesser und
der Geometrie der Leitungen abhiangig und werden durch die Kapazitat C' und die In-
duktivitdt L beschrieben. Der Wirkleitwert G gibt die Verluste des elektrischen Feldes
an, ist aber in der Regel vernachléssigbar klein. Diese Gréfien sind zudem alle von der
Léange der Leitung abhéingig. Im so genannten II-Ersatzschaltbild in Abbildung 1.7 fir
eine elektrisch kurze Leitung finden sich diese Grofien wieder.

16



{
i
Ih
)

<
5
wIQ
N
Sl
|
Sl
|

(e, O

Abbildung 1.7: Ersatzschaltbild einer elektrisch kurzen Leitung, (eigene Grafik, ange-
lehnt an [8], S. 178)

Das Langsglied des Ersatzschaltbildes wird dabei in der Regel als Impedanz

Z; =R+ jwl (1.48)
und die Querglieder als Hélfte der Admittanz

Y; =G+ jwC (1.49)

angegeben. Damit kann die Beziehung zwischen Spannung und Strom zwischen den
beiden Endpunkten der Leitung durch

1 .Y, _1
@):((ZL—ZJ) <sz%;ﬂ>) (&) (150

ausgedrickt werden (vgl. [8], S. 171ff).

1.3.4 Transformatoren

Um von einer Spannungsebene in eine andere zu wechseln, werden Transformatoren ver-
wendet. Die Eingangsspannung auf der Primérseite des Transformator U, wird auf die
Spannung auf der Sekundérseite U, transformiert. Dies wird durch aufgewickelte Spulen
realisiert, wobei das Verhéltnis der Windungszahlen der beiden Spulen bei einem idealen
Transformator dem Verhéltnis von Fingangs- zur Ausgangsspannung entspricht. Ideale
Transformatoren existieren in der Realitdt nicht, sondern werden vor allem fiir theoreti-
sche Betrachtungen verwendet. In Ersatzschaltbildern realer Transformatoren wird zur
Vereinfachung immer das Ubersetzungverhiltnis des idealen Transformators angegeben
und die Verluste werden durch zuséitzliche komplexe Widersténde dargestellt. Dies ist
einphasig das Verhéltnis der Windungszahlen zueinander oder bei Drehstromstranfor-
matoren ein Aquivalent dazu.

Drehstromtransformatoren kénnen dabei als Zwei- oder Dreiwicklungstransformatoren
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gebaut werden, deren Primér- und Sekundarseite im Stern oder im Dreieck verschaltet
sein koénnen. Zusétzlich kommt eine Zickzackschaltung in Frage, auf die hier nicht néher
eingegangen wird. Auflerdem kann eine Phasenverschiebung der Primér- und der Sekun-
dérspannung mit so genannten Phasenverschiebertransformatoren herbeigefiithrt werden,
um die Blindleistung in einem elektrischen Netzwerk zu beeinflussen. Diese Phasenver-
schiebung kann ebenfalls iiber das Ubersetzungsverhiltnis ii € C angegeben werden,
das damit im Allgemeinen ein komplexer Wert ist, bei dem der Betrag das Verhéltnis
der Windungszahlen angibt und die Phase die durch den Transformator hervorgerufene
Phasenverschiebung (vgl. [7], S. 219ff).

Die Darstellung eines Drehstromtransformators mit komplexer Windungszahl mit den
realen Verlusten durch ein II—-Ersatzschaltbild ist moglich, wenn die Spannung und der
Strom auf der Sekundérseite auf die Spannung und den Strom der Primérseite umge-
rechnet werden:

i~

Ul = % und I, = =2, (1.51)

i ok

=

Bei einem idealen Transformator wéren die so genannten gestrichenen Gréfien U und I
dann gleich U, und I,. Die Differenz der Grofien beschreibt also gerade die Verluste des
Transformators. Das II—FErsatzschaltbild dazu ist in Abbildung 1.8 dargestellt. Die dar-
in vorkommenden Admittanzen werden iiber das T'—FErsatzschaltbild hergeleitet, in dem
die Wicklungs-, Eisen- und Streuungsverluste, die als feste Parameter eines Transforma-
tors bekannt sind, explizit erkennbar sind. Die einzelnen Admittanzen X]’DS und Y, und
Y, setzten sich daher alle aus diesen Verlusten zusammen und koénnen nicht jeweils einer
bestimmten Verlustart zugeordnet werden. In Y, und X;;s ist auch das Ubersetzungs-
verhéltnis 1i zu bertiicksichtigen, sodass diese ebenfalls als gestrichene Gréflen angegeben

werden.
lp 7, S li?
O_> ] *O
Uzi [] Y, Y’ U,
(o, O

Abbildung 1.8: Ersatzschaltbild eines Transformators, (eigene Grafik, angelehnt an [7],
S. 257)

Die Beziehung zwischen Spannung und Strom der Primér- und der umgerechneten Se-
kundérseite wird mit einer Matrix durch die Gleichung

I Y, +Y! -y’ ) (U )
) — [=p T Sps =ps =p (1.52)
<Il3> ( _X;S Y, + X;s Q;
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beschrieben. Durch Ersetzen der gestrichenen Gréflen von Strom und Spannung auf der
Sekundarseite wird diese zu Gleichung

lp _ Xp + X;)S _EX;QS Qp (153>
I —w Yy, AP + Y, ) \U

umgeformt, in der die urspriinglichen Groéflen fiir Spannung und Strom vorkommen.
Zu dieser Gleichung gibt es bei Phasenschiebertransformatoren kein entsprechendes II-
Ersatzschaltbild, da die Eintrdge auf der Nebendiagonalen nicht identisch sind. Wenn
sonst 1l := i1 = ii* gilt, ist die Darstellung durch ein II—FErsatzschaltbild mit den Umfor-
mungen

=~/

—ps - ﬁX;)s
Y, =Y, +(1-0)Y,, (1.54)
Y, = @Y + (i — 1)V},

moglich (vgl. [7], S.255ff). Im verwendeten Mittelspannungsnetz ist der Transformator
im Umspannwerk ein Phasenschiebertransformator.

Das Schaltsymbol des Transformators in elektrischen Netzen zeigt Abbildung 1.9.

)

Abbildung 1.9: Schaltsymbol des Transformators

1.4 Lastflussberechnung

Die Lastflussberechnung fiir elektrische Netzwerke basiert auf dem Knotenpotentialver-
fahren, das aus der Theorie fiir Gleichstromnetzwerke mit reellen Groéflen auf die Wechsel-
stromrechnung mit komplexen Grofien iibertragen werden kann. Ein Vorteil dieses Ver-
fahrens ist eine diinn besetzte Admittanzmatrix, die direkt aus dem Netzersatzschaltplan
aufgestellt werden kann, wenn die oben vorgestellten II—Ersatzschaltbilder fiir Leitungen
und Transformatoren verwendet werden. Lasten und Generatoren kénnen anschliefend
iiber die Knotenstrome leicht integriert werden. Die Herleitung des Knotenpotentialver-
fahren fiir die Lastflussberechnung orientiert sich an der Herangehensweise von Oeding
und Oswald (vgl. [7], S. 451ff).

1.4.1 Das Knotenpotentialverfahren

Grundlage fiir das Knotenpotentialverfahren bildet das 1. Kirchhoffsche Gesetz, die Kno-
tenregel (vgl. [4], S.26). Sie besagt, dass in jedem Knotenpunkt eines elektrischen Netz-
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werks die Summe aller zu- und abflielenden Strome (Zweigstrome) gleich 0 sein muss.
In einem Knoten k& mit n Zweistromen gilt also

Y I, =0. (1.55)
k=1

Fir das Knotenpotentialverfahren ist zunéchst ein Bezugsknoten 0 festzulegen, sodass
die Spannung U, in einem Knoten k immer die Spannung zwischen dem Knoten und dem
Bezugsknoten angibt. In elektrischen Ubertragungsnetzen wird in der Regel die Erde als
Bezugsknoten gewéhlt (vgl. [11], S. 81f.). Die Idee des Knotenpotentialverfahrens wird
zundchst an zwei Knoten eines Netzwerks mit insgesamt K € N Knoten erlautert. In
Abbildung 1.10 ist ein solcher Netzausschnitt dargestellt.

15
A

Abbildung 1.10: Netzauschnitt zwischen den Knoten k und ¢ und dem Bezugspotential
(eigene Grafik, angelehnt an [7], S. 453)

Fiir die Verbindung zwischen den beiden Knoten mit dem Bezugspotential wird dabei
zunachst angenommen, dass diese durch ein II—Ersatzschaltbild dargestellt werden kann.
Mit der Spannung Uy, und den Strom I, zwischen den beiden Knoten gilt mit dem
komplexen Ohmschen Gesetz (1.27):

Lo = Yo Upp = Yo (Uy, — Uyp) = =Ly, (1.56)
Die Stréme zum Bezugspotential in den Knoten k und ¢ werden durch
Iyo = Yo Uy und Lyg = Yy U,y (1.57)

beschrieben. Die Knotenstrome I, und I, werden im klassischen Knotenpotentialver-
fahren durch Stromquellen reprisentiert. Sie stellen keine Verbindung zu einem ande-
ren Knoten dar, sondern beriicksichtigen die durch Erzeuger und Verbraucher an das
elektrische Netz angeschlossene Leistung und werden im néchsten Abschnitt genauer
spezifiziert. Der Knotenstrom wird im Gegensatz zu allen anderen Strémen als in den
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Knoten hineinflieBend gewahlt. Die Wahl der Stromrichtung ist dabei zunéchst beliebig
und muss erst hinterher bei der Interpretation der Vorzeichen beachtet werden.

In einem Netzwerk kann theoretisch jeder Knoten mit jedem anderen Knoten verbunden
sein. Die Strome zu anderen Knoten sind in Abbildung 1.10 durch Stréme angedeutet, die
aus den Knoten k und ¢ herausflieBen und nicht mit einem Namen gekennzeichnet sind.
Werden diese bei der Anwendung der Knotenregel allerdings zunéchst vernachléssigt und
damit nur die Verbindung zwischen zwei Knoten betrachtet, wird der Zusammenhang
zu den Matrix-Gleichungen der elektrischen Leitung und des Transformators deutlich.
In diesem Fall treffen sich in den Knoten k£ und ¢ nur je drei Zweigstrome, fiir die mit
Anwendung der Knotenregel (1.55), sowie den Gleichungen (1.56) und (1.57) folgt:

I+ YUy + Y (U, —Uy) =0
=Iko :lkg
—Ly+ Y oUs+ YUy — Uy) = 0.
—_ —

=Iy :*lkg

(1.58)

Dabei wird der Knotenstrom [; mit einem negativen Vorzeichen berticksichtigt, da die-
ser entgegengesetzt zu den anderen Stromen flieit. Die Gleichungen (1.58) konnen als
Matrix-Vektor-Multiplikation umgeschrieben werden, die die Beziehung zwischen den
Knotenspannungen und den Knotenstromen zweier Knoten beschreibt:

I\ _ (Yo + Yio) Y Ur) (1.59)
L Y (Yre +Ye0) ) \ Uy
Die einzelnen Elemente einer elektrischen Leitung finden sich in dieser Matrix mit
Y. = % und Y,y =Y, = Y direkt wieder und die Matrix entspricht dann der Matrix

7L .
aus Gleichung (1.50). Transformatoren mit reellem Ubersetzungsverhéltnis konnen mit

den Umformungen (1.54) durch ein II—Ersatzschaltbild dargestellt werden, sodass die
umgeformten Admittanzen des Transformator mit Yy, = X;s, Yio= ffp’ und Y9 = Y

ebenfalls den Admittanzen in der Matrix aus Gleichung (1.59) entsprechen.

S

In den Gleichungen (1.58) wurde nur die Verbindung zwischen zwei Knoten betrachtet
und die Strome zu anderen Knoten vernachléssigt. Um diese zu beriicksichtigen, wird die
Annahme getroffen, dass jeder Knoten des Netzes mit jedem anderen Knoten verbunden
sein kann. Damit sind bei Anwendung der Knotenregel in einem Knoten k, neben dem
Knotenstrom I;, und dem Strom zum Bezugsknoten I, die K — 1 Stroéme zu anderen
Knoten zu beriicksichtigen. Besteht keine Verbindung zwischen zwei Knoten, werden die
entsprechenden Admittanzen gleich 0 gesetzt, sodass die Knotenregel (1.55) zusammen
mit den Gleichungen (1.56) und (1.57) in jedem Knoten die Summe der K + 1 Strome

bildet:
K

~ L+ YU+ >, YuU,-U)=0 Vk=1,...,K. (1.60)
=1 0#k
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Diese Gleichungen kénnen mit

K
Yip =Y+ Z Yy (1.61)
(=1 04k
und
Y=Yy (1.62)

als Matrix-Vektor-Gleichung formuliert werden:

X11 _XIQ e _XIK Ql ll
Yo Yo o0 Yog || U | | D2 (1.63)
_XKl _ZKQ e XKK QK lK
—_— =
=Y =U =1

Die Admittanzmatrix eines elektrischen Netzwerks wird im Folgenden immer durch
Y € CKXK beschrieben, die Knotenspannungen durch den Vektor U € CK und die
Knotenstrome durch I € CK. Dabei wurde vorausgesetzt, dass sich alle Verbindungen
zwischen zwei Knoten durch ein II—Ersatzschaltbild wie in Abbildung 1.10 darstellen
lassen. In diesem Fall ist die Admittanzmatrix Y symmetrisch. Die Bedingung (1.62) gilt
allerdings nicht, wenn im Netzwerk Phasenverschiebertransformatoren verbaut sind. Die
Matrixdarstellung der Transformatorgleichung (1.53) aus Abschnitt 1.3.4 ist bei Pha-
senverschiebertransformatoren nicht symmetrisch, da in diesem Fall it # i* gilt. Diese
Matrix fiir die Beziehung von Spannung und Strom zwischen zwei Knoten kann aber
durch weitere Umformungen ebenfalls in Y beriicksichtigt werden und einzig die Sym-
metrieeigenschaft der Admittanzmatrix geht verloren.

Die Eigenschaften eines elektrischen Netzwerks sind durch die Gleichung
YU=T (1.64)

vollstéandig beschrieben (vgl. [7], S. 453ff). Die Knotenstrome werden in der Lastfluss-
berechnung durch zusétzliche Gleichungen fiir die Leistung, die in jedem Knoten ange-
schlossen ist, definiert.

1.4.2 Leistungsgleichung fiir Netzwerkknoten

Der dem Netz in einem Knoten k zugefiihrte oder entnommene Strom in einem Knoten
wird durch die Spannung und die Leistung in diesem Knoten nach der Leistungsgleichung
(1.47)

1.65
P+ jQ; = V3UjePu (IR + j1I™) (1.65)
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festgelegt. In der Literatur wird iiblicherweise zwischen Einspeise- und Verbraucherkno-
ten unterschieden. An den Verbraucherknoten wird Wirk- und Blindleistung der ange-
schlossenen Last angegeben, sodass auch von P,(@Q-Knoten gesprochen wird. Als Ein-
speiseknoten werden Knoten bezeichnet, in denen die Wirkleistung und der Betrag der
Spannung vorgegeben sind (vgl. [7], S. 511ff). Diese so genannten P,U-Knoten sind al-
lerdings fiir diese Arbeit nicht von Bedeutung, da in dem in Kapitel 4 analysierten realen
Mittelspannungsnetzwerk auch in den Erzeugerknoten die Wirk- und die Blindleistung
vorgegeben ist. Die iibliche Unterscheidung zwischen Einspeise- und Verbraucherknoten
ist nur der Vollstdndigkeit halber angegeben und wird in dieser Arbeit nicht mehr auf
diese Weise verwendet.

Erzeuger und Verbraucher sind generell durch das Vorzeichen der Wirkleistung von-
einander zu unterscheiden. Auch hier kann das Vorzeichen theoretisch beliebig gewéhlt
werden, solange die Wahl zusammen mit der Wahl der Stromrichtung bei der Analyse
beachtet wird. In Abbildung 1.11 sind ein Verbraucherknoten und zwei Erzeugerknoten
mit jeweils unterschiedlichen Symbolen dargestellt, die die Wahl der Stromrichtung und
des Vorzeichens der Leistung verdeutlichen. Der Pfeil zeigt dabei die Stromrichtung an,
die als vom Erzeuger oder Verbraucher zum Netzknoten hin flieend gewahlt wird. Bei
positivem Vorzeichen des Stroms fliet dieser in Pfeilrichtung, bei negativem der Pfeil-
richtung entgegen. Wie in Abbildung ebenfalls zu erkennen, ist die Wirkleistung negativ,
wenn es sich um einen Verbraucher handelt und positiv, wenn ein Erzeuger angeschlossen
ist. Sind an einem Knoten sowohl Verbraucher, als auch Erzeuger angeschlossen, wird
die Leistung der beiden addiert, sodass der Knoten insgesamt entweder als Erzeuger
(bei positiver Summe der Wirkleistungen) oder als Verbraucher (bei negativer Summe
der Wirkleistungen) wirkt. Wenn die Blindanteile von Strom, Spannung und Leistung
fiir einen Moment aufler Acht gelassen werden, ist das Vorzeichen des Stroms damit bei
positiver Spannung nach Gleichung (1.47) das gleiche wie das der Wirkleistung und der
Strom flieit mit negativem Vorzeichen von Netzknoten zum Verbraucher und mit posi-
tivem Vorzeichen vom Erzeuger zum Netzknoten.

f\/ P<0
_ P>0
Y
li lfb lz
(a) mit Erzeuger (b) mit Verbraucher

Abbildung 1.11: Netzknoten

Wie bereits in Abschnitt 1.3.1 erwahnt, stellt das Umspannwerk in Verteilnetzen einen
besonderen Knoten dar. Fiir die Lastflussberechnung ist immer ein so genannter Bi-
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lanzknoten notwendig, damit die erzeugte Leistung mit der verbrauchten Leistung {iber-
einstimmt. Aus dem Umspannwerk wird alle Leistung bezogen, die nicht innerhalb des
Netzes erzeugt wird und bilanziert damit gleichzeitig die im Netz vorhandene Leistung.
Deshalb wird am Bilanzknoten keine Leistung vorgegeben, sondern Betrag U und Phase
©y der Spannung. Ein solcher Bilanzknoten ist fiir jede Lastflussberechnung zu wéhlen
und kann auch beispielsweise das grofite im Netz vorhandene Kraftwerk sein, wenn das zu
analysierende Netz kein Verteilnetz ist, sondern ein Hochspannungsnetz, in dem Energie
durch Groflkraftwerke erzeugt wird. Teilweise werden bei der Analyse von Netzen auch
mehrere Bilanzknoten verwendet (vgl. [7], S. 511ff).

Die Leistungsgleichung (1.65) gilt in jedem Knoten des Netzwerks. Mit den im vorherigen
Abschnitt bereits festgelegten Vektoren U und I und dem Vektor S € CX gilt damit

S=+V3UoI", (1.66)

(14

wenn der Operator ,, o “ eine punktweise Multiplikation zweier Vektoren definiert und
die komplexe Konjugation ebenfalls auf jeden Eintrag des Vektors angewendet wird.

1.4.3 Die Lastflussgleichungen

Zusammen bilden die Gleichungen (1.64) und (1.66) die Lastflussgleichungen

YU=1I,

1.67
V3UoI*=8, (167)

also ein nichtlineares Gleichungssystem mit 2K komplexen Gleichungen und zunéchst
3K komplexen Unbekannten. Zur Losung des komplexen Gleichungssystems ist immer
eine Aufteilung in Real- und Imaginérteil notwendig, sodass das System eigentlich durch
4K reelle Gleichungen mit 6/ Unbekannten beschrieben ist. Wie aber im vorherigen
Abschnitt beschrieben, sind in jedem Knoten zwei reelle Werte festgelegt, entweder P;
und Q; oder P; und U; oder U; und ¢,,. Einige Losungsansétze fiir die Lastflussbe-
rechnung werden beispielsweise in [7] vorgestellt. Fiir das Newton-Verfahren wird die
Leistungsgleichung (1.66) nach dem Strom umgeformt und in die Netzwerkgleichung
(1.64) eingesetzt. Wenn eine Losung der Lastflussgleichungen existiert und diese durch
eine Startschitzung in der Ndhe der Nominalspannung erreichbar ist, wird das Lastfluss-
problem als gut konditioniert (engl. well-conditioned case) bezeichnet. Dies ist in den
meisten Situationen gegeben (vgl. [12]). In weiteren Verlauf der Arbeit wird von gut
konditionierten Problemen ausgegangen.

1.4.4 Spannungsstabilitat

Die Lastflussgleichungen finden insbesondere bei der Planung von elektrischen Netzen
Verwendung. Ein wesentlicher Aspekt dabei ist es sicherzustellen, dass die Spannungs-
abweichung von der Nominalspannung in diesem Netzknoten nicht zu grofl wird. Die
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Nominalspannung muss dabei nicht in jedem Knoten gleich sein, wenn Transformatoren
bei der Analyse beriicksichtigt werden. Daher ist die Nominalspannung auch durch einen
Vektor U™™ ¢ RE fiir jeden Knoten einzeln definiert. Durch die Lastflussgleichungen
konnen Extremfille der Netzbelastung simuliert werden, um das Netz dementsprechend
auszulegen (vgl. [7]. Auf die Extremfille wird in Kapitel 3 genauer eingegangen. Fiir die
berechneten Betrage der Spannungen muss dann in jedem Knoten

)

U, — Urom
7 < Urel 1.68
‘ grem | = (1.68)

gelten. U definiert demnach ein Spannungsband, das im normalen Betriebszustand
an allen Netzanschlusspunkten eingehalten werden muss. DiesE betrigt nach der DIN
EN 50160 [13] 10 %. Wahrend dies die gesetzliche Minimalanforderung an ein Versor-
gungsnetz darstellt, ist es fiir einen Netzbetreiber tiblich, hohere Anforderungen an die
Spannungsabweichungen von unter 5% zu erfiillen.

Ziel dieser Arbeit ist es, Untersuchungen iiber die Sensitivitdt der berechneten Spannun-
gen zu den vorgegebenen Leistungen anzustellen, um diese fiir die Spannungsstabilitét
von elektrischen Netzen beriicksichtigen zu kénnen. Dazu wird in dieser Arbeit ein ande-
rer Ansatz zu Losung der Lastflussgleichungen verfolgt. Die Lastflussgleichungen (1.67)
werden als Nebenbedingungen eines Optimierungsproblems verwendet, ohne dass die An-
zahl der Gleichungen durch ineinander Einsetzen vorher reduziert wird. Dieser Ansatz
wird bereits in einem bestehenden Algorithmus zur Zielnetzplanung der AG Optimierung
und Optimale Steuerung an der Universitdt Bremen angewendet und bietet verschiedene
Vorteile. Zunéchst ist durch das Hinzufiigen zusétzlicher Freiheitsgerade, wie der Trans-
formatorstufe innerhalb von Y oder der Blindleistungseinspeisung in einigen Knoten
eine Optimierung beziiglich der Spannungsstabiltit oder der Kosten méglich. Aufierdem
kénnen Schranken fiir Strom und Spannung direkt bei der Losung beriicksichtigt werden.

Fiir die Berechnung der in dieser Arbeit untersuchten parametrischen Sensitivitédten fal-
len bei der Losung eines Optimierungsproblems keine grofien zusétzlichen Kosten fiir
die Berechnung an. In Kapitel 3 wird die Verwendung der Gleichungen als Nebenbedin-
gungen und die Anwendung der parametrischen Sensitvitdtsanalyse auf dieses Problem
genau beschrieben. Zuvor wird allerdings die dafiir notwendige Theorie parameterab-
hédngiger nichtlinearer Optimierungsprobleme erléutert.
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2 Parameterabhangige nichtlineare
Optimierung

Viele Probleme unter anderem aus der Natur, den Ingenieurswissenschaften und aus
der Wirtschaft kénnen auf mathematische Optimierungsprobleme zuriickgefiithrt wer-
den. Diese zeichnen sich zunéchst dadurch aus, dass eine Zielfunktion formuliert wird,
die beziiglich der freien Variablen des Systems optimal sein soll. In der Optimierung
werden dabei beschrinkte und unbeschréankte Optimierungsprobleme unterschieden. In
der beschrankten Optimierung werden zusétzliche Bedingungen an die Variablen gestellt
und als Nebenbedingungen formuliert. Als nichtlineares beschréinktes Optimierungspro-
blem oder kurz nichtlineares Optimierungsproblem (NLP, von engl. Nonlinear Program)
wird ein Problem dann bezeichnet, wenn entweder die Zielfunktion oder eine der Neben-
bedingungen nichtlinear von den Variablen abhédngen kann. Anwendungen nichtlinearer
Optimierungsprobleme sind zum Beispiel bei Parameteridentifikationen (vgl. [14]), in
der Raumfahrt (vgl. [15]), im Energiemanagement (vgl. [16]) und in vielen anderen Be-
reichen zu finden.

Sowohl unbeschriankte Optimierungsprobleme als auch beschrdnkte lineare Optimie-
rungsprobleme stellen Spezialfille der nichtlinearen Optimierung dar und kénnen mit
spezialisierten Methoden effizient gelost werden. Fiir unbeschrinkte NLP werden vor
allem das Newton-Verfahren und Varianten davon verwendet, fiir lineare Optimierungs-
probleme beispielsweise Simplex-Verfahren (vgl. [17]). Die theoretischen Grundlagen fiir
das numerische Losen von allgemeinen nichtlinearen Optimierungsproblemen werden in
diesem Kapitel erlautert.

Da sich Optimierungsprobleme in der Regel aus realen Anwendungen ergeben, hingen
die Funktionen oft von Parametern ab, die zwar feste Werte annehmen, aber beispiels-
weise Unsicherheiten unterliegen oder durch die reale Situationen direkt oder indirekt
beeinflusst werden. Mit Hilfe der parametrischen Sensitivitdtsanalyse kann dabei zu-
néchst die Stédrke der Abhéngigkeit der Losung von bestimmten Parametern untersucht
werden. Auflerdem kénnen die Sensitivitdten fiir eine Echtzeitoptimierung, d.h. fiir die
Berechnung einer Losung mit akzeptabler Genauigkeit in hinreichend kleiner Zeit, ge-
nutzt werden, wie beispielsweise in [18] oder [19].

Die Standardformulierung von nichtlinearen Optimierungsproblemen &ndert sich nur
dahingehend, dass alle vorkommenden Funktionen (also Zielfunktion und Nebenbedin-
gungen) von einem Parameter abhingig sind. Diese Formulierung eines so genannten
parametrischen nichtlinearen Optimierungsproblems wird in diesem Kapitel als Basis
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verwendet, um notwendige und hinreichende Bedingungen fiir einen optimalen Punkt
herzuleiten. Die zentrale Aussage zur Sensitivitdtsanalyse liefert anschlieend der Sensi-
tivitdtssatz, der Aussagen iiber die Existenz von Losungen parametergestorter Probleme
trifft. Dabei werden innerhalb des Beweises die Sensitivitdtsdifferentiale explizit ange-
geben, die fiir die postoptimale Analyse und die Echtzeitapproximation genutzt werden
kénnen. Die Vorgehensweise orientiert sich dabei an der Arbeit von Biiskens (vgl. [18]).

2.1 Parametergestorte nichtlineare Optimierungsprobleme

Den Ausgangspunkt bildet die Formulierung des parametrischen Optimierungsproblems.

Definition 2.1.1 (Parametrisches nichtlineares Optimierungsproblem). Es seien die
Variablen x € RN+ p € RN» | sowie die Funktionen f: RN x RV — R,

g = (gl,...,gNg)T: RNe x RVe — RN und h = (hy,...,hy, )T RN x RN — RNV
gegeben. Das Problem

min  f(z,p)
x
(NLP(p)) wunter gi(xz,p)<0, i=1,...Ny (2.1)
hi(z,p) =0, i=1,...Np
heifit Standardproblem der parametrischen nichtlinearen Optimierung.

Die Zielfunktion f soll dabei unter den gegebenen Ungleichheitsnebenbedingungen g und
Gleichheitsnebenbedingungen h durch die Optimierungsvariable x minimiert werden. Der
Storparameter p ist dabei ein fest vorgegebener Vektor. Optimierungsprobleme kénnen
ohne Einschriankungen als Minimierungsprobleme aufgefasst werden, da eine Maximie-
rung durch ein negatives Vorzeichen vor der Zielfunktion f leicht herbeigefiihrt werden
kann.

Die zuléassige Menge beinhaltet alle Punkte, fiir die die Nebenbedingungen von (2.1)
erfiillt sind.
Definition 2.1.2 (Zulédssige Menge). Die Menge

S(p): ={zeRN|gi(x,p) <0,i= 1,...,Ng,

. (2.2)
hi(z,p) =0,i=1,...,Np}

heifit Menge der zuldssigen Punkte oder zuldssige Menge und ein Punkt x € S(p) heifst
zulédssiger Punkt.

Damit wird die Definition lokaler und globaler Minimalstellen formuliert.
Definition 2.1.3. Sei x* € S(p) ein zuldssiger Punkt von (2.1). Dann heifit =*

e lokale Minimalstelle, wenn eine Umgebung U(z*) C RN+ existiert, sodass gilt

f(z*,p) < f(z,p) VYxe S(p)NU(xY). (2.3)
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e strenge lokale Minimalstelle, wenn eine Umgebung U(z*) C RN+ existiert, sodass
qgilt
f@*p) < flz,p) VYoeSp)nU),x# " (2.4)

e globale Minimalstelle, wenn
f(@*,p) < f(z,p) Va e S(p). (2.5)
e strenge globale Minimalstelle, wenn

f(@*,p) < f(x,p) Vo€ S(p),z#a" (2.6)

Fiir die Herleitung von notwendigen und hinreichenden Bedingungen einer solchen Mini-
malstelle miissen einige Voraussetzungen erfiillt sein. Diese kénnen mit der Einfiihrung
der Menge der aktiven Indizes und der Definition von Regularitdt und Normalitdt von
Optimierungsproblemen kompakt angegeben werden.

Die Menge der aktiven Indizes ist nur fiir Ungleichheitsnebenbedingungen von Bedeu-
tung, die als aktiv bezeichnet werden, wenn g;(z,p) = 0 ist.

Definition 2.1.4 (Menge der aktiven Indizes). Sei z € S(p) ein zuldssiger Punkt von
(2.1). Die Menge
A(z,p) =={i=1,...,Ny: gi(z,p) =0} (2.7)

heiffit Menge der aktiven Indizes.
Damit wird schliefllich die Definition fiir Regularitét und Normalitdt wie folgt angegeben.

Definition 2.1.5 (Regularitit und Normalitét). Die Funktionen g : RNz x RNe — RNo
und h : RNe x RNe — RN seien differenzierbar und x* € S(p) eine lokale Minimalstelle
von (2.1). Dieser Punkt heifst

o reguldr, wenn gilt:
i) Die Gradienten V hy,...,Vihy, sind linear unabhdngig.
ii) Es existiert ein d € R™+ /{0}, sodass

Vegi(z®,p)Td <0, Vie Alz*,p) und (2.8)
Vehi(z*,p)Td =0, Vi=1,...,Np. (2.9)

e normal, wenn die Gradienten

Va.gi(x*,p), Vie Alx*,p) und (2.10)
Vihi(z*,p), Vi=1,...,Np (2.11)

linear unabhdngig sind.
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2.1.1 Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Optimalitatskriterien fiir nichtlineare Optimierungsprobleme sind von W. Karush so-
wie gemeinsam von H. W. Kuhn und A. W. Tucker unabhéngig voneinander formuliert
worden. Diese werden deshalb auch Karush-Kuhn-Tucker oder kurz KKT-Bedingungen
genannt. Als Hilfsmittel fir die Formulierung dient die Lagrange-Funktion, in der Ziel-
funktion und Nebenbedingungen zusammengefasst werden.

Definition 2.1.6 (Lagrange-Funktion). Es seien A € RN und u € RN» gegeben. Dann
ist die Lagrange-Funktion L: RN+ x RNo x RNh x RN — R zum nichtlinearen Optimie-
rungsproblem (2.1) definiert durch

Lz, A\ p,p): = fz,p) + N g(a, p) + " h(z, p). (2.12)

Die Vektoren A und p werden Lagrange-Multiplikatoren oder duale Variablen genanmnt.
In diesem Zusammenhang wird die Optimierungsvariable x hdufig primale Variable ge-
nannt.

Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen oder KKT-Bedingungen kénnen damit in
folgendem Satz zusammengefasst werden. Voraussetzung dafiir ist die Differenzierbarkeit
aller vorkommenden Funktionen in (2.1).

Satz 2.1.7 (KKT-Bedingungen). Es seien f,g und h stetig differenzierbar bzgl. z in
einer Umgebung der lokalen Minimalstelle x* von (2.1). Ist x* regulir, dann existieren
A und p*, sodass

i) die Optimalitatsbedingung
Ve L(z*, X", u*) =0, (2.13)

i1) die Vorzeichenbedingung

X >0, firi=1,...,N,, (2.14)

iii) und die Komplementarititsbedingung

Aigi(x) =0, firi=1,..., N, (2.15)

gelten. Ist x* normal, so sind die Multiplikatoren \* und p* zusdtzlich eindeutig be-
stimmdt.

Beweis: Zu finden beispielsweise in [17]. O

Da es sich bei diesen Bedingungen um notwendige Bedingungen handelt, ist nicht jeder
Punkt, der diese Bedingungen erfiillt, ein lokales Minimum zu (2.1). Ein beliebiger Punkt
x*, der mit Multiplikatoren A und p die Bedingungen (2.13)-(2.15) erfillt, wird kritischer
Punkt genannt. Fiir einen kritischen Punkt kann anhand der hinreichenden Bedingungen
iiberprift werden, ob es sich tatsdchlich um ein lokales Minimum handelt.
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2.1.2 Hinreichende Optimalitdatsbedingungen zweiter Ordnung

Fiir die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung wird die zweimalige
stetige Differenzierbarkeit aller in (2.1) vorkommenden Funktionen vorausgesetzt. Wah-
rend in der unbeschriankten Optimierung eine Uberpriifung der positiven Definitheit der
zweiten Ableitung in alle Richtungen notwendig ist, muss diese fiir beschréankte Probleme
nur in ,weniger” Richtungen tiberpriift werden. Diese werden iiber den kritischen Kegel
definiert.

Definition 2.1.8 (Kritischer Kegel). Die Menge
C(z*,p): ={de€ RN”\ngi(x*,p)Tv <0, firie A(z*,p),\* =0,
Vegi(z*,p)Tv =0, firie A(z*,p), \* >0, (2.16)
Vihi(z*,p)Tv =0, firj=1,...,Ny}
heifit kritischer Kegel von z*.

Satz 2.1.9 (Hinreichende Optimalitdtsbedingungen). Es seien f,g und h zweimal stetig
differenzierbar bzgl. x© in einer Umgebung des zuldssigen und normalen Punktes x*. Fiir
diesen seien zusammen mit den Multiplikatoren \* und p* die KK T-Bedingungen (2.13)-
(2.15) erfillt. Zusatzlich sei die Hessematriz von der Lagrange-Funktion positiv definit
auf dem kritischen Kegel, es gelte also

vIVELL(x*, X, ¥, p)v > 0, Yo € C(z*, p)/{0}. (2.17)
Dann ist z* eine strenge lokale Minimalstelle von (2.1).
Beweis: Zu finden beispielsweise in [17]. O

Bemerkung 2.1.10 (Strenge hinreichende Optimalitédtsbedingungen). Wird Aussage
(2.14) verstarkt, indem
A > 0Vi e A(z",p) (2.18)

vorausgesetzt wird, vereinfacht sich der kritische Kegel zu
C(x*,p) = ker(vﬂvgi($*>p)v vwh](x*ap”Z S A($*,p),j = 17 R 7Nh)'

Die Aussage aus Satz 2.1.9 gilt dann weiterhin und die Gleichungen (2.13) und (2.15)
sowie (2.17) werden zusammen mit der strengen Vorzeichenbedingung (2.18) als strenge
hinreichende Optimalitdtsbedingungen bezeichnet (vgl. [18]).

2.2 Parametrische Sensitivitdatsanalyse
Die parametrische Sensitivitdtsanalyse des gestorten Optimierungsproblems (2.1) zielt

zunéchst darauf ab, die Sensitivitidt einzelner Komponenten des Problems, wie der Ziel-
funktion und der Optimierungsvariable beziiglich des Parameters p zu evaluieren. Dazu
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wird ein Nominalparamter pg festgelegt. Dieser gibt die Parameter des Problems (2.1)
im ungestorten Zustand an und ist durch NLP(pg) beschrieben. Als Sensitivitdten oder
Sensitivitdtsdifferentiale oder auch Sensitivititsableitungen werden die totalen Ableitun-
gen der priméren und dualen Variablen, sowie der Systemgleichungen von (2.1) nach
dem Parameter p, ausgewertet im Nominalparameter py, bezeichnet. Alle Folgerungen
beziehen sich auf das ungestorte Problem NLP(pg), fur das eine Losung bereits be-
kannt sei. Die zentrale Aussage der Sensitivitsanalyse stellt der Sensitvitdtssatz dar, der
von Fiacco formuliert wurde. Die wichtigsten Resultate dazu sind in seinem Werk [20]
zusammengefasst. Der Satz sagt im Wesentlichen aus, dass sich die Lésung des Opti-
mierungsproblems (2.1) in einer Umgebung um den Nominalparameter stetig mit dem
Parameter dndert und liefert auflerdem eine explizite Berechnungsformel fiir die Sensi-
tivitatsdifferentiale.

Der Beweis folgt im Wesentlichen aus dem Satz tiber implizite Funktionen, an dessen
Aussage daher an dieser Stelle erinnert sei.

Satz 2.2.1 (Implizite Funktionen). Es sei F': RNe x RN — RNe (2,p) s F(x,p) eine
stetig differenzierbare Abbildung. Fiir den Punkt (z*,pg) € RNe x RNe gelte F(x*,pg) = 0
und die Jacobi-Matriz in diesem Punkt V. F(z*,pg) € RNe*Ne sej invertierbar.

Dann existiert eine offene Umgebung P C RN? won pg, eine Umgebung U C RN* von
x*, sowie eine stetig differenzierbare Funktion x : P — U, p — x(p) mit x(py) = =* und
F(z(p),p) =0 fiir allep € P.

Ist (z,p) € U x P ein Punkt mit F(x,p) = 0, so folgt x = x(p). Fir die Jacobi-Matrix
der impliziten Funktion in py gilt aufferdem:

Vp(po) = —(VaF (2", po)) " VyF (a", ).

Beweis: Der Beweis ist unter anderem bei Forster zu finden (vgl. [21]). O

Die Vorgehensweise fiir den Beweis des Sensitivitéitssatzes orientiert sich insgesamt an
der Vorgehensweise von Geftken (vgl. [22], S. 77ff), der den Beweis von Biiskens (vgl. [18])
durch eine explizite Behandlung der Ungleichheitsnebenbedingungen ergéinzt. Dafiir ist
das folgende Lemma ein weiteres Hilfsmittel.

Lemma 2.2.2. Fir das nichtlineare Optimierungsproblem (2.1) seien die strengen hin-
reichenden Optimalitdtsbedingungen fir das lokale Minimum x* zusammen mit den Mul-
tiplikatoren \* und p* und damit insbesondere auch die Voraussetzungen von Satz (2.1.9)
erfillt. Dann ist die Matriz

Vng(.ZL‘*, )‘*7 :u*ap) vxg($*7p)T vxh(l’*,p)T

M := A*V,g(x*, p) I'(x*, p) 0 , (2.19)
Vih(z*,p) 0 0
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A=
}kvg
und
g1(x",p)
L(z*,p) = - )
gn, (z*,p)
invertierbar.

Beweis: Es sei k > 0 die Anzahl der inaktiven Nebenbedingungen und durch Um-
ordnung ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit A(z*,p) = {k + 1,..., Ny}. Damit gilt
grr1(z*,p) = ... = gn,(z*,p) = 0. Mit ausschlieBlich inaktiven Nebenbedingungen auf
der Diagonalen ist die Matrix

*

g1(x*,p)

gr(x*,p)

vereinfacht ausgedriickt werden kann. Die zu den inaktiven Nebenbedingungen gehéren-
den Lagrange-Multiplikatoren A\; = ... = A; sind aufgrund der Komplementaritatsbe-
dingung (2.15) gleich 0, wihrend aus der strikten Komplementaritatsbedingung folgt,
dass Ag11,...,An, > 0 sind. Dadurch ist die Matrix

invertierbar, sodass

*
)\kJrl
*
Al -

*

. (0 o0
-0 2)

Zur weiteren Vereinfachung seien die Matrizen

ebenfalls invertierbar ist und

(GI)T = (Vg;g1, cee avxgk)(l‘*ap)

und
(G2)" == (Vagrs1, - Vagn, ) (@, D),

sowie

V2 L = V2, L(z* X, 1, p)
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und
Vih =V h(z",p)

definiert. Um zu zeigen, dass die Matrix

Vi.L (G (G)T VhT
o 0 0
M=1ra o 0 0
Vh 0 0 0

invertierbar ist, geniigt es zu zeigen, dass mit dem Vektor v € RN*TN+N" aus der

Gleichung Mv = 0 folgt, dass v = 0 ist. Dazu wird die Matrix mit dem durch v; € RV",
vg € R*, w3 € RN9=% und vy € RV entsprechend partitionierten Vektor v multipliziert:

V2, Lvy + (G1) vy + (G2) vz + VohT vy =0 (2.20)
Tivy =0 (2.21)

AfGovy =0 (2.22)

YV hvy =0 (2.23)

Aus Gleichung (2.21) folgt wegen der Invertierbarkeit von I'f sofort va = 0 und aus
Gleichung (2.22) folgt wegen der Invertierbarkeit von A}, dass Govy = 0 gilt. Die Multi-
plikation von Gleichung (2.20) mit v{ von links liefert

0=v! V2, Lv; + vl (Go)Tvg 4+ v Vih! vy
= o] V2, Lv + (Govy)Tvs 4 (Viho) oy (2.24)
= U? vizL U1,
woraus auf Grund der positiven Definitheit von V2, L folgt, dass v; = 0 ist. Aus der

Normalitit von z* folgt schlieBlich, dass die Spalten der Matrix ((G2)”,VhT) linear
unabhéngig sind und damit aus der vereinfachten Gleichung (2.20)

Gaovs + Vihvg =0,

dass v3 = v4 = 0 gilt. Insgesamt folgt also v = 0 und die Invertierbarkeit der Matrix M
ist gezeigt. O

Schliefilich kann der Sensitivitétssatz formuliert und bewiesen werden (vgl. [22], S. 80ff).

Satz 2.2.3 (Sensitivitatssatz). Es seien f,g und h zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen beziiglich x. Auflerdem seien die Funktionen g und h, sowie die Ableitungen V. f,
Vg und Vih einmal stetig differenzierbar beziglich p.

x* sei ein zuldssiger Punkt von N LP(po) und erfille zusammen mit den Multiplikatoren
X und p* die strengen hinreichenden Optimalitdtsbedingungen (Satz 2.1.9 und Bemer-
kung 2.1.10).
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Dann ezistieren eine Umgebung P € RNe und stetig differenzierbare Funktionen x: P — RN«
sowie \: P — RNo und p: P — RN, fiir die folgende Aussagen gelten:

*

i) 2(po) = &%, Alpo) = A", pu(po) = .
it) Die Menge der aktiven Indizes bleibt unverdndert

A(z(p),p) = A(z*,po) Vpe P.

i1i) Der Punkt x(p) erfillt fir alle p € P zusammen mit A\(p) und u(p) die strengen
hinreichenden Optimalitatsbedingungen fir das Problem N LP(p), d.h. insbesondere
x(p) bleibt normal und ist strenge lokale Minimalstelle von N LP(p).

A1
Beweis: Sei A = . Die Optimalitatsbedingung (2.13), die Komple-
AN,
mentaritdtsbedingung (2.15) sowie die Gleichheitsnebenbedingung koénnen fiir NLP(p)
durch die Hilfsfunktion

Vi L(z,\, 1, p) Vaf (2, p) + AT'Vag(z,p) + p! Vih(z,p)
F(x,\, pu,p) == Ag(z,p) = Ag(x,p) =0
h(z,p) h(z,p)

ausgedriickt werden. Fiir NLP(pg) sind diese Bedingungen fiir den Punkt £* := (a*, \*, u*)
nach Voraussetzung erfiillt, sodass gilt

F(&'*ap()) =0.

Um den Satz iiber implizite Funktionen auf F' anwenden zu kénnen, muss die Jacobi-
Matrix

v?ga:L(x*vA*nu'*7p0) V:Bg(x*up(])T V:Bh(x*va)T
VaF(&§po) = |  A"Vag(z*, po) T'(z*, po) 0 : (2.25)
Vzh(x*,po) 0 0

invertierbar sein. Die Voraussetzungen fiir Lemma 2.2.2 sind erfiillt und die Regularitét
von V. F(&, pg) damit gezeigt. Also existiert nach dem Satz tiber implizite Funktionen fiir
alle p in einer Umgebung P von pg eine Funktion £(p) und die Gleichung F'(&(p),p) =0
ist erfiillt. Damit sind bereits die Bedingungen (2.13) und (2.15) fiir 2(p) zusammen
mit den Multiplikatoren A(p) und p(p) erfiillt. Die Differenzierbarkeit der Funktion &£(p)
beziiglich p sowie der Zusammenhang

q L2(po)
d*f(Po) = [ £APo) | = —(VLF (£, p0)) 'V F(£%, po) (2.26)
p i
apt(po)
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folgen zusétzlich aus dem Satz iiber implizite Funktionen. Um die strengen hinreichenden
Optimalitdtsbedingungen vollstédndig zu erfiillen, bleibt noch strenge Vorzeichenbedin-
gung (2.18) sowie die Normalitidt von z(p) und die positive Definitheit der Hessematrix
der Lagrange-Funktion auf dem kritischen Kegel zu zeigen.

Es sei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit eine Sortierung der Nebenbedingungen wie
im Beweis von Lemma 2.2.2 gegeben, das heifit A(z*,pg) =k +1,..., N, und es gilt

A= Ai(po) > 0, fiir i € A(z*, po)

sowie
gi(x*,po) = gi(x(po),po) <0 fiiri =1,... k.

Auf Grund der Stetigkeit von A und g beziiglich p kann die Umgebung P hinrei-
chend klein gewidhlt werden, sodass fiir alle p € P auch A\gy1(p),... s AN, (p) > 0 und
g1(z(p),p)s--.,9x(x(p),p) < 0 gilt. Zusammen mit der Giiltigkeit von F(£(p),p) = 0
impliziert dies sofort die strenge Vorzeichenbedingung, da demnach

gr+1(2(p),p) = ... = gn,(2(p),p) =0

und
A(p)=...=X\(p) =0

erfiillt sind. Die Gleichheit der aktiven Mengen A(z*,po) = A(z(p),p) ist damit ebenso
gezeigt.
Der Fortbestand der Normalitit der Losung sowie positive Definitheit von V2, L folgen

ebenfalls aus der Stetigkeit der beteiligten Funktionen Vg, V,h bzw. V2_L beziiglich p.
O

Die Ausformulierung von Gleichung (2.26) aus dem Beweis fithrt zu einem expliziten
Gleichungssystem der Sensitivitétsdifferentiale der primalen und dualen Variablen

VELLE)  Vagle)T Vah(a)T\ (00N (V3 L(E)
— | A*Vag(z*)  T(a%) 0 So) | = [ A*V,g(a*) (2.27)
Vh(z*) 0 0 %(po) Vph(z*)

Die Matrix auf der linken Seite der Gleichung wird dabei als Karush-Kuhn-Tucker-Matrix
oder kurz KKT-Matrix bezeichnet und ist fiir die numerische Losung von Optimierungs-
problemen von grofier Bedeutung. Néiheres dazu wird in Abschnitt 2.3 ausgefiihrt.

Um die Sensitivitdten der Zielfunktion sowie der Nebenbedingungen zu berechnen, wer-
den zunéchst Zugehorigkeitsfunktionen definiert, die von den primalen und dualen Va-
riablen abhéngig sind.

Definition 2.2.4 (Zugehorigkeitsfunktion). Sei 7: RMe x RMs x RN» x RN — R eine
einmal stetig differenzierbare Funktion. Weiterhin seien die Voraussetzungen des Sensi-
tivitatsatzes 2.2.83 erfillt, sodass in einer Umgebung P um eine Nominalstorung py die
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Funktionen z: RN — R, \: RV — R und p: RN — R definiert sind. Dann heifst
z(p) := Z(x(p), AM(p), u(p), p) Zugehorigkeitsfunktion der Problemstellung N LP(p).

Die Sensitivitdten der Zugehorigkeitsfunktionen ergeben sich dann als direkte Folgerung
aus dem Sensitivitdtssatz.

Korollar 2.2.5. Es sei z : P — R eine Zugehérigkeitsfunktion zu NLP(p) und die
Voraussetzungen des Sensitivititssatzes 2.2.3 seien erfillt. Dann kann die Sensitivitdts-
ableitung von z durch die Gleichung

-1

" V2L V' VT V2L
d*(po) = —(V22,Vaz,Vy2) | A*Veg T 0 A*Vpg | + Vpz(po) (2.28)
P Ve.ho 0 0 V,h

ausgedriickt werden, wobei die beteiligten Funktionen weiterhin im optimalen Punkt £*
bzw. x* ausgewertet werden.

Beweis: Die Behauptung folgt direkt durch Anwendung der Kettenregel auf Gleichung
2.27, die sich aus dem Sensitivitdtssatz ergibt. O

Einige Ergebnisse fiir die Sensitivitdtsdifferentiale der oben genannten Funktionen wer-
den im Folgenden ohne Beweis angegeben. Diese konnen bei Biiskens (vgl. [23], S. 82ff)
oder Geffken (vgl. [22], S. 83ff) nachvollzogen werden. Sie leiten sich entweder direkt
aus Gleichung (2.28) ab oder ergeben sich durch einfache Umformungen und durch Aus-
nutzen der Optimalitdtsbedingungen beteiligter Funktionen. Die Unverdnderlichkeit der
aktiven Ungleichheitsnebenbedingungen und der Gleichheitsnebenbedingungen folgt di-
rekt aus dem Sensitivitdtssatz, da sich die aktive Menge nicht verdndern darf und da die
Gleichheitsbedingungen weiterhin erfiillt sind, sodass die Sensitivitdten dieser Nebenbe-
dingungen immer gleich 0 sind.

Korollar 2.2.6. Die Voraussetzungen von Satz 2.2.3 seien erfillt. Dann gilt fir die
Sensitivitdten

i) der Lagrange-Funktion

dr

dp (po) = VL =V, f + ()‘*)Tvpg + (N*)Tvph- (2:29)

it) der Zielfunktion

af, . dz
d
di@()) ~V,L. (2.31)
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i1i) der Nebenbedingungen

dg; dx
% Vali +Vpgi, i=1,...,N,,
O (o) 9 3 + Vpgi, i p
dgi . .
m (po) =0, ie A(z",po), (2.32)
p
dh; .
= =1,....N,.
dp (p[)) 07 ? ) s 4Vh

2.2.1 Lineare Storungen in den Nebenbedingungen

Wenn ein Stérparameter ausschliefflich linear in den Nebenbedingungen auftritt, verein-
fachen sich die partiellen Ableitungen nach diesem Parameter deutlich. Um in spéteren
Betrachtungen darauf zuriickgreifen zu kénnen, wird das Problem NLP(p) so modifi-
ziert, dass dieser lineare Storparameter zusétzlich auftritt, obwohl die allgemeine St6-
rung p in NLP(p) eine solche Stérung beinhaltet. Mit den Stérparametern p € RNr und
q € RNa ist es definiert als

min  f(z,p)
(NLP(p,q)) unter g(z,p,q) = gilz,p)+a <0, i=1,...N;o  (2.33)
h($ap7Q) = hl(xap)+QNg+l :()7 ZzlaNh

Es gilt V2,L = 0, sowie V,§ = (ENg 0) € RNo+NuxNg ynqd

Veh = (0 Ey,) € RNoHNxN,
Damit gilt fiir die Sensitivitdtsdifferentiale nach den linearen Stérungen ¢ mit den No-
minalparametern py € R und ¢y € RN

i) der primédren und dualen Variablen

g%(po,qo) V2 L(E) Vag®)T Veh(HT\ /0 0
G 0, q0) | = — [ A*Veg(z®)  D(2) 0 A0 | (2.34)
(o, 90) Vah(z®) 0 0 0 Eu,

ii) der Lagrange-Funktion und der Zielfunktion

—— = ((\ ) 2.35
i (Po; 90) dq(po,fJo) ()7 (w5)7) (2.35)
iii) der Nebenbedingungen

A

dg dx
— =Vz9— E 0). 2.36
1q 70 0) i (B, 0) (2.36)

Sollen also nur die Ableitungen nach dieser Storung berechnet werden, sind fiir die
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Berechnung der rechten Seite des Gleichungssystems (2.27) keine weiteren Ableitungs-
berechnungen des Gradienten der Lagrange-Funktion und der Nebenbedingungen nach
dem Storparameter ¢ notwendig (vgl. [18], S. 25ff).

2.2.2 Approximation der Losung des parametergestorten Problems

Obwohl der Sensitivitétssatz besagt, dass Funktionen x(p), A(p) und u(p) als lokale op-
timale Losung fir NLP(p) existieren, sind diese nicht explizit bekannt. Bei einer Ab-
weichung des Parameters vom Nominalparameter p = pg + Ap kénnen die primalen und
dualen Variablen durch lineare Taylorapproximationen mit Hilfe der Sensitivitétsdiffe-
rentiale

£(p) ~ £(po) + ‘;’j@omp = #(p). (2.37)
A(p) = Apo) + (j;(pomp — 3(0), (2.38)
u(p) ~ plpo) + j;f@omp — i(p) (2.39)

angenahert werden. Aus dem Satz von Taylor ergibt sich daraus direkt die Fehlerord-
nung fiir die Approximation. Diese iibertrégt sich auf den Fehler der Zielfunktion und
der Nebenbedingungen und wird im folgenden Satz zusammengefasst. Innerhalb dieses
Abschnitts werden dabei nur die aktiven Nebenbedingungen betrachtet, die fortan als
ga(xz(p),p) bezeichnet werden. Die zu diesen Nebenbedingungen gehérenden Multipli-
katoren werden dementsprechend mit A4 bezeichnet. Die Multiplikatoren der inaktiven
Nebenbedingungen bleiben nach dem Sensitivitédtssatz gleich 0.

Satz 2.2.7 (Fehlerordnung der linearen Approximation). Es seien die Voraussetzungen
des Sensitivititssatzes (2.2.3) erfillt. Auferdem seien die Funktionen f, g und h beziglich
x und p dreimal stetig differenzierbar. Dann existiert eine Umgebung U(po), sodass fir
p=po+ Ap € U(po) die folgenden Fehlerabschitzungen gelten:

|lz(p) — &(p)|l = O(|Ap|*),
M) = 3| = 012w,
l12(p) = Alp) | = Ol Ap]?),
1/ (x(p), p) = F(@(p),p)]| = O(|API*), (2.40)
lg.a(E(p), )|l = O Ap|?),
Ih(z(p), p) — h(Z(D), p)Il = O(I|AplI),
VL@ (@), Ap). fip), p) | = Ol Ap]?)
Beweis: Biiskens beweist diesen Satz in seiner Arbeit (vgl. [18], S. 36). O

Rein vom Rechenaufwand her betrachtet eignet sich diese Anndherung fiir eine Echt-
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zeitapproximation der Losung, da sie durch eine reine Matrix-Vektormultiplikation und
eine anschlieBende Addition von Vektoren sehr schnell berechenbar ist. Dennoch ist eine
lineare Naherung fiir viele Probleme zu ungenau, sodass Biiskens in [18] einen Algorith-
mus zur Verbesserung der Annadherung entwickelt. Dieser nutzt aus, dass der Fehler in
den aktiven Nebenbedingungen und den Gleichheitsnebenbedingungen

,p) =g € RN, (2.41)
h(Z(p),p) = e € R (2.42)

»mit geringem Rechenaufwand |[...| exakt berechenbar ist* ([18], S. 38). Dieser Fehler
wird als lineare Stérung in den Nebenbedingungen ¢ mit dem Nominalparameter ¢y = 0
in NLP(p,q) interpretiert und kann daher fiir ein erneutes Update der Variablen nach
Gleichung (2.39) verwendet werden. Der Stérvektor e = (g4,¢5,)7 hat dabei die Dimensi-
on N+ Ny < Ng, sodass nicht alle, sondern nur die aktiven Ungleichheitsbedingungen
linear gestort werden.

Die Approximation der primalen Variable mit dem Sensitivitdten des Storparameters
nach Gleichung (2.39)
dx

dp

kann ein weiteres Mal mit der berechneten Stérung ¢ angenédhert werden

#M(p) = 2(po,0) + — (p0,0) Ap (2.43)

#2(p) = #(p) — 2 (0,0)e. (2.44)

de
Biiskens zeigt, dass sich dadurch nicht nur der Fehler in den aktiven Nebenbedingungen
und den Gleichheitsnebenbedingungen verringert, sondern dass sich auch die Fehlerab-
schitzung fir die primale Variable die und Zielfunktion verbessert. Daraus ergibt sich
folgender Algorithmus, durch den der Fehler in den relevanten Nebenbedingungen durch
weitere Approximationen von x iterativ gegen 0 konvergiert, wenn der Fehler in jedem
Schritt erneut fiir die Approximation verwendet wird.

Algorithmus 1 Zulissigkeitsselbstkorrektur

1: Wahle § > 0, setze r =1

2. Berechne zl = 2(py,0) + ‘Cil—z(po,O)Ap
3. el = (ga(@1, p), h(&Y, p)T

4 while [ > 6 do

5. Flr+1] — zlr] _ ?Tﬂ;(po’o)g[k]

6: Setze r =r+1

7. el = (@@, p), h(zl], p))"

8: end while

Die Konvergenz von Algorithmus 1 und die neuen Fehlerabschétzungen aller Variablen
und Funktionen fasst der folgende Satz zusammen.
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Satz 2.2.8 (Fehlerabschédtzungen nach der Zuléssigkeitsselbstkorrektur). Es seien die
Voraussetzungen des Sensitivitdtssatzes (2.2.3) erfillt. AufSerdem seien die Funktionen
f,g9 und h beziiglich x und p dreimal stetig differenzierbar. Dann ezistiert eine Umgebung
U(po), sodass fiir p=po+ Ap € U(pg) die folgenden Aussagen gelten:

Unter Verwendung der orthogonalen Zerlegung

2

1 d?x
—(Ap)T—=Ap=v+w

v € ker (vx <9]:‘éf;0))>> und w € <ker (vx <9];‘(§§$)>>>L :
gelten folgende Fehlerabschitzungen fir den Fizpunkt 2% aus Algorithmus 1:
o]l = O(lAp]?),
|2) = )| = lIv] + Ol ApI),
( )| = olap]), . (2.45)
lga@@,p)| =0,
( )|[ = 0.

Bei Anwendung der Iterationsvorschrift auf die dualen Variablen

dA 4,

M = X = 222 (00,0)g 4 (21, p) und
Al = gl — 2K (0 0)h (), p)
deyp,

konvergieren diese gegen die Fixpunkte S\Ezo] sowie il und es gelten die Fehlerabschiit-

ungen

[rate) = 35 0) | = 012812
1w) — )| = 0 apIP). (2.47)
|92 @™ ), A=), =) ), p) | = O 201,

Algorithmus 1 und die Folgen aus den Gleichungen (2.46) konvergieren linear gegen die

Fizpunkte 7, S\Ezo] und ,EL[OO], die jeweils von der Storung p und dem Nominalparameter

po abhdngen.

Beweis: Biiskens beweist diesen Satz ebenfalls in seiner Arbeit (vgl. [18], S. 41ff). O
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h(po)

der optimalen Lésung linear unabhdngig sind, ist thr Kern von der Dimension N, — N4,
sodass der Fehler fir &%) kleiner wird, je grofer N4 wird. Fir den Spezialfall Ny = N4
verbessert sich die Fehlerordnung fiir x auf O(||Apl?).

Bemerkung 2.2.9. Da die Zeilen der Matriz V <g“4(p0>> auf Grund der Normalitdt

Durch die Zuléssigkeitsselbstkorrektur ist es also moglich, den Fehler in der Zuléssigkeit
(bis auf numerische Genauigkeit) vollstandig zu eliminieren. Wahrend die Fehlerord-
nung fiir die Zielfunktion und die priméren Variable durch dieses Verfahren ebenfalls
verbessert werden kann, bleibt diese fiir die dualen Variablen und Optimalitdtsbedin-
gung (2.13) gleich. Dies fillt allerdings bei der Bewertung nicht ins Gewicht, da fir die
praktische Anwendung der Wert der Zielfunktion und die Zul&ssigkeit von entscheidender
Bedeutung sind (vgl. [18], S. 41).

2.3 Sequentielle quadratische Programmierung (Das lokale
SQP-Verfahren)

Die Optimalitatsbedingungen nichtlinearer Optimierungsprobleme, insbesondere die not-
wendigen Bedingungen, bilden die Basis fiir numerische Verfahren zur Losung dieser
Probleme, wie dem Innere-Punkte-Verfahren oder dem SQP-Verfahren (vgl. [24]). Das
SQP-Verfahren wurde nach Ideen von Wilson (vgl. [25]) entwickelt und in verschiedener
Software wie SNOPT (vgl. [26]), FilterSQP (vgl. [27]) oder WORHP (vgl. [28]) erweitert
und umgesetzt. Fiir die numerischen Ergebnisse dieser Arbeit wird WORHP verwendet,
sodass an dieser Stelle die Grundidee des SQP-Verfahrens aufgezeigt wird. Anschaulich
lasst sich diese an einem nichtlinearen Optimierungsproblem mit ausschliefSlich Gleich-
heitsnebenbedingungen

min - f(a)

2.48
unter h;(x) =0, i=1,...Np ( )

erldutern. Anhand dessen kann der Zusammenhang zum Newton-Verfahren hergestellt
werden. Die notwendigen Bedingungen fiir dieses Problem kénnen mit Hilfe der Lagrange-
Funktion

L(z) = f(x) + p" h(z) (2.49)
und einer Hilfsfunktion
d(z) = (%éf;”) =0 (2.50)

ausgedriickt werden. Die Anwendung des Newton-Verfahrens auf Gleichung (2.50) liefert
mit den Vorschriften

alF U = By gle] (2.51)
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das lineare Gleichungssystem

dlk]
@' (], 1) ( A u“ﬂ> = —a(al, ult) (2:53)

zur Bestimmung der nédchsten Iterierten, mit der Jacobi-Matrix

/ _ (Vi L, uM)  oh(a)T
Ausmultiplizieren des Gleichungssystems (2.53) fiithrt zu den Gleichungen
V2, LM,y )d™ 4+ 7o (@) T ApM = —v, f(2#) — n(2®)T ], (2.55)
Voh(a®)dk = —p (M), (2.56)
die sich mit Gleichung (2.52) zu
Vo, LM,y )d™ 4+ v o n(@®) bt = —v, £ (2), (2.57)
Vaoh(zM)dk = —p(z*) (2.58)

vereinfacht. Diese beiden Gleichungen (2.57) und (2.58) stellen die notwendige Bedin-
gungen des quadratischen Optimierungsproblems

m(}n %dV;%IL(x[k],u[k])dT + me(m[k])Td

unter h(z*)) + v h(zF)Td =0 (2.59)
dar. Die Losung dieses Optimierungsproblems d* = d¥l wird als Abstiegsrichtung fiir
das Newton-Verfahren verwendet und die zugehérige duale Variable p* = plf+1 kann
durch den Zusammenhang zu Gleichung (2.57) direkt als Update fiir die duale Varia-
ble des Ausgangsproblems verwendet werden. In jedem Iterationsschritt zur Losung des
Optimierungsproblems (2.48) wird also ein quadratisches Unterproblem gelost, wodurch

auch der Name der sequentiellen quadratischen Programmierung nachzuvollziehen ist
(vgl. [17], S. 234ff).

Das Verfahren kann auf allgemeine NLP-Probleme der Form (2.1) erweitert werden. Der
Zusammenhang mit dem Newton-Verfahren ist dabei zwar ebenfalls gegeben, da auch
der Konvergenzbeweis auf die Konvergenz des Newton-Verfahren zurtickfiihrt, aber auf
Grund der Komplementarititsbedingung und der Vorzeichenbedingung fiir A nicht so
anschaulich. Es kann aber gezeigt werden, dass die Losung des quadratischen Optimie-
rungsproblems
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min  3AV2, Ll AH, b, p)d" 4 9 f(al¥, p) T

unter g(x[kLP) + vl‘g(x[k]ap)Td < (260)
h(z*, p) + V(2 p)Td =0,

eine Abstiegsrichtung zu einem lokalen Minimum fiir das nichtlineare Optimierungspro-
blem NLP(p) mit festem Parameter p darstellt. Fiir den Beweis zur superlinearen und
unter bestimmten Bedingungen quadratischen Konvergenz des lokalen SQP-Vefahrens
bei Geiger und Kanzow (vgl. ebd.) wird die Hilfsfunktion

W, Lk, AR [k
® = | min{—g(2¥), X} (2.61)
h(zlk])

verwendet, deren lokale stetige Differenzierbarkeit und Regularitét ihrer Jacobi-Matrix
®’ mit den strengen hinreichenden Optimaltitatsbedingungen gezeigt werden kann. Da-
mit ergibt sich wieder ein lineares Gleichungssystem fiir d*/, sowie AF+1 und ple+1],
wie im Fall fiir ausschliellich gleichungsbeschranke NLP. Dabei entspricht ¢’ im optima-
len Punkt der KKT-Matrix (2.1.7), die fiir die Berechnung der Sensitivitdten verwendet
wird. Allerdings wird im SQP-Verfahren nur die Matrix ®'(z!¥/, Al und pl*¥) im vor-
herigen Punkt zur Berechnung von z/F+1 Ak+1] k1] gufgebaut, sodass diese auch fiir
die Sensitivitdten verwendet wird. Dadurch entsteht ein numerischer Fehler, der in der
Praxis vernachléssigt werden kann.

Bemerkung 2.3.1. Bei den Sensitivitdtsdifferentialen %(po) € RNwxNp,

%(po) € RNQXNP,%%(pO) € RVNw XN ynd S—;(po) € RN=>No handelt es sich jeweils um Ma-
trizen. Die Berechnung der Sensitivitdten erfolgt dabei fiir jeden Stérparamter einzeln
durch das Losen des linearen Gleichungssystems (2.27) bzw. (2.28) mit der KK T-Matriz
und der jeweiligen rechten Seite. Dieses Gleichungssystem ist damit

(Nz + Ng + Np) x (Ng + Ng + Ny) grofs. Eine Faktorisierung der KK T-Matriz wird be-
reits im SQP-Verfahren bendtigt. Dadurch wird der Aufwand fir die Berechnung der
Sensitivitdt einer primdren oder dualen Variable oder einer Zugehdrigkeitsfunktion nach
einem Storparameter durch Vorwdrts- und Rickwdrtseinsetzen bestimmt. Dieser liegt
damit bei O (N + Ny + Np)?) im Vergleich zum Aufwand von O ((Ny + Ny + Np)?3)
zu Faktorisierung einer Matriz (vgl. [29]). Die Angabe des Aufwandes in der Landau-
Notation ohne Beriicksichtigung von Vorfaktoren oder Anzahl der Nulleintrige in der
Matriz ist nur als ungefihre Abschdtzung des Aufwandes zu verstehen.

Wie beim Newton-Verfahren ist der Konvergenzbeweis des SQP-Verfahrens nur in ei-
ner Umgebung um ein lokales Minimum giiltig. Um die Konvergenz zu einem lokalen
Minimum von einem beliebigen Startpunkt aus zu gewéhrleisten, ist eine Globalisie-
rungsstrategie notwendig, wie sie auch fiir die Globalisierung des Newton-Verfahrens
angewendet wird. Trotz des Begriffes kann damit weiterhin nur ein lokales Minimum fiir
NLP(po) gefunden werden. Grundsétzlich zielen unterschiedliche Globalisierungsstrate-
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gien darauf ab, bei der Bestimmung der Néchsten Iterierten nach Gleichung (2.51) gl +1]
nicht automatisch den vollen Schritt d*! durchzufiihren, sondern wie beispielsweise bei
Liniensuch-Verfahren eine Schrittweite al¥ als Vorfaktor fiir dl¥! bestimmt. In Kombina-
tion mit der Armijo-Regel kénnen Liniensuch-Verfahren mit Bewertungsfunktion fiir den
Fortschritt einer Iterierten des SQP-Verfahrens z!¥! oder mit Filter-Verahren realisiert
werden (vgl. [24]).

Eine verbreitete Variante des SQP-Verfahrens stellt das BFGS-Verfahren dar. Dabei
wird die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion V2, L(z*) im quadratischen Unterpro-
blem (2.60) durch geeignete symmetrische, positiv definite Matrix H*/ € RN=*Nz ersetzt,.
Dadurch wird die insbesondere in der hochdimensionalen Optimierung sehr aufwéindige
Berechnung der Hesse-Matrix mit finiten Differenzen vermieden. Durch dieses Verfahren
kann eine superlineare Konvergenz erreicht werden. Die KKT-Matrix entspricht in dieser
Variante allerdings nicht mehr der KKT-Matrix, die fiir die Berechnung der Sensitivité-
ten bendtigt wird, sodass dieses Verfahren fiir die Sensitivitdtsanalyse nicht angewendet
werden kann (vgl. [24]).
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3 Anwendung in elektrischen Netzwerken

Die in Kapitel 1 hergeleiteten Lastflussgleichungen (1.67) konnen als Nebenbedingungen
eines Optimierungsproblems aufgefasst werden, um beispielsweise die Spannungsstabi-
litdt des Netzwerkes, also die mittlere quadratische Abweichung vom Nominalwert zu
minimieren. Diese Formulierung wird als optimale Lastflussberechnung oder Lastfluss-
optimierungsproblem bezeichnet und ist in der Literatur vor allem unter der englischen
Bezeichnung Optimal Power Flow bekannt (vgl. zum Beispiel [12] oder [30]). Dazu wer-
den die Gleichungen separat fiir Real- und Imaginérteil betrachtet, da dies keinen Ein-
fluss auf die Losung hat und fir die numerische Losung der Lastflussgleichungen mit und
ohne Optimierung erforderlich ist. Fest vorgegebene Werte fir Spannung und Leistung
konnen als Parameter fiir die Optimierung betrachtet werden.

In diesem Kapitel wird zunéchst ein allgemeines Lastflussoptimierungsproblem formu-
liert, in dem nicht festgelegt ist, welche Spannungen und welche Leistungen der Netzkno-
ten Parameter des Problem sind, und welche Optimierungsvariablen. Anschliefend wer-
den die Optimierungsvariablen und Parameter des Problems im speziellen Lastflussopti-
mierungsproblem genauer spezifiziert, um, wie in Abschnitt 1.4.2 beschrieben, ein Netz
zu betrachten, in dem fast alle Knoten (bis auf den oder die Bilanzknoten) P, @-Knoten
sind, d.h. Wirk- und Blindleistungen sind fest vorgegeben. Die Wirk- und Blindleistun-
gen der Knoten werden dann als Parameter betrachtet und fiir die Sensitivitdtsanalyse
verwendet. Die letzten beiden Abschnitte dieses Kapitels spezifizieren, auf welche Art
und Weise die Sensitivtiten im Kapitel 4 ausgewertet werden.

3.1 Allgemeines Lastflussoptimierungsproblem

Bevor das Problem der optimalen Lastflussberechnung formuliert wird, sei zunachst noch
einmal an alle in den Lastflussgleichungen vorkommenden Gréfien in einem Netzwerk mit
K € N Knoten erinnert:

Knotenspannungen: U = (U&d?, ..., Ugel?x)T e CK,
Knotenstrome: I = (IFe4jim, .. 1R+ 0imT e CK, 31
Knotenscheinleistungen: S = (P +jQ1,...,Px +jQk)T e CK, (3.1)
Admittanzmatrix: Y e CKExK,

Komplexe Groflen werden dabei wie zuvor mit einem Unterstrich dargestellt. Die Leis-
tung S und der Strom I werden in Koordinatenform durch Real- und Imaginérteil dar-
gestellt, wihrend die Knotenspannung U in Polarform verwendet wird, da das Kriterium
fiir Spannungsstabilitdt im Netz nach Gleichung (1.68) durch den Betrag der Spannung
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U festgelegt ist. Zur Vereinfachung wird die Phase der Spannung ¢,, nur mit ¢ bezeich-
net, da die Spannung die einzige Grofle ist, die in Polarkoordinaten angegeben wird.

Um zu verdeutlichen, dass bei der Lastflussberechnung einige der vorkommenden Gro-
Ben konstante Werte sind, werden Betrag und Phase der Spannung, sowie Wirk- und
Blindleistung in konstante Werte und freie Variablen aufgeteilt. Die konstanten Werte

Ue = (Uf,...,U&,)" € R,

©° = (g7, - -.,soccg,)T e R%, (3.2)
pPe = (Pf,...,P5,)" e ROP, '
Q= ( C---,QCCQ)TeRCQ

sind dabei vor der Optimierung festgelegt und kénnen als Parameter des Optimierungs-
problems betrachtet werden, wihrend die freien Variablen

U= (U, ., Ug_g,) € REY,
0’ = (e}, Pk_c,) € RECe,
PY = (PY,...,PY_ CP) eRKfcp7 (3.3)
Q"= (@}, Q%_c,)" eRF

die Optimierungsvariable des Problems bilden. Die reellen Vektoren U, p, P,Q € RX
sind im Folgenden so zu verstehen, dass ein Eintrag entweder eine konstante oder eine
variable Grofle ist und die Eintrage der komplexen Vektoren kénnen sich aus konstanten
und variablen Teilen zusammensetzen. Der Knotenstrom I spielt bei der Netzwerkbe-
trachtung ohnehin eine untergeordnete Rolle, wird aber in diesem System immer als freie
Variable mit optimiert. Die Matrix Y ist fiir alle weiteren Betrachtungen fest durch die
in Kapitel 1 beschriebenen Netzkomponenten vorgegeben. Theoretisch ist es allerdings
moglich auch Komponenten der Matrix, wie den Leitungsdurchmesser oder die Phasen-
verschiebung durch Phasenschiebertransformatoren zu optimieren. Dies ist aber fiir die
Untersuchungen in dieser Arbeit nicht von Bedeutung.

Mit der beschriebenen Schreibweise wird das Optimierungsproblem zunéchst in all-
gemeiner Form aufgestellt. Dabei wird die Voraussetzung festgelegt, dass die Anzahl
der Gleichheitsnebenbedingungen kleiner oder gleich der Anzahl der Optimierungsva-
riablen ist, damit kein unterbestimmtes nichtlineares Gleichungssystem entsteht. Es sei
C:=Cy+Cp+ Cp+ Cq € N die Anzahl der konstanten Parameter. Die Lastflussglei-
chungen fithren zu 4K Gleichungsnebenbedingungen, sodass mit den 2K Variablen fir
den Strom und 4K — C Variablen fiir Spannung und Leistung die Voraussetzung

AK < 2K + 4K - C
=C < 2K (3.4)
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fiir die Anzahl der konstanten Werte gilt. Auflerdem ist immer ein Bilanzknoten zu
wahlen, d.h. Cy,C, > 1, um damit einen Bezugspunkt fiir die in der Realitdt zeitlich
variablen Spannungen in allen Knoten zu erhalten. Mégliche Beschréankungen der Op-
timierungsvariablen, so genannte Boxschranken, kénnen dabei durch die Ungleichheits-
nebenbedingungen ausgedriickt werden. Das Problem des optimalen Lastflusses kann
damit im Allgemeinen wie folgt formuliert werden.

Definition 3.1.1 (Allgemeines Lastflussoptimierungsproblem). Mit den Definitionen
(3.1), (3.2) und (3.8) sowie den Voraussetzungen (8.4) und Cy,Cy, > 1 wird das Problem

Jmin - f(z,p)
unter (Y U)%e —Ife =0,
Yuym =,

V3UoDR —p =
V3{UoD!™ —Q = 0,
glxz) < 0,

T = (IRe,IIm,UU,QOU,PU,QU) e RGK—C7
p= (U ¢, P°,Q%) € RC

I

o O O O

als allgemeines Lastflussoptimierungsproblem bezeichnet. Der Operator ,,0 “ kennzeichnet
dabei die punktweise Multiplikation zweier Vektoren.

3.2 Das spezielle Lastflussoptimierungsproblem ohne
Freiheitsgerade

Fiir die Anwendung des allgemeinen Lastflussoptimierungsproblems (3.5) auf eine kon-
krete Anwendung in einem speziellen Netz ist die Anzahl der freien Variablen und der
konstanten Parameter anzupassen. In dieser Arbeit geht es dabei nicht vordergriindig um
das Losen eines Optimierungsproblems, sondern um das Loésen der Lastflussgleichungen
und die anschlieSende Untersuchungen der Sensitivitdten. Im in Kapitel 4 untersuchten
Netz sind, wie in Kapitel 1 bereits erwahnt, sowohl fiir Erzeuger als auch fiir Verbraucher
jeweils Wirk- und Blindleistung mit unterschiedlichem Vorzeichen festgelegt und Betrag
und Phase der Spannung frei. Nur in den Bilanzknoten sind Betrag und Phase fest und
Wirk- und Blindleistung frei. In einem Netzwerk mit K Knoten und B = Cy = C, € N
Bilanzknoten ist die Anzahl der P, @Q-Knoten damit gleich D = K — B = Cp = Cg € N,
wobei die Anzahl der Bilanzknoten B in der Regel sehr klein oder gleich 1 ist. Damit ist
die komplexe Spannung in allen Knoten insgesamt entweder frei oder konstant. Fiir den
Vektor der freien komplexen Spannungen aller P, Q-Knoten wird dann die Bezeichnung

U = (U},... . Up)" o= (UF ... Up e#b)T (3.6)
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verwendet. In den Bilanzknoten sind Betrag und Phase von U konstant und die komplexe
Spannung im Bilanzknoten wird mit

U= (Us,....UR)" = (Uf e, .. .U e¥s)" (3.7)

bezeichnet. Die Spannungen werden dann ohne Beschrankung der Allgemeinheit so sor-
tiert, dass die Bilanzknoten die letzten Eintrédge von

U=U,....UpUf,....Up)" = (U",U)"

darstellen, um das allgemeine Lastflussoptimierungsproblem auf Netzwerke mit aus-
schliefllich P, @Q-Knoten und Bilanzknoten zu modifizieren.

Definition 3.2.1 (Spezielles Lastflussoptimierungsproblem). Mit den Definitionen (3.1),
(3.2), (3.3), (3.6) und (3.7) wird das Problem

Juin - f(z,p)
unter (Y U)Te —IfRe = o,
(Y uytm —1'm =0,
V3(Uy-I,)% —-pPf =0, (=1,...,D,
\/g(Q?lz)Im _QE = 0, =1, , D, (3.8)
V3WUS - It —-pPr =0, k=1,...,B,
V3 (U5 -L)'™ -Qp = 0, k=1,...,B,

T = (IRB,IIm, UU,(pv,Pv,QU> c RALK’
p= (U " P°,Q°) e R?K

als spezielles Lastflussoptimierungsproblem bezeichnet.

Das spezielle Lastflussoptimierungsproblem (3.8) ist kein echtes Optimierungsproblem
mehr, sondern nur eine Umformulierung der Lastflussgleichungen (1.67), da fiir die 4K
freien Variablen 4K Gleichungen vorgegeben werden. Fiir die Anzahl der konstanten
Parameter insgesamt gilt dann C' = 2D + 2B = 2K, wodurch die Voraussetzung (3.4)
gerade mit Gleichheit erfiillt ist. In diesem Fall wird die Zielfunktion f nicht minimiert,
sondern nur in der optimalen und einzig zuldssigen Losung ausgewertet und ist daher von
untergeordneter Bedeutung. Im allgemeinen Lastflussoptimierungsproblem sind noch zu-
satzliche Ungleichheitsnebenbedingungen g(x) aufgefiihrt, in denen auch Boxschranken
fiir die Optimierungsvariablen enthalten sind. Fiir das spezielle Lastflussoptimierungs-
problem werden keine Ungleichheitsnebenbedingungen verwendet. Dadurch ist bei einer
Verénderung von Parametern keine Anderung der Menge der aktiven Indizes méglich.

Diese Problemformulierung wird bereits in einem bestehenden Algorithmus zur Ziel-
netzplanung von Mittelspannungsnetzen verwendet und bietet den Vorteil, dass eine
Optimierung durch das Hinzufiigen von Freiheitsgeraden jederzeit moglich ist. Dieser
Algorithmus wurde von der AG Optimierung und Optimale Steuerung der Universitat
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Bremen zusammen mit der IAV GmbH in Gifhorn [31] entwickelt. Die korrekte nume-
rische Losung der Lastflussgleichungen wurde durch einen Abgleich mit der fir Last-
flussberechnung anerkannten Software NEPLAN verifiziert (vgl. [32]). In Abschnitt 2.3
wurde gezeigt, dass das Newton-Verfahren, mit dem die Lastflussgleichungen normaler-
weise gelost werden, und das SQP-Verfahren, das zur Losung des Optimierungsproblems
verwendet wird, eng zusammenhéngen und daher durch diese Methode keine Nachteile
bei der Konvergenz entstehen. In dieser Arbeit wird ein weiterer Vorteil dieser Problem-
formulierung ausgearbeitet, da die Sensitivitdten der freien Variablen, insbesondere der
Spannung, in Bezug auf die festen Parameter, der Leistung, beim Anwenden des SQP-
Verfahrens nur mit den in Bemerkung 2.3.1 erwadhnten zusétzlichen Berechnungskosten
fiir das Losen des Gleichungssystems (2.27) zur Verfligung stehen.

Im speziellen Lastflussoptimimierungsproblem (3.8) setzt sich der Parameter p fast aus-
schliefllich aus den vorgegebenen Leistungen zusammen. Die konstanten Wirk- und
Blindleistungswerte P¢ und Q€ treten linear in den Nebenbedingungen auf, sodass eine
Verinderung in der Leistung als lineare Stérung in den Nebenbedingungen, wie in Ab-
schnitt 2.2.1 beschrieben, betrachtet werden kann. Phase und Winkel der Spannung im
Bilanzknoten kénnen zwar auch als Parameter angesehen werden, die Sensitivitdten sind
aber fiir eine Netzwerkanalyse nicht von Bedeutung und werden daher nicht ndher be-
trachtet. Die Sensitivitdten aller Nebenbedingungsgleichungen sind fiir den in Abschnitt
2.2.2 beschriebenen Algorithmus 1 der Zuléssigkeitsselbstkorrektur relevant. Durch Glei-
chung (2.34) kénnen die Sensitivitdten der gesamten Optimierungsvariable x, die sich
aus Betrag und Phase der Spannung in den Erzeuger- und Verbraucherknoten, Real- und
Imaginéarteil der Knotenstrome sowie Wirk- und Blindleistung des Bilanzknoten zusam-
mensetzt, berechnet werden. Alle Gleichheitsnebenbedingungen von (3.8) werden in der
Numerischen Auswertung wie in Kapitel 2 fiir allgemeine Optimierungsprobleme durch
die Funktion h(z,p) : RN x RN» — R4 ausgedriickt. Da das Augenmerk bei der Last-
flussberechnung auf der Spannungsstabilitit liegt, werden als erstes die Sensitvitdten des
Betrags der Spannung in Bezug auf die Leistung untersucht, um zu validieren, wie gut
die Sensitivitdten die Abhéngigkeit der Spannung von der Leistung abbilden und da-
mit einen Beitrag fiir die Analyse eines Netzwerks in Bezug auf die Spannungsstabilitit
leisten konnen.
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3.3 Die parametrischen Sensitivitaten der Spannung im Bezug
auf die Leistung

Explizit sind die Sensitivitatsableitungen des Betrags der Spannung in Bezug auf Wirk-
und Blindleistung durch

vy vy duy
G apy s aprg v
=] i |y ermer 20 (39)
gy vy dUp,
ap;  dFs apPg
und
o
duv 1 2 b kV
Q= | eeyern [EU] @
Q gy AUy dUp var
aQ;  dQs aQs,

mit den Nominalparametern fiir die Wirkleistung P° € R” und die Blindleistung Q° € R”
gegeben. Diese werden in Kapitel 4 an einem Mittelspannungsnetzen mit realen Daten
untersucht. Die Abhéngigkeit vom Nominalparameter wird im Folgenden als gegeben
vorausgesetzt und nur explizit angegeben, wenn es relevant ist. Jeder Eintrag dieser
Matrizen gibt fiir die Spannung in dem zugehorigen Knoten an, wie stark sich diese in
linearer Naherung verdndert, wenn sich die Leistung in einem beliebigen Knoten des Net-

zes andert. Die Einheit der einzelnen Eintrage ist {%} bzw. { k’f)‘gr} Da bei der Analyse
von Netzen insgesamt die prozentuale Abweichung von der Nominalspannung betrachtet
wird, sind die Sensitivitdten auch in Bezug auf die Nominalspannung zu betrachten, da

diese nicht in allen Knoten gleich sein muss. Die Matrizen

dUv 100 dUv 100 %
O\ =20 o (3.11)
dpf Unom dpPp  Umnem kW
und
v 1 v 1
W, ar ) % a2
dQ§ Unom dQgy  Unem kvar

geben dann fiir jeden Knoten eine lineare Naherung an die prozentuale Spannungsande-
rung pro Kilowatt bzw. kilo volt ampere reactive Leistungsénderung in einem anderen
Knoten an. ‘élUDEZ o Ul,?o(ln bzw. 3%;; o U1309n gibt dabei jeweils die ¢-te Spalte dieser Matrizen

an.

Mit den Sensitivitdtsableitungen ist es auch mdéglich bei einer vorgegebenen Leistungs-
dnderung um AP € R” bzw. AQ € R” den Betrag der Spannung nach Gleichung (2.39)
zu approximieren. Dadurch ergibt sich mit P¢ = PY + AP und Q¢ = Q° + AQ die
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approximierte Spannung

~ dU” du®
V(P Q%) = UY(P°Q° AP A 1
und die approximierte Optimierungsvariable
HP%, Q%) = o(P", Q% + 2L Ap 4+ 9T Aq. (3.14)
’ ’ dpPe dQc

Die Approximation der Optimierungsvariable, in der zusétzlich zum Betrag der Span-
nung auch die Phase der Spannung, die Knotenstréome und die Leistungen der Bilanz-
knoten enthalten sind, wird dabei explizit angegeben, da diese fiir die Bestimmung von
Fehlern in der Approximation in der Auswertung ebenfalls beriicksichtigt wird.

In einem Grofiteil der numerischen Auswertungen wird insbesondere die prozentuale
Spannungsianderung in Bezug auf die Nominalspannung U™*™ € RV

~ du® dU"” 100 D
dy i= (JpeAP+ 55:8Q) © Fomr €R” %) (3.15)
angegeben. Um zu analysieren, wie genau die Sensitivititen die Anderung der Spannung
durch Anderungen der Leistung abbilden, werden diese mit tatséichlichen Spannungsén-
derungen durch ein erneutes Losen der Lastflussgleichungen verglichen. Diese ist dann
durch UY(P¢, Q°) gegeben und die prozentuale Spannungsédnderung wird durch

100
Unom

dy = (U”(Pc, Q°) — U (P, QO)) o eRP (%] (3.16)

berechnet. Der Fehler in der Approximation ist dann gegeben durch:

100

O
Unom

ey :=dy —dy = (U°(P¢, Q%) — U"(P*,Q°)) eRP [%)]. (3.17)
In dieser Analyse wird bewusst zuerst auf eine Zuldssigkeitselbstkorrektur nach Algo-
rithmus 1 verzichtet, um Aussagen dariiber treffen zu kénnen, wie gut die Sensitivitéts-
matrizen selbst die Spannungsénderungen abbilden. Dazu wird insbesondere untersucht,
inwiefern die Sensitivititen bei grofen Anderungen der Leistung in einzelnen Knoten die
Spannungsénderungen noch approximieren kénnen, obwohl durch den Sensitivitatssatz
nur Anderungen in einer Umgebung um den Nominalparameter abgedeckt sind. Da der
Sensitivtatssatz keine Auskunft {iber die Grofle dieser Umgebung gibt, kann diese iiber
die Anderung der Menge aktiven Indizes abgeschiitzt werden (vgl. [18], S. 32 ff). Fiir
die Losung der Lastflussgleichungen (3.8) ist diese Abschétzung allerdings nicht mog-
lich, weil nur Gleichheitsnebenbedingungen verwendet werden und die Menge sich damit
nicht é&ndert. Die Fehler in den Nebenbedingungen sind dennoch ein weiteres wichtiges
Kriterium fiir die Bewertung der Sensitvitdtsapproximation. Diese kénnen auch berech-
net werden, ohne die tatséichliche Losung zu kennen.
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3.4 Starklast und Schwachlast

Um die elektrischen Ubertragungsnetze so auszulegen, dass sie auch in Extremsituatio-
nen den Belastungen standhalten, werden die Lastflussberechnungen in der Regel fiir
Extremfille durchgefiihrt. Diese sind durch einen Starklast- und einen Schwachlastfall
festgelegt. Bei Starklast werden 100 Prozent der Verbraucherleistungen beriicksichtigt,
wéahrend keine Leistung ins Netz eingespeist wird. Im Schwachlastfall werden 25 Pro-
zent der Verbraucherleistungen und 100 Prozent der Erzeugerleistungen berticksichtigt.
Sind die Verbraucherleistungen P, QF € RP und die Erzeugerleistungen P%, Q¢ € RP
jeweils grofler als 0 gilt fiir die Schwachlastleistungen (engl. Low Load)

P = 0,25PF — PY und QFF = 0,25Q" — Q“ (3.18)
und fiir die Starklastleistungen (engl. Strong Load)
PSL — Pl — 0P% wund Q% = QF — 0Q°. (3.19)
Diese konnen also durch

PLE = pSL 4 (—0,75PL — P%) und Q" = Q%" + (—0,75Q% — Q%) (3.20)
AP AQ

ineinander umgerechnet werden. Wird das Lastflussproblem (3.8) mit den Starklastleis-
tungen PST und QS als Nominalparameter gelost, konnen die Sensitvitdten mit den
oben definierten Stérungen AP und AQ fiir eine Approximation der Lésung mit den
Schwachlastleistungen verwendet werden. Mit der Losung des Lastproblems im Star-
klastfall 257 := z(PSL, QL) ist die approximierte Losung nach Gleichung (2.39) gege-
ben durch:

~IL g, dx dx

T =x"" + dPCAP + dQCAQ. (3.21)
Diese Losung kann mit der Losung des Lastflussproblems mit den Schwachlastleistungen
ol = 2(PHE QFF) verglichen werden. An dieser Stelle wird auch die Approximation
der gesamten Optimierungsvariable angegeben, da sie auch in der Auswertung des Feh-
lers verwendet wird. Die Approximation kann auch als Startschatzung fiir die Losung des
speziellen Lastflussoptimierungsproblems (3.8) im Schwachlastfall verwendet werden, um
zu iberpriifen, ob sich die Anzahl der Iterationen dadurch verringert. Zudem kann die
Zulassigkeitsselbstkorrektur nach Algorithmus 1 verwendet werden, um die Lésung im
Schwachlastfall zu verbessern. Da das spezielle Lastflussoptimierungsproblem in der ver-
wendeten Form ausschlieBlich die Losung der Lastflussgleichungen berechnet, kann die
Giite der Approximation auch durch den Fehler in den Nebenbedingungen angegeben
werden. Mit der Zuléssigkeitsselbstkorrektur kann dieser Fehler unter eine festgelegte
Schranke verkleinert werden. Daher wird untersucht, ob die Losung im Schwachlastfall
mit diesem Algorithmus vollstdndig mit den Sensitivitdten der Losung des Starklastfalls
zu berechnen ist. Dies ist nach der Theorie dann mdoglich, wenn der Sensitivitdtssatz noch
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gilt, obwohl die Stérung dann stark vom Nominalparameter abweicht. Diese Lésung nach
r Tterationen von Algorithmus 1 (#2%)") wird anschlieBend mit der tatséchlichen Lésung
xF verglichen.
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4 Numerische Auswertung

Die numerische Auswertung wird mit realen Daten eines 20 kV-Mittelspannungsnetzes
aus Deutschland durchgefiihrt. Fir die Losung des Lastflussoptimierungsproblems (3.8)
wird der NLP-Solver WORHP verwendet (vgl. [28]). Die Grundlagen des dabei ver-
wendeten SQP-Verfahrens wurden in Kapitel 2 erlautert. Wie bereits erwdhnt, ist das
Lastflussoptimierungsproblem bereits im Algorithmus zur Zielnetzplanung der AG Op-
timierung und Optimale Steuerung integriert. Mit den Daten des verwendeten Mittel-
spannungsnetzes und den im Anhang angegebenen Parametern von WORHP konvergiert
das Lastflussoptimierungsproblem (3.8) zu einer Losung. Die Gleichheitsnebenbedingun-
gen werden dabei bis auf eine Genauigkeit von max (||g||oc, [|2]lcc) < 1076 eingehalten.
Die Datei mit allen bei der Berechnung verwendeten Parametern von WORHP befinet
sich im Anhang A.1. Der Wert der Zielfunktion ist fiir die Untersuchungen in dieser
Arbeit nicht von Bedeutung. Fiir die parametrische Sensitivitdtsanalyse wird das Mo-
dul WORHP Zen verwendet, das die Sensitivitdten der Nebenbedingungen ohne eine
Modifizierung des Problems mit dem in Kapitel 2 angegebenen Gleichungssystem (2.34)
berechnet (vgl. [33]). Lineare Approximationen der Losung des gestorten Problems nach
Gleichung (2.39) sind mit WORHP Zen ebenfalls moglich. Die Berechnungen wurden
auf einem Rechner der AG Optimierung und Optimale Steuerung an der Universitéit
Bremen durchgefiihrt. Die Daten des Rechners sind:

Betriebssystem: Linux, Ubuntu 16.04.3 LTS

Prozessoren: 24 Intel(R) Xeon(R) CPU E5-4617 0 @ 2.90Ghz
Arbeitsspeicher:  528.4 GB
Compiler: gee 4.9.0

Das Mittelspannungsnetz besteht aus K = 366 Knoten mit einem Bilanzknoten (B = 1)
und D = 365 P, Q-Knoten. Ein Ersatzschaltplan dieses Netzes ist im Anhang in Ab-
bildung A.1 zu finden. In einem Grofiteil der Knoten betrdgt die Nominalspannung
20kV. Durch im Netz befindliche Transformatoren befinden sich einige Knoten im Nie-
derspannungsbereich mit einer Nominalspannung von 400V bzw. 690 V. Dabei han-
delt es sich zum einen um , Eneuerbare-Energien-Erzeugungsanlagen®, wie beispielswei-
se Windkraft-, Photovoltaik- oder Biogasanlagen. Zum anderen sind in einigen Knoten
Niederspannungs-Ortsnetztransformatoren vom Netzbetreiber nur zur Abfrage der Span-
nungen in die Simulation eingebaut. In diesen Knoten ist die angeschlossene Leistung
immer gleich 0, da die Leistungen von Ortsnetzen immer insgesamt an Knoten mit 20 kV-
Nominalspannung simuliert werden, wie in Kapitel 1 beschrieben. Die Konfiguration von
Netzen ist von verschiedenen Parametern, wie der Einstellung der Transformatorstufe
am Umspannwerk, und Faktoren fiir die Leistungen von Erzeugern und Verbrauchern
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abhingig. Fiir die Untersuchungen wird eine realitdtsnahe Konfiguration des Netzes ver-
wendet, aus der der Starklastfall und der Schwachlastfall des Netzes abgeleitet werden
konnen. Fiir die Nominalleistung des Netzes gilt daher P = PG —PL und Q° = Q¢ —QL.
Fiir die Planung von Netzen sind zwar in der Regel nur die Extremfille relevant, fiir die
Analyse der Sensitivitdten sollen aber sowohl Verbraucher als auch Erzeuger beriick-
sichtigt werden. Insgesamt ist die Konfiguration fiir die Untersuchung des prinzipiellen
Nutzens der Sensitivitdten nicht entscheidend.

4.1 Vergleich der Sensitivitatsmatrix mit der Netzstruktur

Fir die Auswertung der Ergebnisse werden zunéchst die Sensitivitdtsmatrizen selbst
betrachtet. Dabei liegt der Fokus insbesondere auf den Sensitivitdten des Betrages der
Spannung nach der Wirkleistung ggz (3.9), weil diese beiden Groflen fiir die Struktur
des Netzes die grofite Bedeutung haben. Dabei wird insbesondere untersucht, ob die
Néherungen der Spannungsédnderungen in den einzelnen Knoten mit den Strukturen des
Netzes iibereinstimmen, d.h. insbesondere ob sich Leistungsdnderungen nach Aussage
der Sensitivitdten stiarker auf die Spannung in benachbarten Knoten auswirken, als auf
andere. Dazu wird fiir einen ersten Uberblick zunéchst die Sensitivititsmatrix (3.9) des
Netzes in Abbildung 4.1 farblich dargestellt. Die Pixelspalten des Bildes entsprechen den
Spalten der Matrix, in der jeweils die Sensitivitédt aller Knotenspannung nach der Leis-
tung in einem Knoten abzulesen ist. Die Pixelzeilen entsprechen den Zeilen der Matrix,
die die Sensitivitdit der Spannung in einem Knoten zu Anderungen der Leistungen in
jedem Knoten des Netzes darstellt. Die Farbe gibt die Grofle der Sensitivitaten an.

Fiir die Analyse ist zunéchst zu bemerken, dass die Reihenfolge der Knoten vom Einle-
sen abhéngt. Im Regelfall sind Knoten, die im Netz nah beieinander liegen auch in den
Eintrégen der Spannungs- und Leistungsvektoren nah beieinander. Davon gibt es aber
auch einige Ausnahmen. In der Darstellung der Matrix in Abbildung 4.1 sind mehrere
Blocke zu erkennen, die nahezu symmetrisch um die Diagonale angeordnet sind. Dass
die Werte auf der Diagonalen insgesamt grofier sind, als im Rest der Matrix, ldsst darauf
schlieflen, dass der Einfluss einer Leistungséinderung in einen Knoten selbst den gréfiten
Einfluss auf die Spannung in diesem Knoten hat. Die Symmetrie l&sst darauf schlielen,
dass ein Knoten, dessen Spannung stark durch eine Leistungsénderung in einem anderen
Knoten beeinflusst wird, in der Regel die Spannung in diesem Knoten dhnlich beeinflusst.
Dass die gegenseitige Beeinflussung der Spannung bestimmter Knoten auf die Ndhe der
Knoten zueinander im Netz zuriickzufithren ist, wird durch eine genauere Analyse von
zwei symmetrischen Blocken belegt.

Da die grofiten Werte der Sensitivitdten innerhalb der Knoten 69 bis 88 vorkommen,
werden die Spalten der Sensitivitdtsmatrix fiir diese Knoten als erstes separat unter-
sucht. Dabei wird allerdings die auf die Nominalspannung normierte Sensitivitdtsmatrix
der prozentualen Spannungsénderungen pro Kilowatt (3.11) verwendet, um auch die
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Abbildung 4.1: Sensitivitdtsmatrix des Betrages der Spannung nach der Wirkleistung

Knoten im Niederspannungsbereich zu beriicksichtigen. Die Darstellung der gesamten
Matrix in dieser Form ist nicht sinnvoll, da dadurch die normierten Sensitivititen in ei-
nigen Knoten im Niederspannungsbereich auf die Spannung im eigenen Knoten deutlich
grofler sind als im Rest des Netzes, obwohl diese fiir die Betrachtung der Spannung im
Gesamtnetz keine Rolle spielen. Abbildung 4.2 zeigt den Netzauschnitt, in dem sich unter
anderem die Knoten 69 bis 88 befinden. Die Lasten sind dabei durch ein Schaltsymbol wie
in Abbildung 1.11b mit einem Pfeil dargestellt. Die roten Késten sind eine stark verklei-
nerte Darstellung des rechten Erzeuger-Symbols in Abbildung 1.11a und symbolisieren
kleinere Erzeuger, tiblicherweise Photovoltaik-Anlagen. Einige Knoten, wie beispielswei-
se Knoten 74 sind reine Verbindungsknoten ohne angeschlossene Lasten. An Knoten 278
ist eine Windkraftanlage tiber einen Transformator an das Netz angeschlossen (linkes
Erzeuger Symbol in Abbildung 1.11a). Die Knoten 312 und 322 sind Niederspannungs-
Ortsnetztransformatoren. Die Lasten dieser Ortsnetze werden durch andere Knoten (hier
76 und 86) modelliert. Die grofleren blau-griinen, dreieckigen Symbole reprasentieren
grofle Lasten, bei denen damit gerechnet wird, dass sie in Zukunft an das Netz ange-
schlossen werden und die unter anderem dazu fithren, dass eine Neuplanung des Netzes
notwendig ist.
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Abbildung 4.2: Netzausschnitt mit den Knoten 69 bis 88 (modifiziert nach [34])

In Abbildung 4.3 ist die Spalte 82 der normierten Sensitivitdtsmatrix (3.11) ggsé o Ulyi?n (%]
als Prozentwert dargestellt. Der 82. Eintrag dieser Spalte ist betragsméfig absolut der
grofite Wert in der gesamten Matrix (3.9) und relativ zur Nominalspannung der grofite
relevante Wert. Die Werte dieses Vektors sind so zu interpretieren, dass jeder Eintrag in
linearer Ndherung die prozentuale Spannungsénderung in Bezug auf die Nominalspan-
nung in dem jeweiligen Knoten des Netzes angibt, wenn sich die Leistung in Knoten
82 um ein Kilowatt dndert. Eine Leistungsénderung hat also die gréfiten Auswirkungen
auf die Spannung in genau diesem Knoten. Die Sensitivitdtsableitungen der im Netz an
der selben Leitung liegenden Knoten 69 bis 88, sowie 278, 312 und 322 sind ebenfalls
deutlich grofler als die der anderen Knoten, die nahezu bei 0 liegen. Die Sensitivitaten
der Eintrage 49 bis 59 des Vektors sind in der Grafik ebenfalls noch deutlich zu erkennen.
Diese Knoten befinden sich in einer direkt benachbarten Leitung zu der in Abbildung
4.2 dargestellten Leitung, wie in der Abbildung des Gesamtnetzes A.1 zu erkennen ist.
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Anderung in Knoten
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Abbildung 4.3: Grafische Darstellung der Spalte 82 der normierten Sensitivitdtsmatrix
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Abbildung 4.4: Grafische Darstellung der Spalten 69 bis 88 der Sensitivitdtsmatrix (3.9)

In Abbildung 4.4 sind in jeder Grafik je fiinf Spalten der normierten Matrix (3.11) dar-
gestellt. Die Aufteilung in einzelne Grafiken dient dabei einzig der Ubersichtlichkeit. Die
Punkte einer Farbe gehoren dabei zu einer Spalte, sodass dadurch jeweils die Ableitung
nach der Leistung in einem der Knoten 69 bis 82 dargestellt ist. Da in einigen dieser
Knoten keine Lasten oder Erzeuger angeschlossen sind, wéiren Leistungsdnderunen in
diesen Knoten allerdings nicht zu erwarten. Dennoch ist an dieser Darstellung zu erken-
nen, dass die Sensitivitdten die Netzstruktur widerspiegeln, da eine Leistungsdnderung
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in einem Knoten insbesondere Auswirkungen auf die Spannung in benachbarten Knoten
hat.

Im Anhang sind in Abbildung A.3 auf die gleiche Art und Weise wie in Abbildung 4.4
je finf bzw. sechs Spalten der normierten Matrix (3.11) dargestellt. Auch diese Knoten
liegen alle entlang einer Leitung, deren Netzausschnitt im Anhang in Abbildung A.2 ge-
zeigt wird. Eine Leistungsénderung in einem der Knoten dieser Leitung beeinflusst fast
ausschliefilich die Spannung in den Knoten entlang dieser oder benachbarter Leitungen.
Die Analyse weiterer Sensitivitdten einzelner Leitungen des Netzes fithrt zu &hnlichen
Ergebnissen und es ist insgesamt festzustellen, dass diese durch die Struktur des Netzes
zu erkldren sind.

Die Matrix der Sensitivitatsableitungen nach der Blindleistung ist in Abbildung 4.5 dar-
gestellt. Diese ist von der Struktur fast genauso aufgebaut, wie die Sensitivitdtsmatrix
nach den Wirkleistungen, aber einige Werte, insbesondere solche, die vorher fast 0 oder
klein waren, sind in dieser Matrix grofler. Dennoch ist der Bereich, in der die Werte
liegen, nahezu identisch und auch Blindleistungsdnderungen fithren vor allem zu Span-
nungsidnderung in benachbarten Knoten.
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250 |
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350

Abbildung 4.5: Sensitivitdtsmatrix des Betrages der Spannung nach der Blindleistung
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4.2 Vergleich der Approximationen mit erneuten
Lastflussberechnungen

Um zusatzlich zu der Struktur der Sensitivitdtsmatrix auch die Gréflenordnung der Sen-
sitivitdten zu validieren, werden die durch Sensitivititen in erster Ordnung angendherten
Spannungsinderungen mit den tatséchlichen Spannungsidnderungen anhand der in Ab-
schnitt 3.3 beschriebenen Methode miteinander verglichen.

Als erstes werden dazu noch einmal die Knoten der in Abbildung 4.2 dargestellten
Leitung verwendet. An allen Knoten dieser Leitung, an denen eine Last angeschlos-
sen ist, werden die Verbraucherleistungen erst um 10% erhoht und dann vom Aus-
gangswert um den gleichen Betrag verringert. Fiir diese Leistungen in den Knoten
V ={69,70,76,78, ...,82,85,...,88} gilt dann

P =P+ (£PP-0,1) VeV, (4.1)
———

+
AP,

Qi =Q¢+ (+Q7-0,1) VLV, (4.2)
——

AQE

die in diesem Fall jeweils negativ sind, da die Verbraucherleistung in diesen Knoten gro-
Ber ist als die erzeugte Leistung. Daher entsprechen die negativen Abweichungen AP,
und AQ, jeweils einer Erhéhung der Verbraucherleistung in Knoten ¢ und die positiven
Abweichungen APZ‘ und AQZ‘ einer Verringerung. Gleichermafien kénnen diese auch als
Verringerung bzw. Erhohung der Erzeugerleistung verstanden werden. In allen anderen
Eintragen ¢ ¢ V sind AP, = 0 und AQ, = 0 und die gesamten Stérungsvektoren werden
mit AP~, APt AQ~, AQt € RP bezeichnet.

Fiir diese Storungen werden die approximierten Spannungsénderungen mit den Sensitivi-
titen dyy € RP nach Gleichung (3.15) und die tatsichlichen Spannungsénderungen durch
ein erneutes Losen der Lastflussgleichungen diy € RP mit Gleichung (3.16) berechnet.
AuBlerdem wird der Fehler zwischen diesen beiden Berechnungen (Gleichung (3.17)) er-
mittelt. Die Spannungsénderungen bei einer Erhéhung der Verbraucherleistung werden
in Abbildung 4.6 dargestellt und der dazugehorige Fehler in Abbildung 4.7 aufgetragen.
Bei einer Verringerung der Verbraucherleistung sind die Spannungsénderungen und der
Fehler in den Abbildungen 4.8 und 4.9 dargestellt. In den Abbildungen 4.6 und 4.8 geben
die roten Punkte jeweils die durch die Sensitivitdten approximierte Spannungsédnderung
an und die schwarzen Punkten die durch eine erneute Lastflussberechnung ermittelte
tatsdchliche Spannungsénderung. Fin Punkt gibt dabei den Wert fiir die Spannungsén-
derung in einem Knoten des Netzes an, dessen Index der Wert auf der x-Achse zeigt.
In Abbildung 4.6 ist zu erkennen, dass sich die Spannung bei einer Erhéhung der Ver-
braucherleistung in allen an der in Abbildung 4.2 dargestellten Leitung um 0,25 — 0,3 %
absenkt. Die tatsdchliche Spannungsdnderung ist dabei besonders in den Knoten dieser
Leitung etwas geringer als die approximierte Spannungsinderung. Dies zeigt auch der in
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Abbildung 4.7 dargestellte Fehler ey € R” in Prozentpunkten, da die Differenz entweder
grofler als 0 oder ungefahr gleich 0 ist. Insgesamt liegt der maximale Fehler zwischen der
tatsdachlichen und der approximierten Spannungsinderung unter 0,03 %.

Wird die Verbraucherleistung um 10 % verringert, verhalten sich die Spannungen in den
einzelnen Knoten fast genauso wie bei der Erhohung, nur mit umgekehrtem Vorzeichen.
Die Spannung erhoht sich in den Knoten der betrachteten Leitung um 0,25 — 0,3 % und
die Differenz zwischen tatsédchlicher und approximierter Spannungsédnderung ist kleiner
oder ungefahr gleich 0. Betragsmafig ist der Fehler in beiden Fallen fast identisch. Im
Verhéltnis zu den tatsdchlichen Spannungsdnderungen liegt dieser damit in allen Knoten
unter 10 %. Die Berechnungen zeigen folglich, dass sich die tatsdchlichen Spannungsén-
derungen so verhalten wie von den Sensitivitdten erwartet, da der Fehler bei Leistungs-
dnderungen in beide Richtungen sehr gering ist.
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Abbildung 4.6: Vergleich zwischen approximierter und tatséchlicher Spannungsénderung
bei einer Stoérung mit AP~ und AQ~

Als zweites wird eine Leistungsinderung in nur einem einzigen Knoten untersucht. Dabei
werden auch sehr grofle Storungen betrachtet, um zu iiberpriifen, wie gut die Sensiti-
vitdten die tatsiichliche Spannungsinderung auch bei grofien Anderungen der Leistung
abbilden. In Knoten 28, der sich im in Abbildung A.2 dargestellten Netzausschnitt (im
Anhang) befindet, ist eine potentielle zusitzliche Last von mehreren Megawatt geplant.
Eine Leistungsdnderung in diesem Knoten hat nach den Sensitivitdten relativ starken
Einfluss auf die Spannung in vielen anderen Knoten. Es wird analysiert, ob und wie gut
die Sensitivitdten auch grofie Leistungsdnderungen noch abbilden kénnen. Dazu wer-
den Leistungsinderungen in diesem Knoten von AP,s = —100kW, AP,y = —500kW
und A Pogs = —4000 kW untersucht, wobei der letzte Wert die Verbraucherleistung mehr
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Abbildung 4.7: Fehler zwischen approximierter und tatsdchlicher Spannungséinderung
bei einer Stérung mit AP~ und AQ~
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Abbildung 4.8: Vergleich zwischen approximierter und tatséchlicher Spannungsénderung
bei einer Stérung mit APT und AQ™

als verdoppelt und gerade die Leistung einer zusatzlichen Last im Megawattbereich aus-
driickt. AP ist dabei in allen anderen Eintrdgen und AQ in allen Eintrigen gleich 0. Wie
zuvor wird die prozentuale Spannungsdnderung nach den Gleichungen (3.15) und (3.16)
sowie der Fehler (3.17) berechnet. Die roten Punkte geben wieder die approximierte
Spannungsinderung dyy und schwarzen Punkte die tatséchlichen Spannungséinderungen
dy in den Knoten des Netzes an. In Abbildung 4.10 ist dabei kaum ein Unterschied
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Abbildung 4.9: Fehler zwischen approximierter und tatsdchlicher Spannungsénderung
bei einer Stérung mit APT und AQ™

zwischen der approximierten und der tatsdchlichen Spannungsénderung zu erkennen.
Der Fehlerplot in Abbildung 4.11 zeigt, dass sich dieser betragsméafig ungefahr in einer
GroBenordnung von 107* [%] befindet und dabei relativ gleichméBig iiber alle Knoten
verteilt ist. Diese Verteilung éndert sich, wenn die Leistungsdnderung grofler wird, wie
an den Abbildungen 4.13 und 4.15 zu erkennen ist. Dann ist der Fehler in den Knoten am
grofiten, in denen auch die Spannungsénderung grof} ist. Der Fehler liegt betragsméfig
maximal bei knapp tiber 0,01 % und damit relativ zur groBten tatsachlichen Spannungs-
anderung von ungefahr 0,9 % bei unter einem Prozent.

Bei einer Leistungsdnderung von mehreren Megawatt, wie durch APy = —4000kW,
andert sich die Spannung in den umliegenden Knoten um mehr als 5 %, sodass dadurch
die Spannungsgrenze in jedem Fall {iberschritten wird und eine Neuplanung des Netzes
erforderlich ist. Eine derart groe Anderung der Spannung durch die Leistung lisst sich
nicht mehr mit hoher Genauigkeit durch die Sensitivitdten abbilden. Der Fehler in der
Approximation liegt allerdings in jedem Knoten immer noch bei unter einem Prozent
und der Fehler relativ zur grofiten maximalen Spannungsanderung von fast 8 % liegt bei
unter 10 %. Abbildung 4.14 zeigt jedoch, dass das Verhéiltnis der Spannungsianderung
innerhalb der einzelnen Knoten weiterhin durch die Sensitivitdten abgebildet werden
kann. Die approximierten Spannungsdnderungen, die durch die roten Punkte angegeben
werden, liegen zwar insgesamt deutlich unter den schwarzen Punkten der tatséchlichen
Spannungsénderungen. Aber es ist zu erkennen, dass je grofler eine approximierte Span-
nungsidnderung betragsméfig in einem Knoten ist, desto grofler ist auch die tatsédchliche
Spannungsidnderung im Verhéltnis zu den anderen Knoten.
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Wird fiir diese Storungen die Optimierungsvariable durch Gleichung (3.14) approximiert,
so kann der Fehler in den Nebenbedingungen h(Z,p) berechnet werden. Dieser Fehler
aller Nebenbedingungen ist in den Abbildungen 4.16 - 4.18 aufgetragen. Der Wert auf
der x-Achse entspricht dabei dem Index der Nebenbedingungen und der Wert auf der
y-Achse gibt den Wert der jeweiligen Gleichheitsnebenbedingung an. Die durch eine rote
Umrandung markierten Punkte geben die Werte der Nebenbedingungen fiir die Leistung
von Knoten 28

V3 (Qgs 'Ls)Re — P33 und V3 (Qgs 'Ls)lm — Q%

an. Diese sind bei allen drei Storungen deutlich stérker verletzt, als alle anderen Neben-
bedingungen. Eine Erklédrung dafiir liefern nicht die Knotenspannungen, die sich, wie die
vorherigen Betrachtungen zeigen, in einigen Knoten &hnlich stark verédndern, sondern die
Knotenstrome. Wie in Abschnitt 1.4.2 erldutert, hingen die Leistung und der Knoten-
strom in einem Knoten direkt zusammen, sodass die Wirkleistungsénderung in Knoten
28 deutlich stérkere Auswirkungen auf den Knotenstrom in diesem Knoten hat, als auf
alle anderen Knoten. Der Approximationsfehler des Knotenstroms Iog — Iog in diesem
Knoten ist ebenfalls grofler als in allen anderen Knoten, sodass die Nebenbedingung, in
dem sowohl der Approximationsfehler der Spannung als auch des Knotenstromes grofl
ist, am stérksten verletzt ist. Da der Knotenstrom fiir das Netz insgesamt kein grofle
Bedeutung hat, ist der Approximationsfehler fiir diesen auch in der Bewertung nicht
entscheidend. Der Fehler in den Nebenbedingung wird dadurch allerdings beeinflusst.
Insgesamt vergrofiert sich der Fehler in den Nebenbedinungen, wenn die Stérung A Pag
vergroflert wird, wie in den Tabellen 4.1 und 4.2 jeweils in der vierten Spalte in unter-
schiedlichen Normen zu erkennen ist. Der Fehler in den Nebenbedingungen ist berechen-
bar ohne die Losung des gestorten Optimierungsproblems zu kennen und daher auch fiir
die Bewertung der Approximation der Losung verwendbar, wenn die tatsichliche Losung
nicht als Vergleichsgrofie vorliegt.

Auflerdem kann der Fehler in den Nebenbedingungen, wie in Abschnitt 2.2.2 beschrie-
ben, durch Algorithmus 1 fiir die Zulédssigkeitsselbstkorrektur genutzt und verringert
werden. Fir die drei betrachteten Storungen wird eine Zuléssigkeitsselbstkorrektur mit
der Schranke fiir den Fehler in den Nebenbedingungen 6§ = 10~6 durchgefiihrt. Der Ap-
proximationsfehler der Optimierungsvariable, des Betrags der Spannung und der Fehler
in den Nebenbedingungen werden bei einer einfachen Approximation (Spalten 2-4) und
nach Anwendung von Algorithmus 1 (Spalten 6-8) in den Tabellen 4.1 in der 2-Norm
und 4.2 in der Maximums-Norm aufgefithrt. In Spalte 1 ist die GréBe der Stérung und
in Spalte 5 die Anzahl der Iterationen r von Algorithmus 1 angegeben. Die Ergebnisse
zeigen, dass es moglich ist, die Losung durch die Zulassigkeitsselbskorrektur sehr genau
zu approximieren, da unabhéngig von der Groler der Storung der Fehler in beiden Nor-
men in der Optimierungsvariable x, in der Spannung UY und in den Nebenbedingungen
nach r Iterationen auf eine GréSenordnung von 1076 bis 1078 reduziert wird. Der Fehler
in den Spalten 2-4 fiir die einfachen Approximationen ist in beiden Normen je grofier,
desto grofler die Storung ist, wie bereits anhand der Abbildungen 4.10 - 4.18 zu erkennen
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war.

APy | || —a| | |[Oc=U| | 1p@) | r | |37 —2| | [T U] | ||a@ED)]|
2100 | 4,94e | 441eF [ 229¢* [ 3] 2,246 2,0e =0 8,84e~7
2500 | 1,25e 2 | 1,11e % [ 57le 2 |5 | 1,537 1,26e=7 2,27¢~8
-4000 | 9,25¢~T | 8,28¢7T 3,6e”T [ 9] 1,24e7° 1,13¢76 4,25e~7

Tabelle 4.1: Approximationsfehler mit und ohne Zuldssigkeitsselbskorrektur in der
2-Norm

APy | 2 —all | |0 =Ull, | IM@)] | 7 | |87 =2 | |02 =0U| | RG],
2100 | 1,65e~ 7 8,537 1.64e% |3 8,56e 7 3,de 7 7,7e 7
-500 | 4,18¢73 2,16e2 41e 3 |5 6,58¢% 1,49¢~8 2,0le 8
-4000 | 3,06e 1! 1,16e71 2,69¢ 1 |9 4,267 2,07e~" 3,62¢~7

Tabelle 4.2: Approximationsfehler mit und ohne Zuldssigkeitsselbskorrektur in der
Maximums-Norm

Dass eine Zuléssigkeitsselbstkorrektur auch méglich ist, wenn die Stérung wie bei A Pog =
—4000 kW sehr grof} ist, lasst darauf schlieflen, dass diese trotzdem noch in der vom Sen-
sitivititssatz geforderten Umgebung um den Nominalparameter P° liegt. Der Vergleich
zwischen dem Fehler in den Nebenbedingungen und in der optimalen Lésung zeigt auch,
dass diese jeweils in der gleichen Groflenordnung liegen und der Fehler in den Nebenbe-
dingungen fiir die Bewertung auch geeignet ist. Im untersuchten Lastflussproblem (3.8)
werden ausschliefllich Gleichheitsnebenbedingungen verwendet. Daher ist keine Verdn-
derung der Menge der aktiven Indizes moglich.

Der Fehler in der Einhaltung der Lastflussgleichungen ist das Kriterium fiir die Be-
wertung der Losung. Dieser entspricht gerade dem Fehler in den Nebenbedingungen
des Lastflussoptimierungsproblems (3.8), der auch fiir die Zuléssigkeitsselbstkorrektur
verwendet wird. Da es mit diesem Algorithmus moglich ist, den Fehler in den Nebenbe-
dingungen auf die selbe Genauigkeit zu verringern wie beim Losen des Lastflussoptimie-
rungsproblems (3.8), ist die gute Approximation der Optimierungsvariable infolgedessen
erwartbar.
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Abbildung 4.10: Vergleich zwischen approximierter und tatséchlicher Spannungsénde-
rung bei AP>g = —100kW
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Abbildung 4.11: Fehler zwischen approximierter und tatséchlicher Spannungséinderung
bei APQg = —100kW
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Abbildung 4.12: Vergleich zwischen approximierter und tatséchlicher Spannungsénde-
rung bei APy = —500kW
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Abbildung 4.13: Fehler zwischen approximierter und tatsachlicher Spannungsénderung

bei APQg = —500kW
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Abbildung 4.14: Vergleich zwischen approximierter und tatséchlicher Spannungsénde-
rung bei APsg = —4000 kW
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Abbildung 4.15: Fehler zwischen approximierter und tatsichlicher Spannungsénderung
bei APQg = —4000 kW
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Abbildung 4.16: Fehler in den Nebenbedingungen der approximierten Loésung bei
APog = —100 kW
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Abbildung 4.17: Fehler in den Nebenbedingungen der approximierten Losung bei
APyg = —500 kW
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Abbildung 4.18: Fehler in den Nebenbedingungen der approximierten Loésung bei
APy = —4000 kW

4.3 Berechnung des Schwachlastfalls mit den Sensitivitaten
des Starklastfalls

Bei der Berechnung des Schwachlastfalls mit den Sensitivitdten des Starklastfalls, wie
in Abschnitt 3.4 beschrieben, wird wie zuvor der Approximationsfehler ohne und mit
Zulassigkeitsselbstkorrektur betrachtet. Dabei ist neben der Notwendigkeit einer ausrei-
chend guten Annédherung der Schwachlastspannungen insbesondere zu untersuchen, ob
eine zeitliche Ersparnis gegeniiber dem erneuten Losen der Lastflussgleichungen erzielt
werden kann. In Tabelle 4.3 ist der zugehorige [terationsverlauf aufgefiihrt. Dazu ist nach
jedem Iterationsschritt wie zuvor der Fehler in der Optimierungsvariable, im Betrag der
Spannung und in den Nebenbedingungen in der Maximumsnorm dargestellt. Auflerdem
sind in Spalte 2 die Zeiten fiir die Berechnung einer Approximation nach Gleichung
(2.39) aufgefiihrt. Die Ergebnisse zeigen als erstes, dass sich die Optimierungsvariable
xl bis auf eine sehr hohe Genauigkeit mit einem Fehler im Bereich von 10~ annihern
lasst, wenn die Verletzung der Nebenbedingung durch den Algorithmus auf eine &hnliche
Genauigkeit verringert wird (6 = 1077).

Beim Betrachten der Zeiten fiir die Berechnung der einzelnen Iterationen ist zu erken-
nen, dass die Rechenzeit in den ersten beiden Iterationen deutlich hoher ist, als in den
anderen. Die Erklarung dafiir liegt in der Zeit, die dafiir benotigt wird, die Sensitivita-
ten selbst zu berechnen. Die Funktion zur Approximation der Sensitivitdten in WORHP
Zen berechnet bei einem Aufruf nur die Sensitivitdten, die auch fiir die Approximation
bendétigt werden. Nach Bemerkung 2.3.1 wird fiir die Sensitivitdtsableitung nach einem
Parameter ein Aufwand von O((N,+ N, + Np)?) fiir das Vorwiirts- und Riickwiértseinset-
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zen des linearen Gleichungssystems bendtigt. Beim ersten Aufruf sind knapp ein Drittel
aller Nebenbedingungen gestort und beim zweiten Aufruf alle Nebenbedingungen. Bei
4K Nebenbedingungen sind damit N, = 4K lineare Gleichungssysteme zu losen, sodass
fiir die ersten beiden Iterationen ein Aufwand von insgesamt Ny, - O (N, + Ny + Np)?)
benétigt wird. Dieser ist damit in derselben Grofilenordnung wie der Aufwand fiir die
Faktorisierung der KKT-Matrix, die bei der Losung der Lastflussgleichungen durch-
gefithrt wird. Dieser Vergleich des Aufwandes ist, wie in der Bemerkung 2.3.1 bereits
erwahnt, ohne Beriicksichtigung von Vorfaktoren oder Anzahl der Nulleintrédge in der
Matrix nur eine sehr grobe Abschitzung. Die Sensitivitdten werden, nachdem sie einmal
berechnet wurden, gespeichert und fiir alle weiteren Berechnungen verwendet, sodass die
Rechenzeit danach deutlich geringer ist und konstant bleibt. Durch eine Verringerung
der Genauigkeit ist also kaum eine zeitliche Ersparnis zu erreichen, da der Grofiteil der

Zeit fur die Berechnung der ersten beiden Iterationen bendtigt wird.

v | Zeit [ms] | @) —oPF [ T@FHT =0 T [h@)]

0 404 —20,9937 1,19517 1,47364

1 792 —3,49821 —0,180721 0,243387

2 8 1,13965 —0,12973 0,037449

3 8 —0,272851 0,0243091 0,0435709
4 8 0,143482 —0,00443715 0,0213699
5 8 0,0416122 —0,00263859 0,00525501
6 8 —0,0270778 0,00160853 0,00263908
7 8 —0,00407675 8,16612¢=9° 0,000353671
8 8 0,00141656 —0,000168706 0,000243877
9 8 —0,000624575 3,55249¢9° 6,45078¢0°
10 8 0,000130634 3,91932¢ 06 1,85022¢ =%
11 8 5,00064¢~%° —4,73404¢796 4,9885¢~06
12 8 —3,03217¢~% 1,56076e =76 3,26403¢9F
13 8 —5,16145¢~96 1,67814e~07 4,88692¢ 07
14 8 2,10178¢ 06 —1,86796e 07 2,17766e="7
15 8 —8,44942¢~07 4,71584¢08 1,00724e=07
16 8 —1,59179¢= 07 4,51723¢= 99 4,73525¢~ 08
17 8 7,8051e 08 —8,05721e= 99 1,06355¢ 0%
18 8 —3,61313¢708 2,34702¢=09 8,45031e~09
19 8 —6,72637¢ 09 4,82¢~10 1,35835¢ 09
20 8 3,34737¢709 —3,92962¢ 10 1,14285¢=%9
21 8 —1,55772¢=99 8,19895¢ 11 1,83909¢~10

Tabelle 4.3: Iterationsverlauf der Zuldssigkeitsselbstkorrektur bei der Berechnung des
Schwachlastfalls mit den Sensitiviten des Starklastfalls

Um die Zeit, die fiir die Berechnung der Sensitivitdten bendtigt wird von der Zeit, die nur
fiir die Berechnung der Approximation der Optimierungsvariable ben6tigt wird zu tren-
nen, erfolgt die Berechnung aller Sensitivitdten nach den Stérungen in den Nebenbedin-

gungen dﬁzL (qo) fiir die Darstellung in Tabelle 4.4 vorab. Sie zeigt eine Ubersicht iiber die
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Rechenzeiten fiir die Lastflussberechnung und die Approximation mit den Sensitivitaten.
Die Zeiten der Lastflussberechnung fiir den Stark-und den Schwachlastfall beziehen sich
auf das Losen des speziellen Lastflussoptimierungsproblems (3.8) mit WORHP bei einer
Schranke fiir die Nebenbedingungsverletzungen von max (||g.4l/so, ||P]loc) < 1076. Fiir
die Approximationen der Optimierungsvariable des Schwachlastfalls wird fiir Algorith-
mus 1 die gleiche Genauigkeit in der Verletzung der Nebenbedingungen, d.h. § = 1079,
verwendet. Fiir den zeitlichen Vergleich ist die Berechnung der Sensitivitdtsableitungen
einmal in die Rechenzeit eingerechnet (mit Sensitivitdtsberechnung) und einmal nicht,
d.h. es ist die Zeit fiir die Approximation angegeben, wenn die Sensitivitdten schon vorab
berechnet wurden (ohne Sensitivitdtsberechnung). Die Zeit fiir die Approximation mit
Sensitivtatsberechnung entspricht der Summe aus der Berechnung aller Sensitivitdten
und der Zeit fiir die Approximationen ohne Sensitivitdtsberechnung. Dass fiir die Berech-
nung der Sensitivitdten dabei schon fast so viel Zeit benotigt wird, wie fiir die gesamte
Approximation, zeigt, dass die Berechnung des Schwachlastfalls mit den Sensitivitdten
des Starklastfalls nur dann sinnvoll ist, wenn die Sensitivitdten bereits zuvor berechnet
und beispielsweise fiir die Analyse des Starklastfalls verwendet wurden. Um eine &hnliche
Genauigkeit in der Verletzung der Nebenbedingungen zu erreichen, wie durch ein erneu-
tes Losen der Lastflussgleichungen, wird bei der Approximation insgesamt sogar mehr
Zeit benotigt. Falls die Sensitivitdten aber bereits berechnet und verwendet wurden, ist
die Approximation extrem schnell und, wie die Fehler in der Optimierungsvariable und
in den Nebenbedingungen nach mehr als 13 Iterationen in Tabelle 4.3 zeigen (in einer
GroBenordnung von 1079), auch sehr genau.

Zeit [ms]
Lastflussberechnung Starklast 924
Lastflussberechnung Schwachlast 1329
Berechnung aller Sensitivitdten dfi(SIL (qo) 1234
Approximation Schwachlast aus Starklast 118
(ohne Sensitivitdtsberechnung)
Approximation Schwachlast aus Starklast
. e 1352
(mit Sensitivitdtsberechnung)

Tabelle 4.4: Vergleich der Rechenzeiten bei der Berechnung des Schwachlastfalls

In heuristischen Algorithmen zur Zielnetzplanung ist eine hohe Genauigkeit bei der Be-
rechnung der Spannungen der Lastflussgleichungen nicht immer notwendig, da sich die
Bewertung der Netze aus verschiedenen Grofien, wie vor allem der Léinge des Netzes
oder den davon abhingigen Kosten fiir den Bau, zusammensetzt. Das Uberschreiten
von Lastflussgrenzen geht dabei negativ in die Bewertung ein. Wahrend der Durchfiih-
rung des Algorithmus kann eine ungenaue Approximation der Spannungen in einigen
Iterationen zu Beginn ausreichen. Da bereits fiir eine Iteration von Algorithmus 1 alle
Sensitivitdten nach Stérungen in den Nebenbedingungen berechnet werden miissen und
damit fast genauso viel Zeit wie fiir ein erneutes Losen der Lastflussgleichungen bend-
tigt wird, ist dafiir nur eine einfache Approximation ohne Anwendung von Algorithmus 1

72



sinnvoll. Diese Moglichkeit der Approximation ist bereits in dem erwahnten Algorithmus
zur Zielnetzplanung der AG Optimierung und Optimale Steuerung eingebaut und kann
nach Bedarf eingeschaltet werden. Dadurch kann die Zeit fir die Lastflussberechnung
des Schwach- und Starklastfalls auf Kosten der Genauigkeit um einen Faktor von unge-
fahr einem Drittel verringert werden. Diese ungenaue Approximation erfolgt dabei nur
in Iterationen zu Beginn des Algorithmus. Teilweise wird die Lastflussberechnung in den
ersten Iterationen gar nicht durchgefiihrt, da der Algorithmus bei einer Gesamtlaufzeit
von iiber 24 Stunden zeitkritisch ist und die Lastflussberechnungen einen grofien An-
teil der Berechnung einnehmen. Eine ungenaue Approximation des in der Regel weniger
kritischen Schwachlastfalls stellt daher sowohl zeitlich, als auch fiir die Bewertung der
Netze, einen Kompromiss zwischen keiner und vollstdndiger Berechnung des Lastflusses
dar. Durch eine Verwendung der ersten Approximation der Sensitivitdten des Starklast-
falls fiir eine Startschiatzung des Schwachlastfalls kann keinerlei zeitlicher Vorteil erzielt
werden. Daher werden die Ergebnisse dazu nicht extra aufgefiihrt.

4.4 Moglichkeiten der Anwendung

Insgesamt zeigen alle bisherigen Betrachtungen, dass sich die Spannungsénderungen des
Netzes durch die Sensitivitdten sinnvoll abbilden lassen. Der Vergleich der linearen Ap-
proximationen durch die Sensitivitdten mit erneuten Lastflussberechnungen zeigt, dass
die Spannungsénderung sowohl bei kleinen, als auch bei groflen Stérungen durch die
Sensitivitdten abgeschétzt werden kann. Auch die Struktur des Netzes wird durch die
Grofle der Sensitivitdten wiedergegeben, wie die Betrachtung einzelner Netzauschnitte
und der Sensitivitdtsmatrix insgesamt zeigt. Dass durch eine Zuléssigkeitsselbstkorrektur
mit Algorithmus 1 in allen betrachteten Féllen die Optimierungsvariable nahezu exakt
angendhert werden kann, bestitigt zusatzlich die Aussagekraft der Sensitivitdten.

Die Sensitivitdtsmatrix liefert somit die notwendigen Informationen, um Knoten im Netz
auszumachen, bei denen Leistungssschwankungen besonders starken Einfluss auf die
Spannung im Netz haben oder deren Spannung sehr stark durch Leistungsschwankungen
beeinflusst wird. Der Maximalwert der Sensitivitaten der k-ten Spalte der Matrix (3.9)
gibt eine lineare Naherung an die maximale Spannungsinderung in [%} an, die in ir-
gendeinem Knoten des Netzes durch eine Leistungsdnderung in Knoten & hervorgerufen
werden kann. In Abbildung 4.19 sind diese Maximalwerte || % ||« fiir jede Spalte der
Matrix dargestellt. Dieser Wert ist in den meisten Féllen der kVVert auf der Diagonale
von Matrix (3.9), da sich eine Leistungsinderung in einem Knoten, wie bei der Analyse
der Sensivitdtsmatrix bereits erwéahnt, in der Regel am stiarksten auf die Spannung in
demselben Knoten auswirkt. Da die Abweichung von der Nominalspannung sich bei der
Analyse von Netzen immer auf jeden Knoten einzeln bezieht, ist es fiir ein mdglichst
stabiles Netz am sichersten die maximale Spannungsénderung zu betrachten. Um ein
Netz zu bauen, das moglichst wenig auf Leistungsdnderungen reagiert, kénnen die durch
Sensitivitdten berechneten maximalen Spannungsinderungen beispielsweise in die Be-
wertung eines Netzes in Zielnetzplanungsalgorithmen eingehen.
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Abbildung 4.19: Maximale Spannungsdnderung im Netz fiir Leistungsdnderungen in je-
dem Knoten

Der Einfluss von Leistungsénderungen auf das Gesamtnetz lésst sich mit der 2-Norm der
Spalten von Matrix (3.9) bewerten. Werden diese durch die Wurzel aus der Anzahl der
Knoten geteilt, ergibt sich der quadratische Mittelwert der Sensitivitdten einer Spalte

ngg |2 - \/—% Jeder Punkt gibt also die Auswirkungen an, die eine Leistungsinderung

in einem Knoten im quadratischen Mittel und in linearer Naherung auf das Netz hat.
Diese Werte sind fiir jeden Knoten k in Abbildung 4.20 dargestellt. Hier ist allerdings
zu beachten, dass die Untersuchungen am Anfang des Kapitels gezeigt haben, dass die
Sensitivitdten in den Knoten, die an einer Leitung liegen, sehr viel hoher sind, als im
Rest des Netzes und die Auswirkungen auf viele Knoten des Netzes sehr Nahe bei 0
liegen. Auflerdem ist eine starke Spannungsénderung in einem einzelnen Knoten deut-
lich schlechter fiir die Stabilitit des Netzes als kleine Anderungen in allen Netzknoten.
Durch den quadratischen Mittelwert wird im Gegensatz zur Maximumsnorm allerdings
eine Auswirkung auf viele Knoten des Netzes berticksichtigt. Beim Betrachten von Ab-
bildung 4.20 ist vor allem die Gréfle der Werte im Vergleich zueinander zu betrachten.
Die mittleren quadratischen Werte der Sensitivitédten sind insgesamt in den Knoten 4 bis
37 am Grofiten. Eine Leistungséinderung in diesen Knoten wirkt sich somit im quadrati-
schen Mittel am stérksten auf das gesamte Netz aus. Im Vergleich zu den Knoten 76 und
82, in denen die Maximalwerte der Sensitivitdten am hochsten sind, wirken sich Leis-
tungsédnderungen in einigen der Knoten mit Index zwischen 4 und 37 im Mittel starker
auf Spannungsénderungen im gesamten Netz aus. Dies stimmt mit den Beobachtungen,
die am Anfang dieses Kapitels in Abschnitt 4.1 zu genau diesen Knoten gemacht wurden,
iiberein.
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Abbildung 4.20: Mittlere quadratische Spannungsénderung im Netz fiir Leistungsénde-
rungen in jedem Knoten

Die Betrachtung der Sensitivitdten in geeigneten Normen liefern Ansdtze, um diese als
Kriterium fiir die Spannungsstablitét in die Bewertung eines Netzes einflielen zu lassen.
Die Bewertung von Netzen ist, wie bereits erwahnt, beispielsweise bei automatisierten
Zielnetzplanungsalgorithmen von Bedeutung. Die Bewertung eines Netzes stellt dabei
eine iibergeordnete Zielfunktion dar, die unabhéngig von der Zielfunktion des Lastflus-
soptimierungsproblems (3.5) ist. Wie eine Bewertung der Sensitivitdten im Detail zu
realisieren ist, beispielsweise als Teil der iibergeordneten Zielfunktion oder durch eine
iibergeordnete Mehrzieloptimierung, bietet Anlass zu weiteren Untersuchungen, wiirde
aber den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten.

Eine weitere Moglichkeit zur Anwendung der Sensitivitdtsanalyse bietet sich, wenn mog-
liche Anschlussknoten fiir zusétzliche Lasten oder Verbraucher bereits bekannt sind.
Waiéhrend die oben betrachteten Normen eine allgemeine Aussage dariiber geben, wel-
che Knoten des Netzes besonders sensitiv auf Leistungsdnderungen reagieren, konnen
hier zum Beispiel die maximalen Spannungsdnderungen direkt miteinander verglichen
werden. Auflerdem kénnen die Spannungsdnderungen im gesamten Netz durch die Sen-
sitivitdten wie in Abschnitt 4.2 approximiert und miteinander verglichen werden. Fir
einen Vergleich der Spannungen bei unterschiedlichen Leistungen ist immer auch ein er-
neutes Losen der Lastflussgleichungen moglich. Stehen die Sensitivitéaten allerdings schon
zur Verfiigung oder sind nur wenige Sensitivitsableitungen zu berechnen, ist die Anné-
herungen mit Sensitivitdten deutlich schneller als eine Lastflussberechnung und kann
innerhalb von zeitkritischen Algorithmen verwendet werden.

Im bereits mehrfach erwdhnten Algorithmus zur Zielnetzplanung der AG Optimierung
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und Optimale Steuerung werden Lastflussberechnungen fiir mehr als 10000 unterschied-
liche Netze durchgefiihrt, sodass der zeitliche Aufwand bei einer Gesamtdauer von iiber
24 Stunden fiir zusédtzliche Lastflussrechnungen stark ins Gewicht fillt. Eine zusétzliche
Lastflussrechnung fiir jedes Netz kann eine Verdopplung der Zeit bedeuten. Daher ist
auch der zeitliche Aufwand fiir die Berechnung der Sensitivitdten nicht vernachléssigbar.
Insgesamt zeigen die Auswertungen jedoch, dass die Sensitivitadten sich prinzipiell fiir die
Analyse der Spannungsstabilitidt eines Netzes eignen und sowohl kleine, als auch grofie
Leistungsénderungen sinnvoll abbilden kénnen. Sie liefern zusédtzliche Informationen, die
iiber die durch die Lastflussberechnung ermittelten stationdren Werte der Spannungsab-
weichung in bestimmten Netzkonfigurationen hinaus gehen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Aufgrund der fortlaufenden Entwicklungen in der elektrischen Energieversorgung wird
der Umbau von elektrischen Ubertragungsnetzen zunehmend notwendig, um die elek-
trischen Belastungsgrenzen der Netze nicht zu verletzten. Mit der Lastflussberechnung
kénnen die Spannungen in den Netzknoten fiir Extremfélle in Einspeisung und Ver-
brauch stationdr berechnet werden. In dieser Arbeit wurde untersucht, inwiefern der
Einfluss von Leistungsinderungen auf die Spannung des Netzes durch die parametri-
schen Sensitivitaten abgebildet werden kann. Die Leistung wurde dafiir als Parameter
des Lastflussoptimierungsproblems betrachtet. Die Grundlage fiir die Berechnung der
Senstivitdten waren die Herleitung der Lastflussgleichungen in Kapitel 1 und die Theo-
rie parameterabhéngiger nichtlinearer Optimierungsprobleme in Kapitel 2. Die Auswer-
tung an einem einem Mittelspannungsnetz in Deutschland mit realen Daten zeigt, dass
anhand der Sensitivitdten die Auswirkungen von Leistungsdnderungen in Wirk- und
Blindleistung auf die Spannung im gesamten Netz ermittelt werden kénnen. Je néher
Leistungséinderungen um eine Nominalleistung betrachtet werden, desto grofler ist die
Aussagekraft der Sensitivitdten, da diese lineare Ndherungen an die optimale Lésung dar-
stellen. Dennoch konnte gezeigt werden, dass diese auch bei groflen Leistungsinderungen
im Vergleich zur Nominalspannung noch Giltigkeit besitzen. Die Verwendung von rea-
len Daten eines Mittelspannungsnetzes aus Deutschland lisst auf eine Ubertragbarkeit
auf elektrische Netze im Allgemeinen schliefen, da die theoretisch belegten Grundlagen
fiir Lastflussoptimierungsprobleme generell giiltig sind. Vergleichbare Ergebnisse konn-
ten auch an anderen, kleineren elektrischen Netzen erzielt werden, sind aber auf Grund
der Ahnlichkeit zu den dargestellten Ergebnissen und des Umfangs dieser Arbeit nicht
explizit aufgefiihrt.

Eine Anwendung der parametrischen Sensitivitdtsanalyse liefert die automatisierte Ziel-
netzplanung, in der fir eine sehr grole Anzahl von Netzen Lastflussberechnungen durch-
gefithrt werden, um diese unter anderem an Kriterien fiir die Spannungsstabilitit zu
bewerten. Die Sensitivitdten in die Bewertung der Netze einflielen zu lassen, um ei-
ne schnellere Konvergenz des Algorithmus zu einem stabilen Netz zu beglinstigen oder
stabilere Netze zu erhalten, ist eine Moglichkeit fiir die Anwendung, die Anlass zu wei-
teren Untersuchungen bietet. Wie in Kapitel 4 angefiihrt, ist die Approximation des
Schwachlastfalls mit den Sensitivitdten des Starklastfalls bereits in einen bestehenden
Algorithmus integriert. Fin Vorteil in der Rechenzeit ergibt sich dabei allerdings nur bei
verringerter Genauigkeit, da der Rechenaufwand fiir die Berechnung der Sensitivtaten
insgesamt nicht vernachléssigt werden kann. Die Berechnung der Sensitivitdt nach einem
einzelnen Parameter erfolgt durch Vorwérts- und Riickwértseinsetzen eines linearen Glei-
chungssystems und ist daher vom Rechenaufwand her sehr effizient. Fiir die Berechnung
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einer groBen Anzahl von Sensitivitdtsableitungen, wie es fiir die Bewertung des gesamten
Netzes anhand der Sensitivititen oder den Algorithmus der Zulassigkeitsselbstkorrektur
notwendig ist, wird der Rechenaufwand jedoch signifikant, da er fiir die Sensitivitédten
von Storungen in allen Nebenbedingungen zeitlich ungeféhr so hoch ist, wie fiir die Lo-
sung eines Lastflussoptimierungsproblems. Der zeitliche Aspekt ist bei der Integration in
einen Algorithmus zu beachten und kann zusammen mit den Auswirkungen von Bewer-
tungen der Sensitiviten auf die Konvergenz des Algorithmus als Ansatz weiter verfolgt
werden.

Des weiteren sind Vergleiche zwischen verschiedenen Anschlusspunkten von neuen Ver-
brauchern oder Erzeugern sowie in der Praxis zu evaluieren. Eine weitere Moglichkeit
fiir anschliefende Untersuchungen ist die Integration verschiedener Szenarien des An-
schlusses von Leistungen innerhalb eines Algorithmus zur Netzplanung.

Die elektrischen Grenzen eines Netzes werden nicht nur durch die Spannungen in den
Knoten festgelegt, sondern auch durch die Stréme in den Leitungen. Diese werden durch
die Spannungsdifferenzen der anliegenden Knoten mit den vorliegenden Leitungsparame-
tern ermittelt. Den Zusammenhang zwischen den Sensitivitdten der Knotenspannungen
zu den Leitungsstromen ist daher ein naheliegender Ansatz fiir weitere Untersuchungen,
der allerdings den Rahmen dieser Arbeit {iberschreiten wiirde.

Insgesamt wurde in dieser Arbeit die prinzipielle Anwendbarkeit der parametrischen
Sensitivitdtsanalyse fiir Lastflussberechnungen bzw. Lastflussoptimierungsprobleme und
stellt damit einen Ausgangspunkt fiir weitere Untersuchungen der aufgefiihrten Aspekte
dar.
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Anhang

Listing A.1: Verwendete Parameterdatei fiir WORHP

<WorhpData revision="1780">
<Params>

<\—— A General

<l— . Algorithm
<INT name="algorithm"
<l— L. Tolerances

<DOUBLE name="TolFeas"

<DOUBLE name="TolOpti"

<DOUBLE name="TolComp"

<DOUBLE name="AcceptTolFeas"
<DOUBLE name="AcceptTolOpti"

<l— . Special Termination
<BOOL  name="KeepAcceptableSol"
<BOOL  name="LowPassFilter"

<INT name="MaxCalls"

<INT name="MaxIter"
<DOUBLE name="Timeout"
<DOUBLE name="InftyUnbounded"
<DOUBLE name="LowPassAlphaF"
<DOUBLE name="LowPassAlphaG"
<DOUBLE name="TooBigCV"
<DOUBLE name="TooBigKKT"

<!— ... Crossover
<INT name="Crossover"
<INT name="Crossoverlter"
<DOUBLE name="CrossoverTol"
<l— . Output

<BOOL  name="ShowMonitor"
<BOOL name="GiveNewEntriesX"
<INT name="LogLevel"

<INT name="LogResult"

<INT name="NLPprint"

<|—— A Derivatives

<l ... User Derivatives
<BOOL name="UserDF"

<BOOL name="UserDG"

<BOOL name="UserHM"

<BOOL name="FGtogether"

<INT name="UserHMstructure"
<l— .. Finite Differences

HAAAIA Y —>
........ —_>

>1</INT>
........ —_—>

>1.0000000000000000e—06</DOUBLE>

>1.0000000000000000e—06</DOUBLE>

>1.0000000000000000 e —03</DOUBLE>

>1.0000000000000000e—03</DOUBLE>

>1.0000000000000000e—03</DOUBLE>
........ —_—>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>2147483647</INT>

>10000</INT>

>1.8000000000000000 e+03</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+20</DOUBLE>
>9.5000000000000000e—01</DOUBLE>
>9.5000000000000000e —01</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+25</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+30</DOUBLE>

>0</INT>

>—1</INT>

>1.0000000000000000 e+01</DOUBLE>
........ —_>

>False</BOOL>

>True</BOOL>

>0</INT>

>0</INT>

>2</INT>

GRS
........ —_>
>False</BOOL>
>False</BOOL>
>False</BOOL>
>False</BOOL>

>2< /INT>
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<BOOL name="FidifHM "

<BOOL name="FidifGroups"

<BOOL name="ScaledFD"

<BOOL name="CheckGroups"

<BOOL name="FirstDifCentral"
<BOOL name="SecondDifCentral"
<INT name="GroupMethod"

<INT name="MaxGPart"

<INT name="PairMethod"

<DOUBLE name="FidifEps"

<l— .. Derivative Check
<BOOL name="CheckStructureDF"
<BOOL name="CheckStructureDG"
<BOOL name="CheckStructureHM "
<BOOL name="CheckValuesDF"
<BOOL name="CheckValuesDG"
<BOOL name="CheckValuesHM"

<INT name="CheckDeriviter"
<DOUBLE name="CheckDerivTol"

<!l .. Quasi—Newton

<INT name="BFGSmethod"

<INT name="BFGSmaxblockSize"
<INT name="BFGSminblockSize"
<INT name="BFGSrestart"
<DOUBLE name="CurvBCond"

<DOUBLE name="CurvBFac"

<DOUBLE name="CurvCond"

<DOUBLE name="CurvFac"

<!l . Switch Mode

<INT name="SwitchMode"

<INT name="SwitchModeMaxMinor"
<INT name="SwitchModeMaxIter"
<INT name="SwitchModeTermination"
<INT name="SwitchModeTolerances"
<DOUBLE name="SwitchModelpComTol"
<DOUBLE name="SwitchModeIlpResTol"
<DOUBLE name="SwitchModeLsTol"
<DOUBLE name="SwitchModeTermTol"

<\—— A SQP Algorithm

<!l Termination

<BOOL name="FJandND"

<BOOL name="sKKTOnlyAcceptable"
<BOOL name="Scaled KKT"

<DOUBLE name="BoundTolFac"
<DOUBLE name="CheckFJ"

<DOUBLE name="LowPassAlphaMerit"
<!l— ... Hessian Regularisation
<BOOL name="AutoQPRecovery"
<DOUBLE name="BettsFactor"
<DOUBLE name="BettsPoint"

<DOUBLE name="IncBettsTau"
<DOUBLE name="IncBettsTauMore"

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>False</BOOL>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>1</INT>

>1</INT>

>11</INT>
>1.0000000000000000 e —05</DOUBLE>
........ —_>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>0</INT>
>1.0000000000000000 e —03</DOUBLE>

>2</INT>

>3</INT>

>1</INT>

>44< /INT>
>2.0000000000000000 e —02</DOUBLE>
>3.0000000000000000e—01</DOUBLE>
>2.0000000000000000e—02</DOUBLE>
>3.0000000000000000e—01</DOUBLE>

>0</INT>
>8</INT>
>0</INT>
>0</INT>
>0</INT>
>4.0000000000000000e—05</DOUBLE>
>4.0000000000000000 e —06</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—07</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—03</DOUBLE>

HAAHAHAH —
........ —>
>True</BOO
>False</BOOL>
>True</BOOL>
>1.0000000000000000 e+03</DOUBLE>
>1.0000000000000000e+12</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—01</DOUBLE>
........ —>
>True</BOOL>
>2.1000000000000000 e+00</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
>2.0000000000000000e+00</DOUBLE>
>3.0000000000000000 e+00</DOUBLE>



name="StartBettsTau"

Line Search
name="LinMult"
name="NLPmethod"
name="ArmijoBeta"
name="ArmijoBetaAres"
name="ArmijoMaxAlpha"
name="ArmijoMinAlpha"
name="ArmijoMinAlphaRec"
name="ArmijoSigma"

Filter
name="AlphaMinConst"
name="FilterBisecAlpha"
name="FilterIntersecAlpha"
name="IgnoreFilterCrit"
name="ReinitFilter"
name="MaxNorm"
name="FilterRestFeas"
name="RestUntilFeas"
name="MaxLScounter"
name="RegStrategy"
name="FilterGammaCV"
name="FilterGammaF "
name="GammaAlpha"
name="MinBettsTau"
name="ReduceBettsTau"
name="SwitchingDelta"
name="SwitchingSF "
name="SwitchingSCV"

..... Merit Function
name="TakeQPSol"
name="MeritFunction"
name="PenUpdEpsKSequence"
name="PenUpdEpsBar"
name="PenUpdEpsKFac"
name="PenUpdMaxDeltaK"
name="PenUpdMaxFac"
name="PenUpdRBar"
name="MeritGradTol"
Feasibility Refinement
name="RefineOnlyOnAlpha"
name="RefineFeasMerit"
name="SteffensenOnRefine"
name="UpdateMu"
name="RefineFeasMaxIter"
name="RefineFeasibility"
name="RefineFeasTermination"
name="RefineContrLimitc"
name="RefineContrLimitq"
name="RefineStartTol"
name="RefineMaxRelax"
name="RefineMaxHMReg"
Post QP Sensitivity

>9.2000000000000000 e —04</DOUBLE>
—>

>False</BOOL>

>3</INT>
>8.9500000000000000 ¢ —01< /DOUBLE>
>8.9500000000000000e —01</DOUBLE>
>9.9999999999990000e —01</DOUBLE>
>5.0000000000000000 e —07< /DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —06< /DOUBLE>
>5.0000000000000000e—03</DOUBLE>
—>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>13</INT>

>3</INT>
>5.0000000000000000 e —04</DOUBLE>
>5.0000000000000000e—03</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—02</DOUBLE>
>6.0000000000000000e—16</DOUBLE>
>5.5000000000000000e—01</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—02</DOUBLE>
>1.1000000000000000 e+00</DOUBLE>
>1.1000000000000000 e+00</DOUBLE>

........ —>
>False</BOOL>
>4< /INT>
>2< /INT>

>9.0000000000000000e—01</DOUBLE>
>2.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
>1.1000000000000000 e+01</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+08</DOUBLE>
>2.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
>2.2204460492503131e—16</DOUBLE>
—_>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>True</BOOL>

>False</BOOL>

>500</INT>

>0</INT>

>0</INT>
>8.0000000000000000 e —01</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—03</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —06</DOUBLE>
>9.5000000000000000e —01</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+03</DOUBLE>

81



82

name="PostQPSensRegVal"
name="PostQPSensRelaxPen"
name="PostQPSensitivity"
name="PostQPSensRelaxFrac"
name="PostQPSensRegValFrac"
name="PostQPSensRegValObjDev"
..... Constraint Relazation
name="RelaxCon"
name="AdaptiveConstrRelax"
name="MoreRelax"
name="RelaxPenOnlyOne"
name="RelaxMaxDelta"
name="RelaxMaxPen"
name="RelaxRho"
name="RelaxStart"

Scaling
name="ScaleConlter"
name="ScaledObj"
name="ScaledQP"
name="ScaleFacObj"
name="ScaleFacQP"

Multiplier FEstimation
name="InitialLMest"
name="LMestQPipComTol"
name="LMestQPipResTol"

name="FeasibleDual"
name="Feasiblelnit"
name="FeasibleOnly"
name="FocusOnFeas"
name="FeasibleInitTol"
name="FocusOnFeasFactor"
Recovery Strategies
name="MaxForce"
name="Ares" kind="int"
i="0">42</Elem>
i="1">41</Elem>
i="2">42</Elem>
i="3">43</Elem>
i="4">44</Elem>
i="5">41</Elem>
i="6">50</Elem>

Special Feasiblity Modes

>0</INT>

>False</BOOL>

>0</INT>
>7.5000000000000000e—01</DOUBLE>
>7.5000000000000000e—01</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—01</DOUBLE>
—>

>True</BOOL>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>False</BOOL>
>9.2000000000000000e—01</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+07</DOUBLE>
>4.8000000000000000 e+00</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
—_—>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>True</BOOL>
>1.0000000000000000e+01</DOUBLE>
>1.0000000000000000e+01</DOUBLE>
—_—>

>True</BOOL>
>1.0000000000000000 ¢ —03< /DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —03< /DOUBLE>
—>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>True</BOOL>
>1.0000000000000000 e —03</DOUBLE>
>1.0100000000000000 e+00</DOUBLE>

>4</INT>

dim="7">

<\— S Interior—Point Algorithm A —>

<l
<BOOL
<BOOL
<BOOL
<l
<INT
<INT
<DOUBLE

..... NLP

name="I1P_ NlpRelaxBounds"
name="IP_ NIpRelaxBoundsIter"
name="IP_ NlpStressBounds"
Barrier Parameter
name="IP_BarrierUpdate"
name="IP_BarrierlterFast"
name="IP BarrierInit"

—>
>False</BOO
>True</BOOL>
>False</BOOL>
>1</INT>
>3</INT>
>1.0000000000000000e—01</DOUBLE>



name="IP BarrierTol"
name="IP__BarrierLinDecr"
name="I1P_ BarrierSupDecr"
name="IP BarrierLinDecrFast"
name="1P__BarrierSupDecrFast"'
..... Penalty Parameter
name="IP_ PenaltyType"
name="IP_PenaltyPosition"
name="IP_PenaltySwitch"
name="IP_ PenaltyInit"

name="IP_ PenaltyTol"

name="IP_ PenaltyTolDual"
name="IP_ PenaltyLinIncr"
name="IP_PenaltyLinDecr"
name="I1P_ PenaltyMin"

name="IP_ PenaltyMax"

..... Initialization

name="IP InitMethodDual"
name="IP InitMethodDualBox"
name="IP InitDualBox"

name="IP InitBoundDistAbs"
name="IP InitBoundDistRel"
name="IP InitBoundDistSAbs"
name="IP InitBoundDistSRel"
..... Regularization
name="1P__RegChecklnertia"
name="IP_RegFailUseldentity"
name="I1P__ RegMinDescent"

name="IP__RegHessOldFrac"
name="I1P__RegHessIncrFast"
name="I1P__RegHessIncrStd"

Linear FEquation System
name="I1P_ LeqlncQuality"

name="IP__LeqltRefMaxIter"
name="I1P_LeqltRefTol"

name="I1P_ LeqltReflmprFac"
..... Line Search

name="IP_ LineMethod"

name="IP LineMeritNonmon"
name="IP LineFilterNonmon"
name="IP_ LineFilterEnvelope"
name="IP_ LineFilterGammaObj"
name="IP_ LineFilterGammaFeas"
name="IP_ LineArmijoBeta"
name="IP_ LineArmijoEta"
name="IP_ Linelnterp"

name="I1P_ LinelnterpMin"
name="I1P_ LinelnterpMax"

>1.0000000000000000 e+01</DOUBLE>
>2.0000000000000000e—01</DOUBLE>
>1.5000000000000000 e+00</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —02</DOUBLE>
>1.8000000000000000 e+00</DOUBLE>
>3</INT>
>3</INT>
>1.0000000000000000 e+05</DOUBLE>
>1.0000000000000000e —01</DOUBLE>
>1.0000000000000000e+01</DOUBLE>
>9.9900000000000000e—01</DOUBLE>
>2.0000000000000000 e+01</DOUBLE>
>2.0000000000000000e—01</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—12</DOUBLE>

>1.0000000000000000 e+12</DOUBLE>
........ —>

>3</INT>

>2< /INT>

>1.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —02</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —02</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —02</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —02</DOUBLE>
—_—>

>True</BOOL>

>False</BOOL>
>1.0000000000000000e—12</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —04< /DOUBLE>
>3.3333333333333333 e —01</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+02</DOUBLE>
>8.0000000000000000 e+00< /DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+20< /DOUBLE>
>1.0000000000000000e—08< /DOUBLE>
—>

>False</BOOL>

>False</BOOL>

>0</INT>

>10</INT>
>1.0000000000000000e—10</DOUBLE>
>9.9999999990000000 e —01</DOUBLE>
>4</INT>
>3</INT>
>1</INT>
>2</INT>
>1.0000000000000000e—05</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —05</DOUBLE>
>5.0000000000000000e—01</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—08</DOUBLE>
>True</BOOL>
>9.5000000000000000e—01</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —02</DOUBLE>
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<BOOL name="IP_LineSlackReset"
<DOUBLE name="IP_ LineFracToBound"
<DOUBLE name="IP LineTrustDual"
<l— ... Termination

<BOOL name="IP__CheckInfeas"
<BOOL name="IP CheckFritzJohn"
<INT name="IP__ CheckNanInf"
<DOUBLE name="IP__ CheckMaxPrimal"
<DOUBLE name="IP__ CheckMaxDual"
<BOOL name="IP_CheckLowPassBarr"
<BOOL name="IP__ CheckLowPassPen"
<DOUBLE name="IP_CheckLowPassTol"
<BOOL name="IP__ CheckOrigCont"
<INT name="IP__CheckOrigContMaxIter"
<l— ... Scaling

<BOOL name="1IP_ScaleF"

<BOOL name="IP_ ScaleG"

<DOUBLE name="IP_ScaleMaxGrad"
<DOUBLE name="IP__ScaleMin"

<\— #HHAH Sensitivity Analysis

<BOOL
<BOOL
<BOOL
<BOOL
<BOOL
<BOOL
<BOOL
<INT

name=""UseZen"
name="UserZenDGp"
name="UserZenDLxp"
name="UserZenDLp"
name="UserZenDLpp"
name="ZenCheckMaxPert"
name="ZenRenewLU"
name="ZenStore"

<\— #HAH Linear Equation Solver

<!—
<BOOL
<BOOL
<INT
<INT
<INT
<INT
<INT

........ MA97
name="MA97blas3"
name="MA97mf"
name="MA97ordering"
name="MA97scaling"
name="MA97print"
name="MA97nemin"
name="MA9T7factorMin"

<DOUBLE name="MA97small"
<DOUBLE name="MA97u"
<DOUBLE name="MA97umax"

<\— ###A###H Other

<l

Machine Numbers

<DOUBLE name="Infty"

<l

Workspace

<DOUBLE name="IncreaselWS"
<DOUBLE name="IncreaseRWS"

<|— A QPSOL Parameters

<l—

QP Tolerances

<DOUBLE name="qp .ipComTol"

>True</BOOL>
>9.9000000000000000e—01</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+10</DOUBLE>
—>

>True</BOOL>

>True</BOOL>

>2< /INT>
>1.0000000000000000e+20</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e+20</DOUBLE>
>True</BOOL>

>True</BOOL>
>1.0000000000000000e—09</DOUBLE>
>True</BOOL>

>50</INT>

—>

>True</BOO

>True</BOOL>

>1.0000000000000000 e+02</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —06</DOUBLE>

HHAHHAHH —>

>True</BOOL>

>False</BOOL>
>False</BOOL>
>False</BOOL>
>False</BOOL>
>False</BOOL>
>False</BOOL>
>3</INT>

HAAHAHAH —

—>

>False</BOO

>False</BOOL>

>5</INT>

>0</INT>

>—1</INT>

>8</INT>

>20000000</INT>
>1.0000000000000000e—20</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —10</DOUBLE>
>1.0000000000000000 e —04</DOUBLE>

HApAAAAA —>
........ —_

>1.0000000000000000 e+20</DOUBLE>
........ —>

>1.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
>1.0000000000000000e+00</DOUBLE>

>2.0000000000000000e—07</DOUBLE>



<DOUBLE name=

<BOOL name—
<DOUBLE name=
<DOUBLE name=
<DOUBLE name=
<DOUBLE name=

<DOUBLE name=
<DOUBLE name=
<DOUBLE name=

<!— ...
<BOOL name—=
<INT name—

<INT name=
<INT name—
<INT name=
<INT name=
<INT name—
<! .
<BOOL name=
<INT name—
<! .
<INT name=
</Params>
</WorhpData>

"gqp.l1sTol"
"qp.strict"

Special Termination
"gp.maxIter"

Dual Regularisation
"qp.ipTryRelax"
"qp.ipRelaxDiv"

"qp .ipRelaxMax"
"qp.ipRelaxMin"
"qp.ipRelaxMult"

>4.0000000000000000 e —08</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—09</DOUBLE>
>True</BOOL>

........ —_—>
>500</INT>

........ —>
>True</BOO
>2.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—12</DOUBLE>
>9.1000000000000000 e —10</DOUBLE>
>1.0000000000000000e+01</DOUBLE>

Interior Point Configuration ........ —_—>

"qp.ipBarrier"
"qp.ipFracBound"
"qp.ipMinAlpha"

>8.9000000000000000 e+00</DOUBLE>
>8.8000000000000000e—01</DOUBLE>
>1.0000000000000000e—11</DOUBLE>

Deprecated Nonsmooth Newton ........ —_—

—="qp.nsnGradStep "

"qp.nsnLsMethod"
"qp.nsnBeta"

"qp . nsnKKT"
"qp.nsnMinAlpha"
"qp.nsnSigma"

Linear FEquation Solver
qp-1sScale"
qp.lsTrySimple"

n

n

="qp. lsltMaxIter"

"qp.lsItMethod"
"gp.lsItPrecondMethod"
"qp.lsRefineMaxIter"
"qp.ipLsMethod"
General QPSOL
"qp.scalelntern"
"qp . method"
Output Configuration
"qp.printLevel"

>True</BOOL>

>4< /INT>

>9.0000000000000000 e —01</DOUBLE>

>1.0000000000000000e—06</DOUBLE>

>1.0000000000000000e—11</DOUBLE>

>1.0000000000000000 e —02</DOUBLE>
........ —_—>

>True</BOOL>

>False</BOOL>

>1000</INT>

>0</INT>

>0</INT>

>10</INT>

>1</INT>

>False</BOOL>
>1</INT>

>0</INT>
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Prozentuale Spannungsanderung pro kW
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