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Kapitel 1
Einleitung

Verschiedenste Prozesse konnen durch mathematische Modelle beschrieben werden.
Die Anwendungsbereiche sind vielfiltig und reichen von der Modellierung der Be-
wegung von Kraftfahrzeugen [66] iiber die Modellierung des Wiedereintritts einer
Raumkapsel in die Atmosphére des Mars [70] bis hin zur Modellierung des 6kono-
mischen Wachstums von Volkswirtschaften [33] und der Ausbreitung von Pande-
mien [81]. Mithilfe mathematischer Modelle kénnen die Prozesse zum einen simu-
liert und auf diese Weise neue Erkenntnisse iiber den Prozess gewonnen werden.
Zum anderen kénnen die Modelle genutzt werden, um die Prozesse gezielt zu be-
einflussen und ein gewiinschtes Verhalten zu erreichen. So koénnen etwa mithilfe
von Modellen der Bewegung von Kraftfahrzeugen autonome Fahrmanéver durchge-
fiihrt werden [59]. Mathematische Modelle sind somit essentiell fiir die Entwicklung
von Spitzentechnologien wie dem autonomen Fahren. Modelle zur Ausbreitung von
Pandemien koénnen beispielsweise dabei helfen, Strategien zur Einddmmung des In-
fektionsgeschehens [42, 84] sowie optimale Impfstrategien der Bevolkerung zu ent-
wickeln [21]. Erstere sind nicht zuletzt wegen der COVID-19-Pandemie [78] in den
Fokus des gesellschaftlichen Lebens geriickt.

1.1 Problemstellung und Zielsetzung

Mathematische Modelle hdngen oftmals von verschiedenen Parametern ab, um mog-
lichst viele Situationen beschreiben zu kénnen. Um einen bestimmten Prozess zu
simulieren, miissen die Werte der Modellparameter ermittelt werden. In einigen Fal-
len konnen sie gemessen werden. Dies ist jedoch nicht immer moglich. Stattdessen
werden typischerweise Messdaten von dem Prozess, der modelliert werden soll, auf-
genommen. Die unbekannten Modellparameter werden so bestimmt, dass die Mess-
daten moglichst gut durch das mathematische Modell beschrieben werden. Dieses
Verfahren wird Parameteridentifikation genannt und fiithrt auf ein nichtlineares Op-
timierungsproblem, welches mithilfe numerischer Algorithmen gelost werden kann.
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2 Kapitel 1. Einleitung

Wird der Prozess nicht hinreichend genau durch das mathematische Modell beschrie-
ben, so ist eine Identifikation der Modellparameter oftmals nicht méglich. Auch falls
das mathematische Modell den Prozess addquat beschreibt, ist nicht garantiert, dass
die Modellparameter identifiziert werden kénnen. Dies ist zum Beispiel der Fall,
wenn die Informationen zum Bestimmen der Modellparameter nicht in den Daten
enthalten sind.

Eine statistische Kenngrofle, mit der bewertet werden kann, wie gut die Parameter
eines mathematischen Modells anhand gegebener Daten identifiziert werden kénnen,
ist die sogenannte Fisher-Information. Mithilfe der Fisher-Information kénnen die
Varianzen und Kovarianzen der identifizierten Modellparameter abgeschétzt werden.
Dies ist eine globale Information, weil die Daten als Ganzes betrachtet werden. Das
Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung einer Methode zum Analysieren des
Einflusses bestimmter Bereiche der Messdaten auf die Modellparameter mathemati-
scher Modelle. Im Gegensatz zur Fisher-Information handelt es sich hierbei um eine
lokale Information. Die Arbeit konzentriert sich dabei auf sogenannte dynamische
Modelle, welche sich aus der Modellierung von zeitabhéngigen Prozessen ergeben.

Das Wissen dariiber, welche Messdaten tatséchlich einen Einfluss auf bestimmte
Modellparameter haben, kann zu einem besserem Verstéindnis des Modells fiihren.
Oftmals bilden physikalische Uberlegungen die Grundlage der mathematischen Mo-
dellierung. Um den Einfluss verschiedener physikalischer Effekte zu beriicksichtigen,
werden Terme zum Modell hinzugefiigt, welche typischerweise von Modellparame-
tern abhédngen. Durch Vorwissen ist es oftmals moglich, gewisse Bereiche in den
Daten einem bestimmten physikalischen Effekt zuzuordnen. Mit der vorgestellten
Methode kann analysiert werden, ob die Modellparameter, welche den Effekt im
Modell beschreiben sollen, tatséichlich durch diese Daten beeinflusst werden. Ist dies
nicht der Fall, so deutet das darauf hin, dass der Effekt nicht korrekt durch das
Modell beschrieben wird. Dieses Wissen kann genutzt werden, um das Modell zu
verbessern.

Mithilfe der in dieser Arbeit entwickelten Methode kann dariiber hinaus analysiert
werden, ob es Bereiche in den Messdaten gibt, welche keinen der Modellparame-
ter beeinflussen. Dies wiirde darauf hindeuten, dass diese Daten nicht wichtig fiir
die Parameteridentifikation sind. Bei der Planung von weiteren Versuchen kann da-
her vermieden werden, solche Daten zu erzeugen. Dies ist insbesondere interessant,
wenn die Durchfithrung der Versuche mit hohen Kosten verbunden ist. Um Kosten
einzusparen, ist es wiinschenswert, lediglich notwendige Versuche durchzufiihren.

Die entwickelte Methode zum Analysieren des Einflusses der Messdaten auf die Pa-
rameter dynamischer Modelle kann in mehrere Schritte aufgeteilt werden. Zunéchst
werden die Messdaten durch stiickweise Polynome approximiert. Als Basisfunktionen
werden sogenannte B-Splines verwendet. Auf diese Weise werden die Daten geglat-
tet und mogliches Rauschen reduziert. Als néchstes werden die Modellparameter des
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dynamischen Modells identifiziert. Dabei werden statt der Daten die Approximatio-
nen der Daten verwendet. In dem resultierenden Optimierungsproblem kénnen die
Koeffizienten der B-Splines in der Basisdarstellung der Approximationen als Stor-
parameter interpretiert werden. Mithilfe von Methoden der parametrischen Sensiti-
vitdtsanalyse konnen schlieflich die Sensitivitdten der optimalen Modellparameter
beziiglich dieser Koeffizienten bestimmt werden. Um den Einfluss bestimmter Berei-
che in den Daten auf die Modellparameter zu beurteilen, werden die Sensitivitdten
interpretiert. Dabei ist es moglich, Riickschliisse iiber den Einfluss beliebiger Daten-
bereiche zu ziehen. Dazu wird die Stérung einzelner Datenpunkten mit Anderungen
in den Koeffizienten der B-Splines verkniipft.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden zunéchst wichtige Grundlagen der nichtlinearen Optimierung
dargestellt. Dariiber hinaus werden Resultate der parametrischen Sensitivitdtsana-
lyse zusammengefasst und das numerische Losen von nichtlinearen Optimierungs-
problemen mithilfe des SQP-Verfahrens erldutert. Dabei wird insbesondere die Soft-
warebibliothek WORHP vorgestellt.

Kapitel 3 der Arbeit befasst sich mit stiickweisen Polynomen. Der Fokus des Kapitels
liegt auf der Darstellung der Eigenschaften von B-Splines. B-Splines sind spezielle
Basisfunktionen des Vektorraums der stiickweisen Polynome. Sie erméglichen eine
effiziente und stabile Auswertung von stiickweisen Polynomen und eignen sich des-
halb besonders fiir numerische Berechnungen.

In Kapitel 4 werden Grundlagen der Parameteridentifikation dargestellt. Der Fokus
liegt dabei auf dynamischen Parameteridentifikationsproblemen. Es werden verschie-
dene Losungsanséitze diskutiert. Insbesondere wird die Kollokationsmethode zum
Losen dynamischer Parameteridentifikationsprobleme vorgestellt.

Auf der Grundlage von Kapitel 2 bis 4 wird in Kapitel 5 eine Methode zum Ana-
lysieren des Einflusses von Daten auf die Modellparameter dynamischer Modelle
entwickelt. Es werden Erweiterungen der Methode sowie ihre Grenzen diskutiert.

Im folgenden Kapitel 6 wird die in Kapitel 5 vorgestellte Methode anhand eines ein-
fachen Beispiels demonstriert. Anschlieend wird die Methode auf ein komplexeres
Beispiel angewendet sowie die numerischen Ergebnisse vorgestellt und interpretiert.

Abschlielend werden die Ergebnisse der Arbeit in Kapitel 7 zusammengefasst. Dar-
iiber hinaus wird ein Ausblick iiber mogliche weiterfithrende Fragestellungen sowie
Erweiterungen der vorgestellten Methode zum Analysieren des Einflusses von Daten
auf die Modellparameter dynamischer Modelle gegeben.
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Kapitel 2

Grundlagen der nichtlinearen
Optimierung

Dieses Kapitel dient als Einleitung in das Thema der nichtlinearen Optimierung.
Es werden wichtige Resultate wie die Optimalitdtsbedingungen erster und zweiter
Ordnung dargestellt. Dartiber hinaus werden Resultate der parametrischen Sensiti-
vitéitsanalyse und SQP-Verfahren als numerische Methode zum Lésen nichtlinearer
Optimierungsprobleme vorgestellt.

2.1 Grundbegriffe der nichtlinearen Optimierung

Die Uberlegungen dieses Kapitels werden an folgendem Standardproblem der nicht-
linearen Optimierung durchgefiihrt.

Definition 2.1 (Standardproblem der nichtlinearen Optimierung [24, S. 44]). Seien
ny,ng,ny, € N, 2z € R** und I : R*™ — R, g : R" — R"% h: R" — R" stetig
differenzierbare Funktionen. Das Problem

min  F(z)

z€R™=
ieZ:={l,...,n.}, (NLP)

unter ¢;(z) <0,
0, ie&:={1,...,n4}

hZ(Z)

heifit Standardproblem der nichtlinearen Optimierung. Die Funktion F heifst Ziel-
funktion. Die vektorwertigen Funktionen g und h werden als Ungleichungs- bzw.
Gleichungsnebenbedingungen bezeichnet.

Alle weiteren Untersuchungen beziehen sich auf das Problem (NLP). Die Bezeich-
nungen n, ng, ny, sowie I, g, h und Z und £ werden deshalb im Folgenden als gegeben

5
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vorausgesetzt. Sofern nicht anders angegeben, seien die Funktionen F, g und h stetig
differenzierbar.

Die Aufgabe der nichtlinearen Optimierung besteht darin, die Optimierungsvaria-
ble z € R™ zu ermitteln, welche die Nebenbedingungen ¢ und h erfiillt und die
Zielfunktion F' minimiert. Um dies zu konkretisieren, werden die Begriffe der zulés-
sigen Menge und des Minimums definiert.

Definition 2.2 (Zulissige Menge [24, S. 1]). Die Menge
Qi={z€R™ | gi(2) <0 firi € Z und hy(z) =0 firi € £}

heifit zuldssige Menge von (NLP). Ein Element z € Q wird als zuldssiger Punkt
bezeichnet.

Definition 2.3 (Minimum [24, S. 1]). Sei z* € R ein zuldssiger Punkt von (NLP).
Dann ist z*

i. lokales Minimum, wenn eine Umgebung N C R"™= von z* existiert, mit

F(z*) < F(z) firalle ze NNQ,

ii. striktes lokales Minimum, wenn eine Umgebung N° C R™ von z* existiert, mit

F(z*) < F(z) firale zeNNQ,

119. globales Minimum, wenn

F(z*) < F(z) firalle z€,

w. striktes globales Minimum, wenn

F(z*) < F(z) firalle ze€Q.
Fiir die weiteren Betrachtungen ist auflerdem der Begriff der Indexmenge der aktiven
Ungleichungsnebenbedingungen von Bedeutung.

Definition 2.4 (Indexmenge der aktiven Ungleichungsnebenbedingungen
24, S. 44]). Sei z € R™ ein zuldssiger Punkt von (NLP) und ¢ € Z. Die
Ungleichungsnebenbedingung g; wird als aktiv bezeichnet, wenn g;(z) = 0 ist und
als inaktiv, wenn g;(z) < 0 ist. In diesem Sinne heifst

A(z) = {i € T | gi(z) = 0}

die Indexmenge der aktiven Ungleichungsnebenbedingungen.
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2.2 Optimalititsbedingungen

In diesem Abschnitt werden Bedingungen zur Charakterisierung von Minima des
Optimierungsproblems (NLP) dargestellt. Ein zentraler Bestandteil ist dabei die
sogenannte Lagrange-Funktion.

Definition 2.5 (Lagrange-Funktion [24, S. 46]). Seien A € R" und p € R™. Die
durch

nh
L(z, M) i= F(2) + ATg(2) + uTh(z )+ Z Xigi(2) + 3 pih(2)
j=1

definierte Funktion L : R™ x R™ x R"™ — R heifit Lagrange-Funktion von (NLP).
Die Komponenten der Vektoren \ und p heiffen Lagrange-Multiplikatoren. Im Fol-
genden werden auch die Vektoren \ und p selbst als Lagrange-Multiplikatoren be-
zeichnet.

Eine Moglichkeit Minima von (NLP) zu charakterisieren ist iiber die Karush-Kuhn-
Tucker-Bedingungen (kurz: KK T-Bedingungen).

Definition 2.6 (KKT-Bedingungen, KKT-Punkt [24, S. 46]). Seien z € R"z,
A € R" und p € R™. Die Bedingungen

V.L(z, A\, ) =0,
9i(2) <0 fir i€Z,
hi(z) =0 fir €€,
NS>0 fir iel,
Nigi(2) =0 fir ieZ

heiffen Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen von (NLP). Dabei ist
V.L(z,\ p) = +ngl +th

der Gradient der Lagrange-Funktion beziiglich der Optimierungsvariable z. Ein Tri-
pel (2, X", u*) € R™ xR"™ x R"  welches die KKT-Bedingungen erfillt, wird KKT-
Punkt von (NLP) genannt.

Wie sich herausstellt, sind die KKT-Bedingungen nicht stark genug, um als not-
wendige Bedingung fiir ein Minimum zu dienen. Minima miissen zusétzlich gewisse
Regularitétseigenschaften aufweisen. In dieser Arbeit wird die Regularitdtsbedin-
gung der linearen Unabhingigkeit genutzt.
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Definition 2.7 (Regularitéitsbedingung der linearen Unabhéngigkeit [24, S. 52]). Sei
z € R™ ein zuldssiger Punkt von (NLP) und A(z) die zugehorige Indexmenge der ak-
tiven Ungleichungsnebenbedingungen Dann erfillt z die Regularitdtsbedingung der
linearen Unabhéngigkeit (engl.: linear independence constraint qualification, LICQ),
wenn die Gradienten

Vgi(z) fir i€ A(z) wund Vhi(z) fir jeé&
linear unabhdngig sind.

Es sei darauf hingewiesen, dass es verschiedene Ansétze gibt die Regularitit von
zuléssigen Punkten zu charakterisieren. Einige dieser Anséitze bedingen einander. So
folgt beispielsweise aus der Regularitdtsbedingung der linearen Unabhéangigkeit die
Regularititsbedingung von Mangasarian-Fromovitz [24, S. 50], aus welcher wiederum
die Regularititsbedingung von Abadie [24, S. 45] abgeleitet werden kann.

All diese Bedingungen haben eines gemeinsam: Sie werden benétigt, um mithilfe
der KKT-Bedingungen notwendige Optimalitdtsbedingungen fiir das nichtlineare
Optimierungsproblem (NLP) zu formulieren. Wird die LICQ vorausgesetzt, so kann
folgender Satz formuliert werden.

Satz 2.8 (Notwendige Optimalitdtsbedingung erster Ordnung [24, S. 53]). Sei
z* € R™ ein lokales Minimum von (NLP), welches die LICQ erfillt. Dann exis-

tieren eindeutig bestimmte Lagrange-Multiplikatoren \* € R™ und p* € R™ | sodass
das Tripel (%, \*, u*) ein KKT-Punkt von (NLP) ist.

Beweis. Ein Beweis ist in [24, S. 53] angegeben. O

Die Eindeutigkeit der Lagrange-Multiplikatoren ist dabei durch die starke Annahme
der LICQ bedingt. Satz 2.8 liefert eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines
Minimums: Erfiillt ein zuldssiger Punkt z*, welcher der LICQ geniigt, die KKT-
Bedingungen nicht, so kann es sich bei z* nicht um ein lokales Minimum handeln.

Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung basieren auf dem Gradi-
enten der Lagrange-Funktion. Um hinreichende Optimalitétsbedingungen angeben
zu konnen, miissen Informationen iiber die zweiten Ableitungen der Funktionen F, g
und h, bzw. der Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion beriicksichtigt werden. Dazu
wird zunéchst der sogenannte kritische Kegel definiert.

Definition 2.9 (Kritischer Kegel). Sei (2*, \*, u*) € R™ xR" xR™ ein KKT-Punkt
von (NLP). Die Menge
C(z",\*) :={d e R" | Vgi(z")Td =0 firi e A(z") falls \} > 0,
Vgi(z")Td <0 firi e A(z") falls A} =0,
Vhi(z*)Td =0 fir j € £}
heifst kritischer Kegel.
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Mithilfe von Definition 2.9 kann folgende notwendige Optimalitdtsbedingung zweiter
Ordnung formuliert werden.

Satz 2.10 (Notwendige Optimalitidtsbedingung zweiter Ordnung [24, S. 65]). Sei
z* € R™ ein lokales Minimum von (NLP), welches die LICQ erfillt und sei-
en \* € R™ und p* € R™ die nach Satz 2.8 eindeutig bestimmten zugehdrigen
Lagrange-Multiplikatoren. Die Funktionen F, g und h seien zweimal stetig diffe-
renzierbar. Dann gilt

V2 L(z* X, p*)d > 0 fir alle d € C (25, \").
Beweis. Ein Beweis ist in [24, S. 65] angegeben. O

Auch Satz 2.10 liefert eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Minimums:
Ein zuldssiger Punkt z*, welcher der LIC(Q geniigt und in dem die Hesse-Matrix der
Lagrange-Funktion nicht positiv semidefinit auf dem kritischen Kegel ist, kann kein
lokales Minimum sein.

Ein stédrkeres Resultat kann gezeigt werden, wenn die Hesse-Matrix der Lagrange-
Funktion positiv definit auf dem kritische Kegel ist. Diese Bedingung ist hinreichend
dafiir, dass ein KKT-Punkt ein striktes lokales Minimum ist.

Satz 2.11 (Hinreichende Optimalitéitsbedingung zweiter Ordnung [24, S. 67]).
Die Funktionen F, g und h seien zweimal stetig differenzierbar. Weiter sei
(2%, A%, 1*) € R* x R™ x R™ ein KKT-Punkt von (NLP) mit

d"V2 L(z*, N, 1i*)d >0 fiir alle d € C(2*,\*)\ {0}. (2.2)

Dann ist z* ein striktes lokales Minimum von (NLP).

Beweis. Ein Beweis ist in [24, S. 67] angegeben. O

2.3 Parametrische Sensitivititsanalyse

Oftmals sind die Zielfunktion F' und die Nebenbedingungen g und h von Parametern
abhéngig. Mithilfe der parametrischen Sensitivitdtsanalyse kann die Abhéangigkeit ei-
ner optimalen Lésung von Anderungen in den Parametern quantifiziert werden. Die
Uberlegungen werden an folgendem Standardproblem der parametrischen nichtli-
nearen Optimierung durchgefiihrt.
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Definition 2.12 (Standardproblem der parametrischen nichtlinearen Optimierung).
Seien n,,ng,np,ng €N, ¢ € Q CR™ und F : R™ x R" — R, g: R™ x R" — R"
und h : R" x R" — R"™ stetig differenzierbare Funktionen. Das Problem

e Fed
unter g¢;(z,q) <0, i€Z, (NLP(q))
hz(Z7Q) :07 €&

heifst Standardproblem der parametrischen nichtlinearen Optimierung. Der Para-
meter ¢ wird Storparameter genannt.

Die Menge
Qq) :={z € R™ | gi(2,q) <0 fiiri € T und hi(z,q) =0 firiec &}

heifit zuldssige Menge von (NLP(q)). Ein Element z € (q) wird als zuldssiger
Punkt bezeichnet.

Des Weiteren bezeichne

Alz,q) == {i € T | gi(2,q) = 0}
die Indexmenge der aktiven Ungleichungsnebenbedingungen von (NLP(q)).

Alle weiteren Definitionen, die fiir das Problem (NLP) eingefiihrt wurden, werden
konsistent auf das Problem (NLP(¢)) iibertragen.

Fiir einen fest gewéhlten sogenannten Nominalparameter qy € @) ergibt sich aus
(NLP(q)) das sogenannte ungestorte Problem (NLP(qp)). Fiir dieses konnen die aus
Abschnitt 2.2 bekannten Optimalitdtsbedingungen genutzt werden, um ein lokales
Minimum zu berechnen. Die Aufgabe der parametrischen Sensitivitdtsanalyse be-
steht darin, zu charakterisieren, wie sich die optimale Losung verhélt, wenn es zu
Storungen im Nominalparameter kommt. Durch den folgenden Satz konnen Riick-
schliisse auf die Existenz einer optimalen Losung und deren Eigenschaften in einer
Umgebung des Nominalparameters gezogen werden.

Satz 2.13 (Sensitivitdtssatz [17, S. 72]). Sei qo € @ C R" der Nominalparame-
ter und (z*,\*, p*) € R"™ x R™ x R"™ ein KKT-Punkt des ungestorten Problems
(NLP(qo)). Die Funktionen F, g und h seien zweimal stetig differenzierbar bzgl. z.
Die Gradienten V., F, V.,g und V,h sowie die Funktionen g und h seien einmal
stetig differenzierbar bzgl. q in einer Umgebung von z*. Der Punkt z* erfille die
LICQ und es gelte \f > 0 firi € A(z*, qo). Des Weiteren erfille (2%, \*, u*) die
hinreichenden Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung (2.2).

Dann existiert eine Umgebung Qo C @ wvon qo und eindeutige stetig differenzier-
bare Funktionen z : Qo — R™, A : Qg — R™ und p : Qo — R™ mit folgenden
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FEigenschaften:

i. 2(qo) = 2%, Mqo) = A* und pu(qo) = p*,

1. die Indexmenge der aktiven Ungleichungsnebenbedingungen bleibt unverdndert,
d. h.

A(Z(q),q) - A(Z*, QD) f’lL’l" alle qe Q07

1s. es qult weiterhin die LICQ, d. h. die Gradienten
V.9i(z,q) fir i€ A(z,q) und V,hj(z,q) fir je€&

sind linear unabhdngig fir alle g € Qy,

w. fir alle q € Qo ist das Tripel (z(q),\(q),u(q)) ein KKT-Punkt wvon
(NLP(q)), welcher die hinreichenden Optimalititsbedingungen zweiter Ord-
nung (2.2) erfillt. Insbesondere ist z(q) ein striktes lokales Minimum des Pro-
blems (NLP(q)) mit Lagrange-Multiplikatoren A(q) und u(q).

Beweis. Ein Beweis ist in [17, S. 73] angegeben. O

Einige wichtige Schritte des Beweises sollen an dieser Stelle nachvollzogen werden, da
sie zu einer expliziten Darstellung der Sensitivitétsdifferentiale der optimale Losung
und der entsprechenden Lagrange-Multiplikatoren fithren. Die KKT-Bedingungen
fir (NLP(go)) konnen als Gleichungssystem

VoL (2, A 1, q)
K(z,\ u,q) := | diag ()\1, . )\ng) g(z,q) | =0 (2.3)
h(z,q)

formuliert werden. Aus den Voraussetzungen von Satz 2.13 folgt die Differenzierbar-
keit von K beziiglich (z, A, 1) in einer Umgebung von (z*, \*, u*) und ¢o. Partielles
Ableiten von K fiihrt auf die sogenannte Kuhn-Tucker-Matrix

VEZL (Z*,)\*,,U*,Q()) vzg (Z*7q0)T vzh <2*7QO>T
VK (25X 1", q) = AV.q (2%, qo) r 0
V.h(z*, qo) 0 0

mit I' = diag (91 (2*, ) , .- -+ 9n, (2%, ¢0)) und A = diag </\{, - A;g). Es kann ge-
zeigt werden, dass die Kuhn-Tucker-Matrix unter den hinreichenden Optimalitéts-
bedingungen zweiter Ordnung invertierbar ist. Folglich kann der Satz iiber implizite
Funktionen [20, S. 93] angewendet werden, um die Existenz von differenzierbaren
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Funktionen z(q), A\(q) und pu(q) zu zeigen, welche das Gleichungssystem (2.3) in einer
Umgebung von gq erfiillen. Differenzieren der Gleichung K (z(q), A(q), (q),q) = 0
nach ¢ und Auswerten der Ableitung im Nominalparameter gy fiihrt schlieflich auf
ein lineares Gleichungssystem fiir die Sensitivitatsdifferentiale der optimalen Lésung
sowie der Lagrange-Multiplikatoren. Der besseren Ubersicht halber wird die Notati-
on K [q] := K (2(q), Mq), 1(q), q) verwendet. Es gilt

dK 0K dz oK dA oK du oK

0= ) [90] = £ [90] dq (q0) + BN (0] dg (q0) + Em [40] dg (90) + g [40]
3—; (90)
= Ve - | ) |+ 2 g
& (40) !

Aus dem Sensitivitéitssatz folgt also direkt das folgende Korollar.

Korollar 2.14 (Sensitivitdten erster Ordnung der optimalen Losung). Es seien die
Voraussetzungen des Sensitivititssatzes (Satz 2.13) erfillt. Dann gilt

& (%) V2L (2, N, 1, )
G0 | =—M"| AV (2", q) (2.4)
(31—2 (90) Vah (2", qo)
mit
vgzL (Z*7 /\*7 M*a qO) vzg (Z*v QO)T Vzh (Z*, QO)T
M = AV.g (2", q0) I 0
V.h (2%, q) 0 0
und

I' = diag (91 (2%,40) 5 - Gn, (z*,qg)) , A =diag (X{, o ,/\;‘Lg) )

Fiir diese Arbeit sind lediglich die Sensitivitédten erster Ordnung der optimalen Lo6-
sung von Interesse. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass auch Formeln fiir die
Sensitivitdten weiterer Problemgrofien wie der Zielfunktion und den Nebenbedin-
gungen hergeleitet werden konnen. Fiir weitere Informationen sei auf Fiacco [17]
verwiesen.

Die Sensitivitdten (2.4) kénnen genutzt werden, um mittels Taylor-Entwicklungen
erster Ordnung die Losung des gestorten Problems (NLP(g)) in einer Umge-
bung des Nominalparameters ¢y zu approximieren. Da zur Auswertung der Taylor-
Entwicklung lediglich Matrixmultiplikationen berechnet werden miissen, kann dies
extrem effizient und schnell geschehen. In diesem Sinne kann die Losung des gestor-
ten Problems in Echtzeit approximiert werden [12]. Biiskens [11] stellt auBerdem ein
iteratives Korrekturverfahren vor, welches mithilfe von Sensitivitdten die Approxi-
mation der Losung ohne groflen Mehraufwand weiter verbessert.
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2.4 Numerische Lo6sung nichtlinearer Optimie-
rungsprobleme mittels SQP-Verfahren

Theoretisch kénnen nichtlineare Optimierungsprobleme der Form (NLP) durch ana-
lytisches Bestimmen von KKT-Punkten und Uberpriifen der hinreichenden Optima-
litdtsbedingungen gelost werden. Oftmals ist dieser Ansatz jedoch nicht praktikabel.
Die KKT-Bedingungen fiithren auf ein nichtlineares Gleichungssystem, welches im
Allgemeinen nicht analytisch 16sbar ist. Dariiber hinaus ist dieser Ansatz fiir hoch-
dimensionale Probleme ungeeignet, da der Aufwand des analytischen Losens der
KKT-Bedingungen enorm wire. Deshalb miissen in der Regel numerische Methoden
herangezogen werden, um Losungen von (NLP) zu berechnen bzw. zu approximieren.

In diesem Abschnitt werden SQP-Verfahren (aus dem Englischen: Sequential Qua-
dratic Programming) zum Losen von (NLP) vorgestellt. SQP-Verfahren sind eine
weit verbreitete Methode zum Lésen nichtlinearer Optimierungsprobleme. Beispiel-
haft seien die Softwarepakete NLPQL [62] und SNOPT [26] als reine Implemen-
tierungen von SQP-Verfahren genannt. Dariiber hinaus implementieren viele Soft-
warebibliotheken zum Losen nichtlinearer Optimierungsproblemen SQP-Verfahren.
Beispiele hierfiir sind etwa Knitro [14] oder die in Abschnitt 2.4.2 vorgestellte Bi-
bliothek WORHP [13].

2.4.1 SQP-Verfahren

Im Folgenden wird das grundlegende Vorgehen von SQP-Verfahren vorgestellt. SQP-
Verfahren verfolgen den Ansatz, das nichtlineare Optimierungsproblem (NLP) lokal
durch quadratische Teilprobleme zu approximieren. Mithilfe der Losungen dieser
quadratischen Teilprobleme kann iterativ eine Losung des iibergeordneten Problems
bestimmt werden. Fiir die weiteren Betrachtungen werden zunéchst die Unglei-
chungsnebenbedingungen von (NLP) vernachlissigt und das Problem

min  F(z)
z€R"= (25)
unter h;(z) =0, i€&

untersucht. Sei (z*, p*) ein KKT-Punkt von (2.5). Da keine Ungleichungsnebenbedin-
gungen betrachtet werden, besteht der KKT-Punkt lediglich aus der Optimierungs-
variable z* und dem Lagrange-Multiplikator p*. Da ein KKT-Punkt per Definition
die KKT-Bedingungen erfiillt, gilt

B (2, 1) = (V’;Ez)”)) 0. (2.6)
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Durch das Losen des nichtlinearen Gleichungssystems (2.6) kénnen folglich KKT-
Punkte und damit mogliche Losungen von (2.5) bestimmt werden. Numerisch
konnen Losungen von (2.6) iterativ mithilfe des mehrdimensionalen Newton-
Verfahrens [24, S. 235] approximiert werden. Ausgehend von einem Start-
wert, (Z[O], u[o])T € R™ x R™ werden dabei neue Iterierte durch die Vorschrift

(Z[k""l]) L <Z[k] + Az[k]>

) Rl W N

berechnet. Die Suchrichtung (A2, Apl)T € R x R™ ist durch Losen des Glei-
chungssystems

k
Ve ® (2, p) (AMW) =~ (1M M)

- (V,ZZL (Z[k]a [k]) V.h (Z[k} T) (Az[k]) . (VZL (z[k],u[k])> @7

W
V.h (21) 0 Al ) = h (M)

zu bestimmen. Falls (z*, pu*) die hinreichenden Optimalitéitsbedingungen zwei-
ter Ordnung (2.2) erfiillt und 2* der LICQ geniigt, dann ist die Jacobi-Matrix
Vi® (z[k], ,u[k]) reguldr und das Newton-Verfahren konvergiert lokal superlinear
gegen den KKT-Punkt (2%, u*) [24, S. 240].

Sei HF := V2 L (z[k], u[k]) die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion. Fiir den Gra-
dienten der Lagrange-Funktion gilt

V.L (zw, M[k}) =V.F (Z[k]) +V.h (z[k])Tu[k].

Somit ist das Gleichungssystem (2.7) dquivalent zu

[k] [k])T [k] [k]
H . V.h (21M) AN (VLF (,’f Y 25
Vih () 0 Aplt 4 puH h (217)

Wie sich herausstellt, ldsst sich das Gleichungssystem (2.8) auch auf eine andere Art
interpretieren. Dazu wird das quadratische Optimierungsproblem

1
min V,F (z[k})T Az + =AZTHMA
Az€ER™= 2

unter h; (z[k]) + V. h; (z[k})T Az=0, 1€€&

(2.9)

betrachtet. Die Lagrange-Funktion von (2.9) ist
1
LAz ) = VF (M) Az SATHEAz 4+ 17 (h () + Vah (1) A2)

und somit erfiillt ein KKT-Punkt (Az*, i*) € R™ x R™ von Problem (2.9) die
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KKT-Bedingungen
V.F (z[k}) + HWAz +V,h (z[k])T A\ 0
h (Z[k]) + V.h (z[k]) Az* -

o (ol T ) (HE).

Wird nun 7* = Ap + plfl gesetzt, so sind (2.8) und (2.10) dquivalent. Anstatt das
nichtlineare Gleichungssystem (2.7) zu lésen, um eine Suchrichtung fiir das Newton-
Verfahren zu bestimmen, kann folglich alternativ das quadratische Optimierungs-
problem (2.9) gelost werden.

Die vorangegangenen Uberlegungen beziehen sich auf das Optimierungspro-
blem (2.5) ohne Ungleichungsnebenbedingungen. Sie lassen sich aber auf den all-
gemeinen Fall {ibertragen. Analog zu dem Optimierungsproblem (2.9) wird ein qua-
dratisches Teilproblem zu (NLP) definiert.

Definition 2.15 (Quadratisches Teilproblem). Sei (2!, AM, plF) € R x R x R™
und HM € Rm=*"= eine geeignete Approximation der Hesse-Matrixz der Lagrange-
Funktion V2, L (z[k}, ML u[k]). Dann heifst das Optimierungsproblem

1
min V_,F (z[k])T Az+ =AzTHFAZ
AzeR"= 2

unter g; (z[k]) + V.g; (z[k])T Az <0, i€eT, (QP)
h; (z[k]) + V. h; (z[k})T Az=0, i€

quadratisches Teilproblem von (NLP). Eine Lisung Az* von (QP) heifft Suchrich-
tung der Optimierungsvariable z.

In Algorithmus 1 ist das Vorgehen von SQP-Verfahren zusammengefasst. Durch das
Losen des quadratischen Teilproblems (QP) wird eine Suchrichtung ermittelt und
iterativ eine Losung von (NLP) bestimmt. Da in jeder Iteration das quadratische
Teilproblem gelost werden muss, spricht man von Sequential Quadratic Program-
ming. Zum Losen von quadratischen Optimierungsproblemen stehen eine Vielzahl
von effizienten Algorithmen zur Verfiigung. Fiir eine ausfiihrliche Zusammenfassung
verschiedener Algorithmen sei auf Geiger und Kanzow [24, S. 197 ff.] sowie Nocedal
und Wright [47, S. 448 ff.] verwiesen.

Die Berechnung der Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion ist oftmals aufwéndig
und muss mithilfe numerischer Methoden wie finiten Differenzen geschehen. Dar-
tiber hinaus ist die Hesse-Matrix im Allgemeinen nicht iiberall positiv definit [24].
Dies erschwert das Losen der quadratischen Teilprobleme und im Allgemeinen kann
keine eindeutige optimale Losung, sondern lediglich ein KKT-Punkt von (QP) be-
stimmt werden. In Definition 2.15 ist deshalb H* nicht notwendigerweise die Hesse-
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Algorithmus 1 : SQP-Verfahren
Eingabe :
Nichtlineares Optimierungsproblem der Form (NLP)
(Z[O], A1 M[O]) € R™ x R™ x R™: Startschitzungen fiir die
Optimierungsvariablen und Lagrange-Multiplikatoren

HI ¢ Rm=x7=: Approximation der Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion
Ausgabe : KKT-Punkt (2%, \*, u*) € R™ x R™ x R™ von (NLP)
Initialisierung : Setze k = 0
while (21 \F 1) st kein KKT-Punkt von (NLP) :

Bestimme Losung Az € R"= des quadratischen Teilproblems (QFP) mit

zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren A¥+1 € R™ und plF+1 € R,

Berechne zF+1 .= 2IF 4 Az

Setze k + k + 1.
end

return (2F, AK k)

Matrix der Lagrange-Funktion, sondern nur eine geeignete Approximation ebendie-
ser. Ein moglicher Ansatz ist es, die Hesse-Matrix mittels BFGS-Verfahren in jeder
Iteration zu approximieren. Unter gewissen Voraussetzungen kann gezeigt werden,
dass dieses Vorgehen zu symmetrischen und positiv definiten Approximationen H*!
fithrt [24, S. 257]. Dariiber hinaus zeigt Powell [51], dass das SQP-Verfahren bei
diesem Ansatz lokal superlineare Konvergenz aufweist.

Es wird trotzdem mnoch einmal speziell auf den Fall eingegangen, dass
H® = V2 L (2™, ul¥) die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion ist. Auch in die-
sem Fall kann gezeigt werden, dass das SQP-Verfahren lokal superlinear konver-
giert [24, S. 245]. Dariiber hinaus kann das SQP-Verfahren in diesem Fall zum
effizienten Berechnen von Sensitivitdten genutzt werden (vgl. Abschnitt 2.3). Ein

KKT-Punkt <Az*, 5\*,;2*) € R x R™ x R™ von (QP) erfiillt analog zu (2.10) die
KKT-Bedingungen

V.F (z[k]) + HMAZz* +V.,g (z[k])T N+ V.h (z[k})T i

A (g (zM) +V.g (M) Azr) =0
h (ZW) + V.h (z[k]) Az*
V2L (z[k],,u[k]) V.g (z[k])T V.h (z[k})T Az V.F (z[k])
& AV.g (1) r 0 X =— 0 :
V.h (zM) 0 0 i h (21

mit I' = diag (g1 (Az"),..., gn, (A2*)) und A = diag (5\?, . ,5\;9). Die System-
matrix dieses Gleichungssystems ist die bereits aus Abschnitt 2.3 bekannte Kuhn-
Tucker-Matrix. Wahrend des Losens des quadratischen Teilproblems wird die Kuhn-
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Tucker-Matrix mitunter bereits faktorisiert. Dieser Umstand kann ausgenutzt wer-
den, um das Gleichungssystem (2.4) zum Berechnen der Sensitivitéiten sehr effizient
zu losen.

Das SQP-Verfahren in Algorithmus 1 hat lediglich lokale Konvergenz. Es kann folg-
lich nur in einer Umgebung um die optimale Losung garantiert werden, dass das
Verfahren konvergiert. Diese Umgebung ist jedoch im Allgemeinen nicht bekannt.
Um ein global konvergentes Verfahren zu erhalten, kann Algorithmus 1 modifiziert
werden. Dazu wird eine Schrittlinge o/l € R eingefiihrt und die Newton-Iteration
zum Bestimmen von 21 durch

ersetzt. Eine geeignete Schrittlange kann mithilfe sogenannter Bewertungsfunktionen
bestimmt werden. Die Schrittlinge sollte so gewéihlt werden, dass der Wert der
Bewertungsfunktion abnimmt. Fiir eine detaillierte Darstellung des Vorgehens sei
auf Han [28], Powell [50] und Schittkowski [64] verwiesen.

Praktische Implementierungen von SQP-Verfahren sollten weitere Aspekte beriick-
sichtigen. So kann es beispielsweise vorkommen, dass die quadratischen Teilprobleme
keine zuléssigen Losungen besitzen. Folglich kann auch keine Suchrichtung bestimmt
werden. In diesem Fall kann etwa eine Relaxation der Nebenbedingungen des qua-
dratischen Teilproblems Abhilfe schaffen [24, S. 263 ff.].

2.4.2 WORHP

In dieser Arbeit wird die Softwarebibliothek WORHP (,We Optimize Really Huge
Problems®) [13] zum Ldsen nichtlinearer Optimierungsprobleme genutzt. WORHP
wurde im Rahmen verschiedener Projekte an der Universitiat Bremen entwickelt. In
WORHP ist sowohl ein SQP-Verfahren (vgl. Abschnitt 2.4.1) als auch ein Innere-
Punkte-Verfahren [38] zum Lodsen nichtlinearer Optimierungsprobleme implemen-
tiert. In diesem Abschnitt werden einige Techniken des in WORHP implementierten
SQP-Verfahrens vorgestellt. WORHP nutzt die zu (NLP) dquivalente Problemfor-
mulierung

min  F(2)

z€R™=

e ()<< ()

mit den Schranken [,u € R™ und L,U € R™*™ sowiec den Nebenbedingungen
G : R™ — R"%*". Dabei ist R := R U {00, —co}. In der Formulierung (2.11) sind
sogenannte Box-Beschriankungen | < z < wu explizit als solche gekennzeichnet und
kénnen daher effizient in das in das Optimierungsverfahren integriert werden. Sind
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Optimierungsvariablen oder Nebenbedingungen nur in einer Richtung beschrankt, so
kann dies durch die Wahl der Schranken oo formuliert werden. Gleichungsneben-
bedingungen kénnen durch Gleichsetzten der unteren und oberen Schranke definiert
werden.

WORHP zeichnet sich dadurch aus, auch hochdimensionale Optimierungsprobleme
mit mehreren Millionen Optimierungsvariablen und Nebenbedingungen 16sen zu kon-
nen. Dies gelingt insbesondere durch das Ausnutzen von diinnbesetzten Strukturen
in den Jacobi-Matrizen der Nebenbedingungen und der Hesse-Matrix der Lagrange-
Funktion. Fiir die numerischen Berechnungen ist es ausreichend, die Eintrige der
Matrizen, die ungleich Null sind, zu speichern. Dies wird in WORHP mittels effizi-
enter Speicherverwaltung umgesetzt [83].

Die Ableitungen der Zielfunktion und der Nebenbedingungen kénnen in WORHP
von dem Nutzer angegeben werden. Alternativ kénnen sie mittels finiter Differen-
zen approximiert werden. WORHP verwendet Methoden der Graphentheorie, um
mehrere Ableitungen gleichzeitig und damit effizienter zu berechnen [36]. Die Hesse-
Matrix der Lagrange-Funktion kann mittels finiter Differenzen oder durch verschie-
dene BFGS-Verfahren approximiert werden [36, 58].

WORHP implementiert ein globalisiertes SQP-Verfahren. Zum Bestimmen der
Schrittlange stehen verschiedene Bewertungsfunktionen sowie das Filterverfahren
nach Fletcher und Leyffer [18] zur Verfiigung. Es kann vorkommen, dass das Be-
stimmen der Schrittlinge nicht moglich ist. Fiir diesen Fall sind in WORHP ver-
schiedene Rettungsstrategien implementiert. So wird ein Abbruch des Algorithmus
vermieden [46]. Um die Losbarkeit der quadratischen Teilprobleme sicherzustellen,
ist eine Regularisierung der Hesse-Matrix sowie eine Relaxation der Nebenbedingun-
gen implementiert [83].

Geftken [22] sowie Geffken und Biiskens [23] zeigen Wege auf, wie die Effizienz von
WORHP mittels paralleler Berechnungen noch weiter gesteigert werden kann. Ein
solch paralleler Berechnungsansatz wiirde dariiber hinaus die Moglichkeit bieten, das
Optimierungsproblem (2.11) fiir verschiedene Startschitzungen und unterschiedliche
Einstellungen von WORHP gleichzeitig zu 16sen. Da SQP-Verfahren im Allgemeinen
ein lokales Minimum von (2.11) berechnen, kénnen auf diese Weise Erkenntnisse tiber
die Giite der gefundenen Losungen gewonnen werden.

Eine weitere Funktionalitéit bietet das in die Bibliothek WORHP integrierte Mo-
dul WORHP Zen [39]. Dieses ermoglicht die effiziente Berechnung von parametri-
schen Sensitivitdten. Dabei wird die wahrend des SQP-Verfahrens berechnete Zerle-
gung der Kuhn-Tucker-Matrix genutzt, um die Sensitivitiaten effizient zu bestimmen
(vgl. Abschnitt 2.4.1). Dabei ist zu beachten, dass die Hesse-Matrix der Lagrange-
Funktion wéhrend des SQP-Verfahrens nicht durch ein BFGS-Verfahren approxi-
miert wird, da zum Bestimmen der Sensitivitdten die tatséchliche Hesse-Matrix be-
notigt wird.



Kapitel 3

Stiickweise Polynome und
B-Splines

In diesem Kapitel werden stiickweise Polynome eingefiihrt und klassifiziert. Anschlie-
Bend werden die Nachteile der kanonischen Basis dieser Funktionen diskutiert. Ge-
eignete Basisfunktionen bilden die sogenannten B-Splines. Ein wesentlicher Teil die-
ses Abschnitts besteht darin, die Eigenschaften von B-Splines herauszuarbeiten und
effiziente Algorithmen zur Auswertung von B-Splines herzuleiten. Sofern nicht ex-
plizit anders angegeben, basiert dieser Abschnitt auf dem Lehrbuch von de Boor [7],
insbesondere den Kapiteln VII bis X, sowie weiteren Arbeiten von de Boor [8, 9].

3.1 Stiickweise Polynome

Um stiickweise Polynome definieren zu konnen, wird zunéchst der Vektorraum der
Polynome eingefiihrt.

Definition 3.1 (Polynome). Sei d € N. Dann bezeichnet

d
Iy := {fR%R ‘ f(x):ZQIIZ,CLZER,ZIO,,d}
1=0

den Vektorraum der Polynome vom Grad < d.

Es sei darauf hingewiesen, dass de Boor [7, 8, 9] den Vektorraum der Polynome
von der Ordnung d als Menge aller Polynome vom Grad < d definiert und mit I1_,4
bezeichnet. So wéren zum Beispiel Polynome erster Ordnung konstant und Poly-
nome zweiter Ordnung linear. In dieser Arbeit wurden Polynome bewusst wie in
Definition 3.1 definiert, da diese Definition intuitiver erscheint und in anderen Lehr-
biichern tiblich ist (z. B. [60, 68]). Die Diskrepanz in der Bedeutung des Indexes d

19
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=0  &=1_ &

Abbildung 3.1: Stiickweises Polynom vom Grad d < 2 mit den Sprungstel-
len £ =(0,1,2,3,4)

ist zu beachten, sollten einige der folgenden Resultate in den Arbeiten von de Boor
nachgeschlagen werden.

Mithilfe von Polynomen lassen sich stiickweise Polynome definieren.

Definition 3.2 (Stiickweise Polynome). Seien d,k € N und & := (&),_, , € RF?!
eine streng monoton wachsende Folge. Dann bezeichnet

Mae:={f:6.&) = R| 3P €y: flegen=PLi=0,....k—1}
den Vektorraum der stiickweisen Polynome vom Grad < d mit Sprungstellen £.

In Abbildung 3.1 ist ein stiickweises Polynom vom Grad d < 2 mit den Sprung-
stellen £ = (0, 1,2, 3,4) abgebildet. Es ist zu erkennen, dass die Funktion zwischen
je zwei Sprungstellen linear oder quadratisch verlduft. An den Sprungstellen sind
Unstetigkeiten festzustellen.

Stiickweise Polynome sind im Allgemeinen an den Sprungstellen nicht stetig und
folglich auch nicht differenzierbar. Es wird dennoch eine Ableitung fiir sie definiert.

Definition 3.3. Seien d, k,j € N und & := (&), € R*" eine streng monoton
wachsende Folge. Weiter seien P; € 11y firi=0,...,k —1 und f € llge mit

f(l') :-P’L(x)a YIS [g'mgz—i—l) fur 2207,k’—1
Dann ist die j-te Ableitung von f definiert durch

FO@) =P (2), €& &) fir i=0,... k-1 (3.1)

Fir j < d ist die j-Ableitung von f € Ilz¢ ein stiickweises Polynom vom
Grad <d—j, d. h. f0) € Iy ;¢ Allgemein ist f) nicht stetig in den Sprung-
stellen. Jedoch gibt es stiickweise Polynome, welche an den Sprungstellen stetig und
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(a) Regularitiat v = (1,0, 2) (b) Regularitét v = (2,2,2)

Abbildung 3.2: v-regulire stiickweise Polynome vom Grad d < 2 mit den Sprung-
stellen & = (0,1,2,3,4)

sogar zu einem gewissen Grad stetig differenzierbar sind. Um stiickweise Polynome
besser klassifizieren zu kénnen, werden deshalb Untervektorrdume von Il; ¢ definiert,
welche die Differenzierbarkeit an den Sprungstellen beriicksichtigen.

Definition 3.4 (v-regulére stiickweise Polynome).
Seien d,k € N, §:=(&);_o. 1 € R¥+1 eine streng monoton wachsende Folge und
vi= (1), k1 € N1 mit max;—1__x—1v; < d. Dann bezeichnet

Hae,:={f € ae } YUY st stetig in & firj=1,...,v; undi=1,... k—1}

den Vektorraum der v-reguldren stiickweisen Polynome vom Grad < d.

Die weiteren Untersuchungen dieses Kapitels beziehen sich auf v-regulére stiickweise
Polynome gemé&fl Definition 3.4. Die Bezeichnungen d, &, v und k werden deshalb
im Folgenden als gegeben vorausgesetzt. Insbesondere sei £ eine streng monoton
wachsende Folge und fiir v gelte max;—; 1 v; < d.

Ein v-regulires stiickweises Polynom f € I, ¢, ist (1; —1)-Mal stetig differenzierbar
an den Sprungstellen &;. Ist v; = 0, so wird keine Bedingung an die Stetigkeit von f
in &; gestellt. In Abbildung 3.2 sind v-regulére stiickweise Polynome vom Grad d < 2
mit den Sprungstellen £ = (0,1,2,3,4) abgebildet. Das v-regulire stiickweise Poly-
nom in Abbildung 3.2a zeichnet sich an den inneren Sprungstellen durch die Re-
gularitit v = (1,0,2) aus. Demnach ist die Funktion in & stetig und in &3 stetig
differenzierbar. Der Wert 15 ist Null und folglich wird in &, keine Bedingung an die
Stetigkeit der Funktion gestellt. In Abbildung 3.2b ist ein v-reguléres stiickweises
Polynom mit v = (2, 2,2) abgebildet. An allen Sprungstellen ist die Funktion stetig
differenzierbar. Bei dieser Funktion handelt es sich um einen Spline im klassischen
Sinne.
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3.2 Basis der abgeschnittenen Potenzfunktionen

Eine zweckméflige Basis fiir den Vektorraum der v-reguléren stiickweisen Polynome
zu kennen, ist in verschiedener Hinsicht interessant. Sie wiirde eine besonders ein-
fache Darstellung von v-reguléren stiickweisen Polynomen erlauben: Jede beliebige
Funktion f € Ilz¢, konnte als Linearkombination der Basisfunktionen dargestellt
werden. In diesem Abschnitt wird die kanonische Basis der abgeschnittenen Potenz-
funktionen vorgestellt.

Definition 3.5 (Abgeschnittene Potenzfunktion). Sei ;7 € N. Die Funktio-
nen ¢;; : (€0, &) — R mit

‘ (z—&)Y 2>¢
i ) =\ — i J = 32
oisla) = (2 = &), {0 = 3:2)
firi=0,...,k —1 heiffen abgeschnittene Potenzfunktionen vom Grad j mit den

Sprungstellen .

In Abbildung 3.3 sind abgeschnittene Potenzfunktionen vom Grad j = 1,2 mit den
Sprungstellen & = (0,1,2,3,4) dargestellt. Es handelt sich um stiickweise lineare
bzw. quadratische Polynome. Wie der folgende Satz zeigt, kann mithilfe abgeschnit-
tener Potenzfunktionen eine Basis des Vektorraums der stiickweisen Polynome kon-
struiert werden.

Satz 3.6. Die abgeschnittenen Potenzfunktionen y;; mit ¢ = 0,...,k — 1 und
Jj=0,...,d bilden eine Basis von ll . Insbesondere ist dimIlye = k(d + 1).
Beweis. Ein Beweis ist in [7, S. 83] angegeben. O

Eine Basis fiir II¢, lésst sich aus der Basis von Il;¢ konstruieren. Dazu werden
die Basisfunktionen eliminiert, welche einen Sprung der (v; — 1)-ten Ableitung in §;
verursachen wiirden.

Satz 3.7. Die abgeschnittenen Potenzfunktionen @ ; fir j =0,...,d und @, fir

t=1,...,k—=1und j, = v;,...,d bilden eine Basis von Il;¢,. Insbesondere ist
k—1 k-1 k-1
dimMge, =d+1+ Y (d+1—v) =k(d+1)=> v =dimTlze - v
i=1 i=1 i=1
Beweis. Ein Beweis ist in [7, S. 84] angegeben. O

Die abgeschnittenen Potenzfunktionen erlauben zwar eine intuitive Darstellung von
v-reguléren stiickweisen Polynomen, sie sind jedoch fiir numerische Berechnungen
ungeeignet. Dies hat im Wesentlichen zwei Griinde, welche im Folgenden néher er-
lautert werden. Dazu wird zunéchst der Begriff der Kondition eingefiihrt.
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15 ; 15 ;
i=0 i=0
i=1 i=1
1.0 1=2 1.0 i=2
i=3 i=3
0.5 0.5
0.01 ¢ : 4 ! H 0.0 ¢ —
=0 G =1 =2 §&=3 =4 &=0 =1 §=2
T T
(a) ;1 — stiickweise linear (b) ;2 — stiickweise quadratisch

Abbildung 3.3: Abgeschnittene Potenzfunktionen ¢;; vom Grad j = 1,2 mit den
Sprungstellen £ = (0,1,2,3,4)

Definition 3.8 (Kondition einer Basis [7, S. 13]). Sei n, = dimllze, und
B={bi,...,b,,} eine Basis von I¢,. Dann ist die Kondition der Basis B de-
finiert durch

ﬁnHagHZZ "y cibill
B) = 3.3
U i TS o
Dabes ist
= max T ur cllye,
£l = max |f()] fir f €y
und
cll i = max |g tir ¢ e R".
ol == _max |

Im weiteren Verlauf des Abschnitts seien die Bezeichnungen n,, B und b; sowie die
Definitionen der Normen wie in Definition 3.8. Das folgende Lemma hilft dabei, die
Bedeutung der Kondition zu interpretieren.

Lemma 3.9. Sei c € R"". Dann gilt

E C’l’l E CZ’L

< el max (3.4)

Il mln b,

Beweis. Nach Multiplizieren mit ||_<1:H ist die Gleichung (3.4) trivialerweise erfiillt. [

Die Kondition kann als Maf3 dafiir dienen, wie empfindlich die Basisdarstellung einer
Funktion f € Ilg¢, auf Storungen in den Koeffizienten reagiert. Dies ist insbesondere
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dann von Bedeutung, wenn durch numerische Berechnungen Ungenauigkeiten in den
Koeffizienten unvermeidbar sind. Seien ¢ € R"" die Koeffizienten der Basisdarstel-
lung von f, d. h. f =>""" ¢;b;. Angenommen, es treten numerische Ungenauigkei-
ten auf, sodass statt ¢ die gestorten Koeffizienten ¢+ Ac gegeben sind. Folglich wird
dann durch die Basisdarstellung eine gestorte Funktion f + Af = >""" (¢; + Ac¢;)b;
dargestellt. Nun gilt nach (3.4)

E C’L’L

IAS]] < |Ac] max

max wnd ] > el min

llell=1

Y

N
i=1

also

max 1
Iaf _ ) e 2z bl )

71 el min [, e

|Ac|

|
"B

Acll - . .
1Ael 5 den Koeffizienten verursacht demnach maximal

llell
einen relativen Fehler von x(B) ”HAC“:‘” in der Funktion f. Je groBer die Kondition der

Basis ist, desto starker konnen die Auswirkungen kleiner Storungen in den Koeffizi-
enten sein. Deshalb ist es unter numerischen Gesichtspunkten wiinschenswert, eine
moglichst kleine Kondition zu erreichen.

Eine relative Stérung von

Wie sich herausstellt, kann die Kondition der Basis der abgeschnittenen Potenz-
funktionen beliebig grofi werden. Dies wird an einem Beispiel verdeutlicht. Sei
B, = {¢1,...,¢n, } die Basis der abgeschnittenen Potenzfunktionen. Zur besseren
Ubersicht werden die Basisfunktionen mit einem fortlaufenden Index versehen. Eine
Funktion f € Ilg¢, besitzt dann die Darstellung

— Z cipi(z) fiir alle x € (&, &) (3.5)
=0

mit geeigneten Koeffizienten ¢; € R. Wird ¢ = (1,0, ...,0) € R gewéhlt, so ist

f(x) = o(x) = popo(r) = (x — go)g)r =1

und damit

> 1. (3.6)

max
llell=1

N
E Ci¥;
i=1

Im Folgenden sei die Funktion f das in Abbildung 3.4 dargestellte v-regulére
stiickweise Polynom. Die Funktion hat den Grad d = 1, die Sprungstel-
len & = (0.0,0.5 — A&, 0.5,0.5 + A, 1.0) und ist an den inneren Sprungstellen stetig,
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0.5A¢

A{—Déi—Af

0.01_: : : ; 5
f() =0.0 51 fg =0.5 53 f4 =1.0
vy = 1 vV = 1 vy = 1
T

Abbildung 3.4: v-reguléres stiickweises Polynom zur lllustration der schlechten Kon-
dition der Basis der abgeschnittenen Potenzfunktionen

d. h. v = (1,1,1). Es kann leicht verifiziert werden, dass f in der Basis der abge-
schnittenen Potenzfunktionen durch

f(x):0-1+O-m+%-(x—§1)+—1-(x—§2)++%-($—§3)+

1 1
:0'800,0—1‘0'@0,1—1‘5'901,1—1'<P2,1+§'903,1

dargestellt werden kann. Folglich ist ¢ = (0,0,2,—1,1) und damit ||c[| = 1. Somit

1st

min
[lell=1

S e < Lo = (5)] - 38¢ 87

Aus (3.6) und (3.7) folgt schliefllich fiir die Kondition der Basis B,

max || > cipi|
H(BSO) _ ”CH:1 _ 2 il
min (|37, ¢ T AL aglo

llell=1

Fiir eine ungiinstige Folge von Sprungstellen kann die Kondition der Basis der ab-
geschnittenen Potenzfunktionen daher beliebig grofi werden. Stérungen in den Ko-
effizienten konnen folglich beliebig grofie Fehler in der Basisdarstellung verursachen.

Ein weiterer Nachteil der Basis der abgeschnittenen Potenzfunktionen ist, dass sich
der Tréger von ¢, ; iiber das Intervall [&;, ;] erstreckt. Auf dem Intervall (&, &41)
sind deshalb alle Basisfunktionen ¢; ; mit ¢ < [ ungleich Null. In der Auswertung der
Basisdarstellung (3.5) an einer Stelle x sind also mitunter viele der Basisfunktionen
beteiligt. Die Auswertung gestaltet sich dadurch aufwéandiger. Dieser Effekt kommt
insbesondere bei vielen Sprungstellen und wenn die Basisdarstellung in einem z > &,
ausgewertet werden soll zum Tragen.
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Aus den zuvor diskutierten Griinden ist die Basis der abgeschnittenen Potenzfunk-
tionen fiir numerische Berechnungen ungeeignet. Abhilfe schafft die Basis der soge-
nannten B-Splines.

3.3 B-Splines

Eine alternative Basis fiir den Raum Il;¢ , bilden die sogenannten B-Splines (Basis-
Splines). Der Name ist dabei etwas irrefithrend, da es sich bei B-Splines nicht um
Splines im klassischen Sinne handelt. Vielmehr sind B-Splines stiickweise Polynome.
Wie sich herausstellen wird, sind B-Splines den abgeschnittenen Potenzfunktionen
als Basis in vielerlei Hinsicht iiberlegen.

.....

eine monoton wachsende Folge. Dann sind die B-Splines B; 4, : [10,71) — R vom
Grad d und der Knotenfolge 7 fiir d =0 durch

1 zeln, 7
Bios(r) = { i Tie) (33)
0 sonst

und fiir d > 0 durch die Rekursion

0 fCLHS Ti = Titd+1
T —T;
—ZBi,d—l,T(x) Jalls Tix1 = Tivan
Titd — Ti
Titd+1 — L
————Bij1414.(7 alls 7, = T;
Bi7d77(x) = Ti+d+1 — Ti+1 ild 177( ) f ! itd (39)
T —T;
—ZBZ',C[—LT(I>
Ti+d — Ti
Titd+1 — T
+ " Biaa.(z)  sonst
\ Titd+1 = Titl

firi=20,...,0l —d—1 definiert. Das Intervall 1, := [14,T—q) wird Basisintervall
der B-Splines B; 4. genannt.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird die Bezeichnung des Grads d, der Knotenfolge 7
und der Anzahl der Knotenpunkte [ + 1 als gegeben vorausgesetzt. Insbesondere sei
die Knotenfolge monoton wachsend und es gelte [ > 2d. B-Splines zeichnen sich
durch folgende Eigenschaften aus.

Satz 3.11 (Eigenschaften von B-Splines). Es gilt

i. Biars(x) >0 fir x¢€[r,m-1) und i=0,...,01—d—1, (3.10)
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l—d—1
ii. Y Bias(r)=1 fir z€ly,, (3.11)
i=0
iii. supp Biar = [Ty, Tizar1] fir i=0,...,01—d—1, (3.12)
. Bi,d,T(TierJrl) =0 fur 1= O, e l—d—1. (313)

Beweis. Ein Beweis fiir (3.10), (3.12) und (3.13) ist in [7, S. 91] und fiir (3.11)
in [7, S. 96] angegeben. O

B-Splines haben folglich einen kompakten Triger und aus (3.10) und (3.11) folgt,
dass ihr Wertebereich sich auf das Intervall [0, 1] beschrankt. Mithilfe von Satz 3.11
lasst sich die Fallunterscheidung in (3.9) vereinfachen. Das folgende Korollar dient
als Motivation fiir die Vereinfachung.

Korollar 3.12. FEs gilt

1
lim — B4, (x)=0 Vz € [n,mn). (3.14)

Ti 2 Titd+1 Titd+1 — T4

Beweis. Fall 1: © > 7441. Dann ist * ¢ supp B, 4, nach (3.12) und folglich
1
Bl'7d77-(x) = 0.

Fall 2: ¢ < Tiyg41. Sel Tipgp1 > 7, > x. Dann ist « ¢ supp B; 4, nach (3.12) und
folglich LB, 4. (r)=0.

Titd+1—Ti

Titd+1—Ti

Fall 3: x = 7;,441. Dann ist Bi 4.+ (Tita+1) = 0 nach (3.13). O

Tit+d+1—Ti

Aus Korollar 3.12 folgt, dass

T — T
lim ————Bq 1.(z) =0 Va € [10,7)
Ti=Titd Tiyd — Tj
und
. T -
lim LBi-‘rl,d—l,T(aj) =0 Vr € [10,7).

Tit1 2 Titd+1 Titd+1 — Ti+1

Dariiber hinaus ist per Definition B; 4—1 (x) = 0 falls ; = 7,44 und Bi114-1-(2) =0
falls 7,41 = Ty1q11. Dieses Resultat dient als Motivation, um im Folgenden in (3.9)
auf die Fallunterscheidung zu verzichten und lediglich

r—T Titd+1 — T

Bia-(z) = Big-1.-(z)+

Bi—l—l,d—l,’r(x) (315)
Titd — Ti Titd+1 — Ti+1

zu schreiben. Sollte in (3.15) einer der Nenner Null sein, ist der zugehorige Term
durch Null zu ersetzen.
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In Abbildung 3.5 sind B-Splines der Grade d = 1 und d = 2 fiir verschiedene Kno-
tenfolgen dargestellt. Abbildung 3.5a zeigt B-Splines vom Grad d = 1 fiir die dquidi-
stante Knotenfolge 7 = (0,1,2,3,4,5,6,7). Es handelt sich um stetige Funktionen,
welche bis auf eine Verschiebung in z-Richtung identisch sind. Das Basisintervall
erstreckt sich von m = 1 bis 7 = 6. Es ist zu erkennen, dass die Summe der
B-Splines auf dem Basisintervall konstant Eins ist. Alle B-Splines B; ; » sind positiv
und lediglich zwischen 7; und 7;,5 ungleich Null sind.

Abbildung 3.5b zeigt die B-Splines vom Grad d = 2 fiir dieselbe Knotenfolge. Analog
zum Fall d = 1 sind die Funktionen bis auf eine Verschiebung in x-Richtung identisch
und auf dem Basisintervall summieren sie sich zu Eins auf. Die B-Splines sind stetig
differenzierbar und ihr Tréger beschréinkt sich auf das Intervall [7;, 7;43].

In Abbildungen 3.5¢ und 3.5d sind B-Splines vom Grad d = 2 dargestellt. Im Ge-
gensatz zu Abbildung 3.5b ist der Knoten 73 = 3 doppelt bzw. dreifach in der
Knotenfolge enthalten. Im Falle eines doppelten Knotens wird ein weiterer B-Spline
erzeugt, welcher in = 3 nicht mehr differenzierbar ist (s. Abb. 3.5¢). Im Falle eines
dreifachen Knotens entstehen zwei neue B-Splines, welche in x = 3 eine Unstetigkeit
aufweisen (s. Abb. 3.5d).

In Abbildung 3.5¢ sind B-Splines vom Grad d = 2 abgebildet, in deren Knotenfolge
der erste und letzte Knoten dreifach enthalten ist. Dies hat zur Folge, dass sich das
Basisintervall vom ersten bis zum letzten Knoten erstreckt. Abbildung 3.5f zeigt
B-Splines von Grad d = 2 fiir eine unregelméflige Knotenfolge mit einem doppelten
Knoten in z = 3 und zwei dreifachen Knoten in x = 0 und x = 4. Es ist gut zu er-
kennen, dass die resultierenden B-Splines alle Eigenschaften aus Satz 3.11 aufweisen.

3.3.1 Basis der B-Splines

Ihren Namen verdanken B-Splines der Tatsache, dass sie fiir eine geeignete Wahl
der Knotenfolge 7 eine Basis des Vektorraums Il , bilden. Der folgende Satz fasst
dieses Resultat zusammen.

Satz 3.13 (Satz von Curry und Schoenberg). Sei n, = dimIl;¢,. Die monoton

.....

i firi=1,...,k—11st & genau (d+ 1 — v;)-Mal in T enthalten, (3.16)
W 10 <7 < STy =8 und § = Tp, < Tppy1 <0 S Topgde (3.17)
Dann bilden die B-Splines B, q; firit=0,...,n. — 1 eine Basis von Il ¢, auf dem

Basisintervall 1g, = [Ta, Tn,) = [£0, &k)-

Beweis. Ein Beweis ist in [7, S. 97f.] ausgefiihrt. O
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Basisintervall

10 S Bias 10/ le— Basisintervall — S Bias
0.8 0.81
;30.6 0.6
0.4 0.41
0.2 0.2
0.0 0.0
P N 4‘7/ U N % 4(3 A 4Q N ¢‘L 43 4& 4(0 46 4’\
10 kS 1 1 1N 1o 10 1 10 48" 12 1 T 1o 10 1
x x
(a) d = 1 und &quidistante Knoten (b) d = 2 und &quidistante Knoten
101 le— Basisintervall — S B, Lo/ l— Basisintervall — S Biss
0.81 0.81
g30.6- 0.6 /\
0.4- 04.
0.2 0.21
0.0 0.0
S N Yy a6 A 0 N Yy a6 A
1 ° LN & 16 1 1% 1 “ PRSI 1 1% 1
z x
(¢) d =2 und doppelter Knoten (d) d =2 und dreifacher Knoten
10/ Basisintervall " L0/ Basisintervall S Biys
zd Bi,d,‘q
0.8 ’ 0.8
:30.6* 0.6
0.41 0.4
0.21 0.2
0.0 0.0
AL L 1 20 /\70 BT A A
PR 1 1% 1% 1 N a? o’ PSAE ©7 40
x

xT

(e) d =2 und dreifache Randknoten

(f) d = 2 und unregelméBige Knoten

Abbildung 3.5: B-Splines vom Grad d = 1,2 und mit verschiedenen Knotenfolgen
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’ — =0 —_— =2
=0 co=2
2 — (= 2 — C7 = 2
> — (3= 2.5 cg = 0
0
70,12 =10 T34 =1 T5,67 = 2 =3 To,1011 = 4
x
1.00
— Boar —— Bsar
0.75 Bias Beor
/\ —— Boyr —— Bras
(.50 —— Bsa- Bgar
—— B
0.25
0.00
To12 =0 T34 =1 T5.6,7 = 2 =3 To10,11 = 4

T

Abbildung 3.6: Basisdarstellung durch B-Splines vom Grad d = 2

Satz 3.13 lasst die Wahl der d ersten und der d letzten Knoten offen. Es muss lediglich
o< <--<tgund 7, <7 q1 < -0 < Tug gelten. Eine zweckméflige Wahl
ist

To=T1=-=Tg=E& und & =Ty, =Tpn 41 ="""= Tn.+d-

Dies wiirde der Eigenschaft (3.16) mit der Wahl vy = 1, = 0 entsprechen. In gewisser
Weise wiirde keine Stetigkeit der B-Splines an den Endpunkten &, und & gefordert
werden.

Sei 7 € R die gemiB (3.16) und (3.17) konstruierte Knotenfolge. Dann kann
f € ¢, auf dem Basisintervall I, = [14,71—4) = [£0, &) als Linearkombination
der B-Spline Basis dargestellt werden:

l—d—-1

flz) = Z ¢;iBia,(x) fir zel,,. (3.18)

d—
=0

In Abbildung 3.6 ist das stiickweise Polynom aus Abbildung 3.2a als Linearkombina-
tion von B-Splines des Grads d = 2 dargestellt. Der untere Plot zeigt die Basisfunk-
tionen. Da die darzustellende Funktion in z = 1 nicht differenzierbar ist, enthélt die
Knotenfolge den doppelten Knoten 73 = 74 = 1. An der Stelle z = 2 ist die darzustel-
lende Funktion unstetig. Aus diesem Grund ist der Knoten 75 = 74 = 7 = 2 dreifach
in der Knotenfolge enthalten. Der obere Plot zeigt das Produkt der B-Spines B; 5 ,
mit den Koeffizienten ¢; sowie die Linearkombination dieser Terme.
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In Abschnitt 3.2 wurden zwei Schwachpunkte der Basis der abgeschnittenen Po-
tenzfunktionen ausgemacht. Einer der Schwachpunkte war, dass sich der Triger
abgeschnittener Potenzfunktionen iiber einen grofien Teil des Definitionsbereichs er-
streckt. Deswegen mussten fiir die Auswertung der Basisdarstellung in einem Punkt
viele Basisfunktionen ausgewertet werden. B-Splines zeichnen sich dadurch aus, dass
ihr Triager kompakt ist (s. Satz 3.11). Um die Basisdarstellung (3.18) auszuwer-
ten, miissen deshalb lediglich d + 1 Basisfunktionen evaluiert werden. Die B-Splines
sind den abgeschnittenen Potenzfunktionen in diesem Punkt {iberlegen. Der zweite
Schwachpunkt der Basis der abgeschnittenen Potenzfunktionen ist, dass ihre Kondi-
tion beliebig grof3 werden kann. Stérungen in den Koeffizienten der Basisdarstellung
kénnen deshalb zu grofien Fehlern in der dargestellten Funktion fithren. Auch in
diesem Punkt sind B-Splines iiberlegen. Satz 3.14 liefert die Grundlage dafiir.

Satz 3.14. Es existiert eine positive Konstante Cy € R, mit der fiir alle ¢ € R4
qgilt

Cq el < < lefl- (3.19)

I—d—1
E CiBLd,T
i=0

Insbesondere hingt Cy nur vom Grad d und nicht von der Knotenfolge T ab. Die
Normen sind dabet wie in Definition 5.8 die Mazimumsnorm fiir Funktionen bzw.
Vektoren.

Beweis. Ein Beweis ist in [7, S. 133] ausgefiihrt. O

Aus Satz 3.14 folgt eine obere Schranke fiir die Kondition s der B-Spline Basis.

Korollar 3.15. Sei 7 = (:),_, , € R die gemdp (3.16) und (3.17) konstruierte
Knotenfolge und Bg = {Bodr,-..,Bi—a—1,4-} die Basis der B-Splines fir Il ¢, .
Dann gilt

K (BB) S Cd

mit der Konstanten Cy aus Satz 5.1/.

Beweis. Sei ¢ € RI74. Aus (3.19) folgt

1 l—d-1 I—d—1
¢iBiar|| <1 = max ¢iBiar|| <1
le]l ]| 4 lell=1| 4
=0 1=0
und
NER l—d—1
-1 . -1
Tl ¢iBia-|| = Cy = min ¢iBiar|| > Cy .
i=0 N i=0




32 Kapitel 3. Stiickweise Polynome und B-Splines

Folglich ist

l—d—1
max H Yo CiBiar

~lell=1 r
K’(BB> - ] I—d—1 < Cfl - Cd-
min >3 ¢Bias d
llell=1 O

Die Konstante Cy ist also eine obere Schranke fiir die Kondition der B-Spline Basis.
Es sei erneut darauf hingewiesen, dass C,; unabhéngig von der Wahl der Knotenfol-
ge und damit auch unabhéngig von den Sprungstellen der v-reguléren stiickweisen
Polynome aus Il ¢, ist. Dies ist bemerkenswert, da die Kondition der Basis der ab-
geschnittenen Potenzfunktionen beliebig grofl werden kann, wenn die Sprungstellen
ungiinstig gewihlt werden (vgl. Abschnitt 3.2). Die Basis der B-Splines weist keinen
der beiden Schwachpunkte der Basis der abgeschnittenen Potenzfunktionen auf und
ist deshalb in numerischen Berechnungen zu bevorzugen.

Satz 3.14 liefert lediglich die Existenz der Konstante Cy. Auf der Grundlage von
numerischen Experimenten wird vermutet, dass C; 24-3 ist. Ein Beweis dafiir
konnte jedoch noch nicht gefunden werden. Scherer et. al [61] konnten lediglich
zeigen, dass Cy < (d+1)2% ist und damit die Vermutung bis auf einen polynomiellen
Faktor bestétigen.

3.3.2 Ableitung von B-Splines

In diesem Abschnitt wird die Ableitung von B-Splines diskutiert. Mithilfe dieser
Ableitung kann eine Formel fiir die Ableitung von v-regulédren stiickweisen Polyno-
men hergeleitet werden. Die Ableitungen sind dabei im Sinne von Definition 3.3 zu
verstehen. Die Uberlegungen dieses Kapitels beruhen auf dem folgenden Satz.

Satz 3.16. Es gilt

(0 falls 7 = Tiyq11
d
—— B4 1.(2) falls 711 = Titan
Titd — Ti
d LBZH d—1,(7) falls 7 = T4
@B@daf(@ =\ Titd+1 — Tivr (3:20)
d
—— B, 41-(x)
Titd — Ti
d
———————Biy1a-1.-(x) sonst

\ Titd+1 — Ti+1

fiiri=0,...,0—d—1.

Beweis. Ein Beweis ist in [7, S. 115 f.] angegeben. O
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Wie bei der Definition der B-Splines (3.9) wird im Folgenden auf die Fallunterschei-
dung in (3.20) verzichtet und lediglich

d d d

—Big-(t) = ——B;j41.(t) — ———— B 1 4-1.(x 3.21

dz i, (2) Tird — T; i,d 177( ) Tirdil — Titt i+1,d-1,7 () ( )
geschrieben. Per Konvention werden die Terme, in denen als Nenner Null auftritt,
durch Null ersetzt. Dies ist dadurch motiviert, dass die Funktionen B, 4_;, und
Bit1,4-1+ per Definition die Nullfunktionen sind, falls 7, = 7,44 bzw. 741 = Titay1.
Dariiber hinaus konvergieren B; 41 und d

. . Ti4+d—Ti 7'. . Titd+1—Ti+1
lar 3.12 punktweise gegen die Nullfunktion fiir 7; — 7;.4 bzw. 7,11 — Ti1qs1-

Bit1.4-1,, nach Korol-

In Abbildung 3.7 sind die Ableitungen einiger B-Splines dargestellt. Abbildung 3.7a
zeigt die Ableitung eines B-Splines vom Grad d = 1 mit dquidistanten Knoten. Der
B-Spline ist stiickweise linear mit einem , Knick“ in x = 1. Die Ableitung ist folglich
eine stiickweise konstante Funktion mit einem Sprung in z = 1. Im Punkt z = 1 ist
die Ableitung nach Definition 3.3 rechtsseitig zu verstehen. In Abbildung 3.7b ist die
Ableitung eines B-Splines vom Grad d = 2 mit dquidistanten Knoten abgebildet.
Der B-Spline ist stetig differenzierbar und folglich ist die Ableitung eine stetige
stiickweise lineare Funktion. Im Falle eines doppelten Knoten in x = 1 ist der B-
Spline an dieser Stelle nicht mehr differenzierbar. Dies ist in Abbildung 3.7¢ zu sehen.
Die Ableitung ist folglich an der Stelle x = 1 unstetig. Die Ableitung ist auch hier
rechtsseitig zu verstehen. Abbildung 3.7d zeigt die Ableitung eines B-Splines vom
Grad d = 3. Dabei handelt es sich um eine stiickweise quadratische Funktion. Ein
doppelter Knoten in x = 1 hat einen Sprung in der Kriimmung des B-Splines zur
Folge. Die Ableitung hat deshalb einen ,,Knick“ an dieser Stelle.

Um die Ableitung eines v-reguldren stiickweisen Polynoms f € Ilg¢, zu bestimmen,
kann die Darstellung von f in der Basis der B-Splines (3.18) herangezogen werden.
Fiir die Ableitung von f folgt damit

(3.18) d
O () = ¢i—Bia-(2)
par dz
l—d—1
(3.21) d d
205 e (S Bia () - —Bz-ﬂ,d_lﬁ(x))
0 Tit+d — T Titd+1 — Ti41
l—d—1 I—d—1
cid cid
= Z Z—Bi7d_177—(13) — Z—Bi—i-l,d—l,ﬂ'(x)
i—o litd — Ti i—o itd+1 T Titl
I-d—1 l—d
cd c;1d
= l—Bi,d—l,T(x) - Z—Bi,d—l,f(m)
i—o itd — T i—y litd — Ti

(Fortsetzung der Rechnung auf Seite 35)
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Abbildung 3.7: Ableitungen von B-Splines
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(Fortsetzung der Rechnung von Seite 33)
I—d—1

Cod d(Cz — Ci—l)
= Bog-1,r ————Big 1
7o Do, (z) + ; S (x)
_gd
_ Mgl_dvd_u(x)
TI — Ti—d
I—d—1
(3.12) d(c; —ciq)
= ——————— B a1.-(x). 3.22
; Titd — Ti a1 (7) ( )

Gleichung (3.22) ist mit Vorsicht zu genieBen, da der Fall 7; = 7;,4 undefiniert ist.
Wie bereits argumentiert, ist in diesem Fall jedoch B, 4_;, die Nullfunktion und
%Bm_lﬁ konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion fiir 7, — 7,4 nach
Korollar 3.12. Die Ableitung von f lésst sich folglich durch eine Linearkombination
von B-Splines der Ordnung d — 1 mit den Koeffizienten

AL falls 7 £ Tiya
g = Titd — Ti fir ¢=1,...,l—d—1

0 sonst

darstellen. Hohere Ableitungen von f lassen sich damit analog zur obigen Herleitung
von fU) bestimmen. Sukzessives Anwenden von (3.22) fithrt auf

l—d—1
Z q[ ]Bzd nre(z) fir xely, (3.23)
mit
¢ falls n = 0
g% =N (d+1-—n) : =1 falls n > 1 und 7; # Tivgi1-n (3.24)
Ti+d+1—n T;
0 sonst

fir 0 <n<dundi=mn,....,l —d—1. Firn > d ist f(”) trivialerweise die
Nullfunktion.

3.3.3 Effiziente Berechnung von B-Splines

In numerischen Berechnungen miissen Funktionen héufig sehr oft ausgewertet wer-
den. Deshalb ist es wichtig, dass die Auswertung moglichst effizient geschieht. In
diesem Abschnitt werden zwei Algorithmen vorgestellt, welche eine effiziente Be-
rechnung von B-Splines und damit auch von v-reguléren stiickweisen Polynomen
ermoglichen.
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Sei f € Ilg¢, und 7 die geméB (3.16) und (3.17) konstruierte Knotenfolge. Aus der

Eigenschaft (3.12) folgt, dass auf dem Intervall [r;, 7;11) lediglich die B-Splines B; 4.,

mit ¢ = j —d, ..., j ungleich Null sind. Die Basisdarstellung (3.18) kann deshalb zu
J

flz) = Z ¢;Bigr(x) fir =z €[, Ti41). (3.25)

i=j—d

vereinfacht werden. Dieser Umstand lédsst sich ausnutzen, um effiziente Algorithmen
zum Auswerten von f herzuleiten. Analog zu (3.25) vereinfacht sich die Darstel-
lung (3.23) von f(™ zu

J
f(n) (l’) = Z qz[n}Bi,d,n’T(x) fir x € [Tj,Tj+1). (326)

i=j—d+n

[n]

Die Koeffizienten ¢; ' lassen sich mithilfe der Rekursion

G n=>0

[n] _ n-1]  [n—1]
4 = L — (3.27)
dr1-ni —%1 5y
Titd+1-n — Ti

fir0 <n<dund i =7j5—d+n,...,7 aus den Koeffizienten ¢; bestimmen. Im
Unterschied zu (3.24) kann in (3.27) auf die Fallunterscheidung, ob 7, = Ti1441-n
ist, verzichtet werden, wie Lemma 3.17 beweist.

Lemma 3.17. Seien j,n € N mit 0 < n < d. Des Weiteren sei 7; < 7j41. Dann gilt
Ti+d+1fn_7-i7é0 f'U/f’ Z:]_d+n7>j
Beweis. Da 7 monoton steigend ist, gilt

igj:>7i§7j
und

1>7]—d+n= Tifgr1-n > Tjs1-
Folglich ist 7; < 7; < Tj41 < Titd+1-n, alSO Tiygr1—y — 7 # 0. O

Sowohl (3.25) als auch (3.26) lassen sich darauf reduzieren, die Werte der B-Splines
zu bestimmen, welche auf dem Intervall [7;, 7j41) ungleich Null sind. Im Folgenden
werden zwei Algorithmen vorgestellt, welche diese Berechnung durchfiihren. Fiir eine
tibersichtlichere Darstellung wird fiir die Herleitung f(x) herangezogen. Es sei darauf
hingewiesen, dass beide Algorithmen auch verwendet werden kénnen, um die Ab-
leitung f(™(z) auszuwerten. Dazu miissen lediglich die Koeffizienten der Ableitung
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mithilfe von (3.27) berechnet und die Algorithmen mit dem Grad d — n durchge-
fiihrt werden. Im weiteren Verlauf sei der Index j so gewihlt, dass = € |75, 7j41) ist.
Insbesondere sei 7; < 7j41.

De Boors erster Algorithmus De Boors erster Algorithmus greift auf die Re-
kursionsformel (3.15) zuriick. Fiir « € 7, 7j41) gilt

i=j—d
(3.15) / (x — 1) ¢ J (Tivdr1 — T) G
= Bid-1, (ZE) + Bi"’l’d_lﬂ—(x)
imjq Titd = Ti isj—a Tid+l T Titl
J Jj+1
— Z wBZ,d—l,T(x) + Z M‘Bi,d—lﬂ'(q“)
=g Tird T Ti imjdt1 Hd T T
J
T—T;)Ci + (Titd — T) Ci—
_ Z ( z) 7 ( i+d ) 7 1Bi7d—1,7—(33)
i=j—d+1 Titd = Ti

(= Tj—a) ¢j-d By aa1-(x)+ (Tjr14d — ) ¢ Byora1n(2)
Tj — Tj—d n Tjt1+d — Tjt1 o

+

J
(3.12) Z (x —7)ci + (Tiva — ) Cia
= B

Titd — Ti b1 ()

i=j—d+1
Folglich ist
J J
f(x) = Z CiBi’d’T(QI) = Z Ti(x)Bi,dfl,TCE) fur xr € [Tj,Tj+1)
i=j—d i=j—(d—1)
mit
(x —7) ¢+ (Tixa — ) ¢iq

ri(x) = S—— , i=j—(d-1),...,].

Sukzessives Anwenden dieser Prozedur fiihrt auf den Zusammenhang

J

f(z) = Z rl[k] (x)Big—k-(x) fir =z €1, Tit1) (3.28)
i=j—(d—F)
mit
C; k=0
(%] o _ _
i (@)= @ —m) @) + Firans — 2) (@) k>0 (3:29)

Titd+1-k — T

fir0<k<dundi=j—(d—k),...,7. Der Fall 7; = 7,441 ist nach Lemma 3.17
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0
cj*d = 'I‘gld(l‘)

N

1
Can =T g (@) — (@)

0] d—1
¢t =1 (@) o @)

=@ = @ o Aw) — )

Abbildung 3.8: Zusammenhang zwischen den Polynomen rltl ()

%

ausgeschlossen. Das v-reguldre stiickweise Polynom f vom Grad d kann folglich als
Linearkombination von B-Splines vom Grad d — k dargestellt werden. Anstelle der
konstanten Koeffizienten ¢; treten dann Polynome rz[k] (x) vom Grad k. Setzt man

nun k = d, so vereinfacht sich (3.28) zu
N () = ) g o
flz) = T (z)Bjo,(x) = T (x) fir =€ [r,7m).

Der Wert f(z) kann also bestimmt werden, indem das rekursiv definierte Poly-
nom r;" (z) ausgewertet wird.

In Abbildung 3.8 ist der Zusammenhang zwischen den Polynomen rl[k] (x) dargestellt.

Ausgehend von den Koeffizienten ¢; = 7“1[0] () kann der Wert rj[d] (x) = f(z) mithilfe
der Rekursionsformel (3.29) berechnet werden. Diese Rekursion bildet den Kern von
de Boors erstem Algorithmus. Durch geschicktes Ausfithren kann sie sehr effizient
geschehen. Insbesondere muss der Fall, dass der Nenner in (3.29) gleich Null ist, nicht
behandelt werden. Per Konstruktion ist dieser Fall ausgeschlossen. In Anhang A.1
ist eine ausfiihrliche Herleitung von de Boors erstem Algorithmus dargestellt. In

Algorithmus 2 ist der Algorithmus zusammengefasst.

De Boors zweiter Algorithmus Auch de Boors zweiter Algorithmus basiert auf
der Rekursionsformel (3.15). Es wird ausgenutzt, dass auf dem Intervall [7;,741)
nach Satz 3.11 alle B-Splines aufler B, 4, mit ¢ = j — d, ..., konstant Null sind.
Dieses Wissen kann genutzt werden, um in der Rekursionsformel (3.15) lediglich
die notwendigen Terme zu berechnen: Terme, die ohnehin Null sind, miissen nicht
berechnet werden.

In Abbildung 3.9 sind die Abhéngigkeiten zwischen den B-Splines, die auf dem In-
tervall [7;, 7;+1) ungleich Null sind, schematisch dargestellt. Mit Pfeilen ist gekenn-
zeichnet, wie die B-Splines in der Rekursionsformel (3.15) zusammenhéngen. Durch
Nullen sind die Terme dargestellt, die sicher Null sind und daher nicht in der Re-
kursion beriicksichtigt werden miissen. Ausgehend von B (), dessen Wert per
Definition trivialerweise Eins ist, kénnen die Werte der B-Splines Bj 4 (x) berech-
net werden.
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Algorithmus 2 : De Boors erster Algorithmus

Eingabe :
d € N: Grad der B-Splines,
7 € R™*1: Knotenfolge,
¢ € R"=%: Koeffizienten der B-Spline Basisdarstellung,
r € R: Stelle, an der die B-Spline Basisdarstellung ausgewertet wird
Ausgabe : rj[-d] (x) = g:j—d ¢;Biar(x)
Initialisierung :
Wiihle Index j € N, sodass x € [7;, 7j41) ist,
Setze r = (¢j_g, .. .,c;) € R
for k=1,....d:
for s=0,...,d—k:

Tjts+1 — &

Vs=
Tjts+1 = Tj—dtk+s

rs= (]- - '75) Ts4+1 + YsT's

end
end
return rg
0
0 —> Bj_dqdr
Bj_(a-1),d-1,r ; Bj_dt1,4,x
0 Bi (a-1)+1,d-1,r
0 —> Bj 29~
0 — Bj_11,, — Bj_12, Bj-1d4-1 —> Bj_14r
Bjor=1 — Bj1r —> Bjar Bjd-1,r Z’ Bjar
0 7 0 4 0 0 4 0

Abbildung 3.9: Abhéngigkeiten der B-Splines mit Werten ungleich Null auf dem
Intervall [7;, 7j11)

Ausgabe von de Boors zweitem Algorithmus sind die Werte aller B-Splines vom
Grad d, welche auf dem Intervall [7;, 7j41) ungleich Null sind. Fiir gegebene Koeffizi-
enten ¢; kann aus diesen der Wert von f(x) aus der Basisdarstellung (3.25) bestimmt
werden.

Bei der Herleitung des Algorithmus wird ausgenutzt, dass einige Terme mehrfach
auftreten. Eine doppelte Berechnung dieser Terme wird vermieden und dadurch die
Effizienz des Algorithmus gesteigert. Dariiber hinaus wird durch geschicktes Aus-
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fithren der Rekursion lediglich ein Vektor zum Speichern der Werte der B-Splines
benotigt. Eine ausfiihrliche Herleitung von de Boors zweitem Algorithmus ist in
Anhang A.2 ausgefithrt. In Algorithmus 3 ist der Algorithmus zusammengefasst.

Algorithmus 3 : De Boors zweiter Algorithmus

Eingabe :

d € N: Grad der B-Splines,

7 € R Knotenfolge,

x € R: Stelle, an der die B-Splines ausgewertet werden
Ausgabe : Werte der B-Splines mit B; 4,(z) #0 (i =j —d,...,J)
Initialisierung :

Waihle Index j, sodass x € 7, Tj41) ist,

Setze b = (0,...,0) € R4
fors=1,...,d:

forr=s,...,1:
Tr—1 Tjtr
L
7—7"—1 - Tj_5+7=
w o brfl
r—1 — R 17
Tr—1— T
be A= (o= w
R
b1 = (1Y —x)w,—4
end
end

return b




Kapitel 4

Grundlagen der
Parameteridentifikation

In den verschiedensten Wissenschaftsgebieten werden mathematische Modelle ver-
wendet, um Prozesse zu beschreiben. Typische Anwendungen finden sich in den
Natur- und Ingenieurwissenschaften. Dort wird beispielsweise die Bewegung von
Fahrzeugen modelliert, um autonome Fahrmanover durchzufithren [59]. Die Anwen-
dungsbereiche mathematischer Modelle reichen jedoch deutlich weiter. So werden
etwa in den Wirtschaftswissenschaften mathematische Modelle herangezogen, um
das 6konomischen Wachstums von Volkswirtschaften zu charakterisieren [33]. In der
Medizin werden mathematische Modelle entwickelt, um die Ausbreitung von Pan-
demien [81] zu beschreiben. Solche Modelle kénnen genutzt werden, um Strategien
zur Einddmmung des Infektionsgeschehens [42, 84] sowie optimale Impfstrategien
der Bevolkerung zu entwickeln [21].

Bei der mathematischen Modellierung werden die Prozesse auf die wesentlichen Ef-
fekte reduziert und Gleichungen hergeleitet, welche diese Effekte beschreiben. Ma-
thematische Modelle beschreiben daher meist eine vereinfachte Form der Realitét.
Um dennoch moglichst viele Situation beschreiben zu kénnen, sind die Modelle typi-
scherweise von Parametern abhéngig. In einigen Féllen konnen die Parameter direkt
gemessen werden, oft ist dies jedoch nicht mdoglich. Stattdessen werden Messdaten
des Prozesses aufgenommen, welcher modelliert werden soll. Die Aufgabe der Pa-
rameteridentifikation besteht darin, die unbekannten Parameter so zu bestimmen,
dass das mathematische Modell die gemessenen Daten moglichst gut beschreibt.

In diesem Kapitel werden explizite und dynamische Parameteridentifikationsproble-
me vorgestellt. Der Schwerpunkt liegt dabei auf dynamischen Parameteridentifika-
tionsproblemen. Es werden die Herausforderungen der Problemklassen herausgear-
beitet und verschiedene Losungsansétze diskutiert.

41
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4.1 Explizite Parameteridentifikationsprobleme

Besonders einfache mathematische Modelle lassen sich explizit durch Funktionen
beschreiben. Dariiber hinaus kénnen die Parameter der Modelle Beschrankungen
unterliegen. Im Folgenden werden solche Modelle als explizite parameterabhéngige
Modelle bezeichnet.

Definition 4.1 (Explizites parameterabhingiges Modell). Seien ny,ng € N,
0 €O CR™ und t € R. Die Funktion ¢ : R x R" — R™ (t,0) — 1(t,0) heifst
explizites parameterabhingiges Modell. Die Variable t wird Zeit genannt. Der Vek-
tor 0 wird als Parametervektor und seine Eintrdige als Modellparameter bezeichnet.
Die Menge © beschreibt die zuldssigen Werte der Modellparameter.

Die Definitionen von n,,ng sowie 1, § und © werden im Folgenden als gegeben
vorausgesetzt.

Die Aufgabe der Parameteridentifikation besteht darin, die Modellparameter des
Modells zu identifizieren, sodass gegebene Daten bestmoglich durch das Modell ap-
proximiert werden. Dies wird in der folgenden Definition prézisiert.

Definition 4.2 (Explizites Parameteridentifikationsproblem). Sei n, € N. Gegeben
sei eine streng monoton wachsende Folge von diskreten Zeitpunkten (t;),_, n, € R™
mit t1 > to und t,, < ty. Dariiber hinaus seien diesen Zeitpunkten zugeordnete Da-

tenpunkte y; € R™ firi=1,...,n; gegeben. Dann heifit das Optimierungsproblem

0cO

min F(6) = 3 i — (t,,0)]3 (EPIP)
=1

explizites Parameteridentifikationsproblem.

Es ist moglich, mithilfe sogenannter Gewichte in der Zielfunktion F' von (EPIP) un-
terschiedliche Groflenordnungen der Daten zu beriicksichtigen und einzelne Daten-
punkte stiarker zu gewichten [63, S. 120]. Im Folgenden wird darauf jedoch verzichtet.
Hat die zuldssige Menge der Modellparameter die Form

© = {0 € R"|g(d) <0 und h(f) =0}

mit stetig differenzierbaren Funktionen g : R™ — R™ und h : R — R" so ist
(EPIP) ein nichtlineares Optimierungsproblem gemaf Definition 2.1. In (EPIP) wird
die quadrierte Abweichung zwischen den Datenpunkten und der Ausgabe des Mo-
dells minimiert. Es handelt sich deshalb um ein sogenanntes Least-Squares-Problem.
Fiir diese spezielle Klasse nichtlinearer Optimierungsprobleme wurden bereits viele
effiziente Losungsalgorithmen entwickelt, {iber welche im folgenden Abschnitt ein
Uberblick gegeben wird.
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4.1.1 Uberblick iiber numerische Lésungsverfahren von
Least-Squares-Problemen

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Resultate zu numerischen Losungs-
verfahren von Least-Squares-Problemen zusammengefasst. Fiir einen umfassenden
Uberblick iiber bekannte Methoden sei auf Bjorck [5] verwiesen.

Sind die Funktionen ; linear und gibt es keine Nebenbedingungen, d. h. © = R"?,
so kann die Losung von (EPIP) direkt berechnet werden. Dies kann zum Beispiel
mithilfe einer QR-Zerlegung geschehen, welche effizient iiber Householdertransfor-
mationen berechnet werden kann [10]. Durch eine Modifizierung der QR-Zerlegung
kann der Ansatz auch auf lineare Least-Squares-Probleme mit linearen Nebenbedin-
gungen erweitert werden [27]. Dariiber hinaus existieren verschiedene Algorithmen,
welche diinnbesetzte Strukturen in diesen Problemen ausnutzen [4, 19, 29].

Ein einfaches Verfahren zum Losen von Least-Squares-Problemen mit nicht-
linearen Funktionen 1¢; ohne Nebenbedingungen ist das Gauf-Newton-
Verfahren [47, S. 254 ff.]. Dabei handelt es sich um ein iteratives Verfahren.
Die grundlegende Idee ist es, die Zielfunktion mithilfe einer Taylor-Entwicklung ers-
ter Ordnung lokal um den Wert der aktuellen Iteration zu linearisieren. Durch Losen
des linearisierten Problems wird eine Suchrichtung zum Bestimmen des Wertes der
nédchsten Iteration berechnet. Ein weiteres weit verbreitetes Verfahren zum Losen
nichtlinearer Least-Squares-Probleme ohne Nebenbedingungen ist der Levenberg-
Marquardt-Algorithmus. Er wurde bereits 1944 von Levenberg [40] entwickelt und
1963 von Marquardt [45] wiederentdeckt. Der Levenberg-Marquardt-Algorithmus
verbindet das GauB-Newton-Verfahren mit einem Gradientenverfahren. Fiihrt die
Suchrichtung des Gauss-Newton-Verfahrens zu keiner wesentlichen Verbesserung
im Zielfunktionswert, so wird als Suchrichtung die Richtung des steilsten Abstiegs
stiarker gewichtet.

Methoden zum Losen des allgemeinen nichtlinearen Least-Squares-Problems (EPIP)
wurden unter anderem von Mahdavi-Amiri et al. [43, 44] entwickelt. Schittkowski [65]
schlagt vor, (EPIP) mittels SQP-Verfahren (vgl. Abschnitt 2.4.1) zu 16sen, um von
bereits vorhandenen Algorithmen zu profitieren. Er gibt jedoch zu bedenken, dass
Least-Squares-Probleme haufig schlecht konditioniert sind. Um sie dennoch effektiv
mit SQP-Verfahren zu 16sen, empfiehlt Schittkowski [65] deshalb eine Transformati-
on von (EPIP).

4.1.2 Alternative Zielfunktionen

In (EPIP) wird die quadrierte Abweichung zwischen den Datenpunkten und der
Ausgabe des Modells minimiert. Es kann gezeigt werden, dass dies die natiirliche
Wabhl ist, sollten die Daten einem normalverteilten Rauschen unterliegen [2]. Es
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ist jedoch auch moglich, andere Zielfunktionen zu betrachten. Beispielhaft seien an
dieser Stelle

ng My

F(6) = 3> wns| (@), — y(t. ) (41)
und -
P(6) = max oy | (), — (4. 6)| (42)

genannt. Beide Zielfunktionen sind nicht differenzierbar. Deshalb kann die in Kapi-
tel 2 vorgestellte Theorie zur nichtlinearen Optimierung nicht ohne Weiteres ange-
wendet werden. Es ist jedoch durch das Einfithren von weiteren Optimierungsvaria-
blen und Nebenbedingungen méglich, die Zielfunktionen (4.1) und (4.2) in differen-
zierbare Funktionen umzuformulieren. Fiir eine Darstellung der Umformulierung sei
auf Schittkowski [63, S. 35] verwiesen.

4.2 Dynamische Parameteridentifikationsproble-
me

Viele mathematische Modelle beschreiben die zeitliche Anderung eines Zustands mit-
hilfe gewohnlicher Differentialgleichungen. Ein solches zeitabhéngiges Modell wird
im weiteren Verlauf der Arbeit als dynamisches Modell bezeichnet.

Definition 4.3 (Parameterabhéngiges dynamisches Modell). Seien n,,n,,n, € N,
[to.tf] C R und p € P C R"™. Die Funktion f : [to,tf] x R™ x R™ x R"™ — R"™ sei
stetig und beziiglich des zweiten und dritten Arguments stetig partiell differenzierbar.
Die Differentialgleichung

a(t) = f(tx(t),ult),p), to<t<ty (4.3)

wird parameterabhéngiges dynamisches Modell genannt.

Die Grife x(t) = (x1(t),...,x,, ()" € R™ heifst Zustandsvektor zum Zeitpunkt t.
Durch den Steuervektor u(t) = (ui(t),...,un, ()T € R™ kann das Modell beein-
flusst werden. Die FEintrage des Zustands- und Steuervektors werden als Zusténde
bzw. Steuerungen bezeichnet. Der Vektor p wird Parametervektor und seine Ein-
trige Modellparameter genannt. Die Menge P beschreibt die zuldssigen Werte der
Modellparameter.

Die Definitionen von ng,n,,ny, to, ty sowie f, p und P werden im Folgenden als
gegeben vorausgesetzt. Die Funktion f sei stetig und beziiglich des zweiten und
dritten Arguments stetig partiell differenzierbar. Es wird davon ausgegangen, dass
das dynamische Modell keinen Unsicherheiten unterliegt.
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Die Aufgabe der Parameteridentifikation ist Folgende: Gegeben seien Daten fiir die
Zustéande und die Steuerungen. Gesucht sind die Modellparameter, welche das Mo-
dell so beeinflussen, dass es die gemessenen Zustéande bestmoglich approximiert. Dies
wird in Definition 4.4 préazisiert.

Definition 4.4 (Dynamisches Parameteridentifikationsproblem). Seien ny,n; € N
mit ny < n,. Gegeben sei eine streng monoton wachsende Folge von diskreten
Zeitpunkten (t;),_y  ,, € R™ mit t > 1o und t,, < t;. Dariiber hinaus seien
diesen Zeitpunkten zugeordnete Daten fir die Zustinde T; € R™ und die Steue-
rungen u; € R™ fir i = 1,...,n, gegeben. Die Funktion ugy, : [to,tf] — R™
sei eine geeignete Approximation der Daten der Steuerungen. Die Zuordnung zwi-
schen den Indizes der gemessenen Zustinde und den Indizes der Zustinde sei
durch eine injektive Abbildung o :{1,...,nz} — {1,...,n.} gegeben. Der Vek-
tor x,(t) == (2o@)(t), - ... Toms)(t))" € R™ bezeichne den Vektor der gemessenen
Zustinde zum Zeitpunkt t. Dann heifit das Optimierungsproblem

roER"® peP

min _ F(p,x) =Y || — 2o (t)l5
h=1 (DPIP)
unter  &(t) = f (¢, x(t), uapp(t),p), to <t <ty,

I’(to) = 29
dynamisches Parameteridentifikationsproblem zum Anfangswert xq € R™.

Wie beim expliziten Parameteridentifikationsproblem (EPIP) ist es moglich, in der
Zielfunktion von (DPIP) mithilfe von Gewichten unterschiedliche Gréfienordnungen
der Zustédnde zu beriicksichtigen und einzelne Datenpunkte stédrker zu gewichten.
Darauf wird jedoch im weiteren Verlauf verzichtet.

Zum Auswerten des dynamischen Modells muss der Steuervektor zu beliebigen Zeit-
punkten bekannt sein. Typischerweise sind dagegen lediglich Daten der Steuerungen
zu diskreten Zeitpunkten gegeben. Die Funktion u,, ist eine Approximation dieser
Daten und dient zum Erzeugen des Steuervektors zu beliebigen Zeitpunkten. Im
einfachsten Fall ist w,p, eine stiickweise konstante oder lineare Approximation der
Daten der Steuerungen. Der Ansatz lésst sich verallgemeinern, indem ein allgemeines
v-regulares stiickweises Polynom zur Approximation verwendet wird. Dieser Ansatz
wird im weiteren Verlauf der Arbeit néher untersucht und deshalb an dieser Stelle
nicht weiter vertieft (vgl. Abschnitt 4.2.2.1).

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Menge der zuldssigen Werte der
Modellparameter von der Form

P ={p € R™[g(p) < 0 und h(p) = 0} (4.4)

mit stetig differenzierbaren Funktionen g : R"” — R™ und A : R™ — R™ ist.
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Dies ermoglicht das Losen von (DPIP) mithilfe von Methoden der nichtlinearen
Optimierung. Die Darstellung (4.4) schliefit insbesondere den Fall ein, dass fiir die
Modellparameter Box-Beschrinkungen der Form p; < p < p, mit p;,p, € R™
vorliegen.

Analog zum expliziten Parameteridentifikationsproblem ist die Minimierung der qua-
drierten Abweichung zwischen den Datenpunkten und der Ausgabe des Modells die
natiirliche Wahl, sollten die Daten einem normalverteilten Rauschen unterliegen [2].
Es ist auch moglich, wie in Abschnitt 4.1.2 diskutiert, andere Zielfunktionen zu
betrachten. Im folgenden Abschnitt wird ein Uberblick {iber numerische Lésungs-
verfahren von dynamischen Parameteridentifikationsproblemen gegeben.

4.2.1 TUberblick iiber numerische Lésungsverfahren von dy-
namischen Parameteridentifikationsproblemen

Eine wesentliche Herausforderung beim Losen von (DPIP) besteht darin, dass fir
die Auswertung der Zielfunktion das Anfangswertproblem

E(t) = f(t,x(t), uapp(t), p), to <t <ty,

(k) = 20 (4.5)

gelost werden muss. Im Allgemeinen kann die Losung von (4.5) nicht analytisch
bestimmt werden und muss deshalb numerisch approximiert werden. Zu gegebe-
nem Anfangswert o und Modellparametern p kann das Anfangswertproblem (4.5)
mit numerischen Verfahren zum Losen gewohnlicher Differentialgleichungen geldst
werden. Fiir eine ausfithrliche Ubersicht iiber die Thematik sei auf Deuflhard und
Bornemann [15] verwiesen.

Ein naiver Losungsansatz fir (DPIP) ist das sogenannte Schiefiverfahren. Sofern
nicht anders angegeben, beruht dieser Absatz auf Schittkowski [63, S. 128 ff.]. Beim
Schiefiverfahren wird (DPIP) mithilfe eines iterativen Optimierungsverfahrens ge-
16st. Fiir jede Auswertung der Zielfunktion wird das Anfangswertproblem (4.5) nu-
merisch gelost. Dies kann zum Beispiel mittels eines Einschrittverfahrens [15] gesche-
hen. Der Losungsansatz mag auf den ersten Blick intuitiv sein, hat jedoch mehrere
Nachteile. Zum einen ist die Zielfunktion des formulierten Optimierungsproblems
stark nichtlinear. Dadurch besitzt das Optimierungsproblem moglicherweise viele lo-
kale Minima und ist nicht konvex. Infolgedessen ist es schwierig, eine gute Losung von
(DPIP) zu finden. Zum anderen héngt die Losung des Anfangswertproblems (4.5) oft
empfindlich vom Anfangswert und den Modellparametern ab. Aulerdem kommt es
beim numerischen Losen des Anfangswertproblems unweigerlich zu Fehlern, welche
den Einfluss einer schlechten Schatzung fiir den Anfangswert und die Modellpara-
meter noch weiter verstidrken. Dieser Effekt kommt insbesondere dann zu tragen,
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wenn (4.5) {iber einen langen Zeitraum geldst werden muss. Deshalb ist es wichtig,
gute Startschatzungen fiir den Anfangswert und die Optimierungsvariablen anzu-
geben. Eine passable Startschiatzung fiir den Anfangswert kann moglicherweise aus
den Daten fiir die Zusténde bestimmt werden. Fiir die Modellparameter ist es dage-
gen mitunter ein Problem, eine gute Startschitzung zu bestimmen. Selbst bei einer
scheinbar guten Startschiatzung kann der Fehler zwischen der initialen und der opti-
malen Losung grof3 sein, wenn es sich um eine instabile Differentialgleichung handelt.
Dariiber hinaus kann es vorkommen, dass das Anfangswertproblem (4.5) aufgrund
von Singularitdten oder numerischen Instabilitdten nicht auf dem gesamten Zeitin-
tervall gelost werden kann. Zumindest letztere Probleme kénnen verringert werden,
wenn zum Losen des Anfangswertproblems (4.5) ein Mehrfach-SchieSverfahren ver-
wendet wird. Fiir Details zu diesem Ansatz sei auf Bock et al. [6] und Voss et al. [80]
verwiesen.

Der Ansatz der vollen Diskretisierung verfolgt eine andere Herangehensweise, um
(DPIP) zu 16sen. Nach dem Vorbild der direkten Verfahren zum Losen von Optimal-
steuerungsproblemen wird (DPIP) mithilfe einer Diskretisierung in ein nichtlineares
Optimierungsproblem iiberfiithrt [3]. Das Vorgehen ist dabei wie folgt: Anstatt ei-
nes kontinuierlichen Zeitintervalls werden diskrete Zeitpunkte betrachtet. Fiir jeden
diskreten Zeitpunkt und Zustand wird eine Optimierungsvariable eingefiihrt, welche
den Wert des Zustands an dem Zeitpunkt beschreibt. Die Losung des Anfangswert-
problems wird an den diskreten Zeitpunkten mithilfe eines geeigneten Diskretisie-
rungsverfahrens approximiert. Eine Moglichkeit, das Anfangswertproblem (4.5) zu
diskretisieren, ist mittels impliziter Einschrittverfahren [15, S. 128 ff.]. Dieses Vor-
gehen fiithrt auf ein im Allgemeinen nichtlineares Gleichungssystem, welches von
einer Losung des diskretisierten Problems erfiillt sein muss. Das Gleichungssystem
wird als Nebenbedingung in das Optimierungsproblem aufgenommen. Eine Losung
des Optimierungsproblems ist folglich auch eine Losung des diskretisierten Anfangs-
wertproblems.

Der Losungsansatz der vollen Diskretisierung fiithrt auf ein hochdimensionales Op-
timierungsproblem mit einer groffen Anzahl an Nebenbedingungen. Auf den ersten
Blick scheint dieser Ansatz komplizierter, als (DPIP) mittels SchieBverfahren zu 16-
sen. Der Ansatz der vollen Diskretisierung hat jedoch auch Vorteile. Beim direkten
Losen von (DPIP) muss in jeder Iteration das Anfangswertproblem (4.5) gelost wer-
den, um die Zielfunktion auswerten zu kénnen. Die damit einhergehenden Probleme
wurden zuvor bereits diskutiert. Beim Ansatz der vollen Diskretisierung ist dies nicht
notig, da die Losung des Anfangswertproblems implizit wahrend des Losungsprozes-
ses des Optimierungsproblems bestimmt wird. Zur Losung des formulierten Opti-
mierungsproblems kann ein SQP-Verfahren verwendet werden (vgl. Abschnitt 2.4).
Fiir eine moglichst effiziente Implementierung kann die spezielle Struktur des Diskre-
tisierungsverfahrens fiir das Anfangswertproblem ausgenutzt werden. Es stellt sich
heraus, dass die Jacobi-Matrix der Nebenbedingungen sowie die Hesse-Matrix der
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Lagrange-Funktion diinn besetzt sind [16]. Dies ermoglicht ein effizientes Losen des
formulierten Optimierungsproblems sowohl in Hinblick auf die Laufzeit als auch den
Speicherbedarf des Algorithmus.

Fiir den Ansatz der vollen Diskretisierung ist es auch moglich, ein anderes Diskre-
tisierungsverfahren zur Approximation der Losung des Anfangswertproblems (4.5)
zu verwenden. So nutzen Tsang [75] sowie Tjoa und Biegler [74] ein Kollokations-
verfahren zum Diskretisieren des Anfangswertproblems [15, S. 268 ff.]. Wé&hrend
Tsang [75] Polynome als Ansatzfunktionen fiir das Kollokationsverfahren verwen-
det, nutzen Tjoa und Biegler [74] Lagrange-Polynome.

Ein weiteres Losungsverfahren von (DPIP), das keine Methoden der nichtlinearen
Optimierung verwendet, ist der Kalman-Filter [35]. Dabei handelt es sich um einen
sogenannten Zustandsschétzer, welcher iterativ die Modellparameter und Zustén-
de identifiziert'. Kalman-Filter beruhen auf statistischen Uberlegungen und koénnen
auch Unsicherheiten im Modell beriicksichtigen [72]. In seiner urspriinglichen Form
kann der Kalman-Filter lediglich auf lineare und zeitlich diskrete Modelle angewen-
det werden. Er ldsst sich aber auf nichtlineare und kontinuierliche Probleme, wie
(DPIP) erweitern. Es wird dann vom erweiterten kontinuierlichen Kalman-Filter
(engl.: continuous-time extended Kalman filter) gesprochen [71]. Da in dieser Arbeit
schwerpunktméfig Methoden der nichtlinearen Optimierung thematisiert werden,
wird auf eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie zum Kalman-Filter verzichtet.
Fiir weitere Informationen zu dem Thema sei auf Simon [72] verwiesen.

Im Folgenden wird ein alternativer Ansatz zum Losen von (DPIP) vorgestellt: die
sogenannte Kollokationsmethode.

4.2.2 Kollokationsmethode

Kollokationsmethoden” verfolgen einen anderen Losungsansatz fiir (DPIP). Die von
Swartz et al. [73] und Varah [76] vorgestellte Methode besteht aus zwei Schritten.
Zunéchst werden die Daten der Zustédnde  durch eine Funktion z,,, approximiert.
Mithilfe dieser Approximation wird schliellich im zweiten Schritt das Optimierungs-
problem

1 — - - - -
min — Z ||j:app(ti) —f (t,;, Tapp(ti), Uapp(ti)vp)’

PEP N <
=1

2
2

(4.6)

mit n € N und #; € [to,t;] gelost, um die Modellparameter zu identifizieren. Eine
ausfiihrliche Herleitung von (4.6) ist in Abschnitt 4.2.2.2 gegeben. Um das Vektorfeld

'Um die Methode anwenden zu konnen, wird der Zustandsvektor um die Modellparameter
erweitert.

2In der Literatur findet man die Methoden auch unter dem Namen Principal Differential Ana-
lysis (PDA).
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f in (4.6) auswerten zu konnen, miissen im Allgemeinen die Werte aller Zusténde
bekannt sein. Aus diesem Grund miissen fiir jeden Zustand Daten vorliegen. Im
weiteren Verlauf wird deshalb davon ausgegangen, dass n, = nz und z, = x ist.

Der Ansatz der Kollokationsmethode umgeht das Losen des Anfangswertpro-
blems (4.5) und die damit einhergehenden zuvor diskutierten Schwierigkeiten. Wie
gut die Modellparameter durch die Kollokationsmethode identifiziert werden, ist al-
lerdings stark davon abhéngig, wie gut x,,, die Daten der Zustédnde und insbesondere
Tapp deren Ableitung approximiert [76].

In den folgenden Abschnitten werden die beiden Schritte der Kollokationsmethode,
Approximation der Daten und Identifikation der Modellparameter, naher erlautert.

4.2.2.1 Approximation der Daten

Urspriinglich wurden fiir z,p, Polynomfunktionen verwendet [73]. Es kénnen je-
doch auch andere Ansatzfunktionen, wie zum Beispiel Fourierreihen oder Wavelets
gewdhlt werden [52]. Besonders bewéahrt haben sich die flexiblen v-reguldren stiick-
weisen Polynome (vgl. Kapitel 3) [52]. Sie haben mehrere Vorteile: Zum einen sind
v-regulire stiickweise Polynome flexibel genug, um auch komplizierte Verldufe in
den Daten abbilden zu konnen. Zum anderen kann iiber den Vektor v beeinflusst
werden, welche Regularitit an den Sprungstellen gegeben sein soll. Auf diese Weise
kann Wissen iiber die Regularitédt der Zusténde in die Approximation einflielen.

Ist das Vektorfeld f des dynamischen Modells (4.3) n-Mal stetig differenzierbar
beziiglich ¢, so folgt trivialerweise, dass jede Losung von (4.3) (n + 1)-Mal stetig
differenzierbar ist. Dieses Wissen kann verwendet werden, um die Regularitidt der
Approximation an den Sprungstellen festzulegen. Unstetige Steuerungen fithren im
Allgemeinen auf ein unstetiges Vektorfeld f im dynamischen Modell (4.3). Dies ist
durchaus iiblich und entspricht oftmals einer optimalen Steuerung (z. B. Bang-Bang
Steuerung [41, S. 234]). Das dynamische Modell (4.3) kann in diesem Fall nicht
mehr im klassischen Sinne gelost werden. Es koénnen jedoch schwache Losungen
formuliert werden, welche nicht iiberall differenzierbar sind. Die Losungen weisen
moglicherweise , Knicke* an Stellen auf, an denen das Vektorfeld f unstetig ist. Durch
v-regulére stiickweise Polynome koénnen auch diese ,,Knicke* abgebildet werden.

Um moglichst variabel zu sein, werden sowohl der Grad, als auch die Sprungstel-
len und Regularitdtsbedingungen an den Sprungstellen fiir jeden Zustand separat
gewihlt. Werden fiir den j-ten Zustand B-Splines vom Grad d; und mit der Kno-
tenfolge 7; € RY*! als Basisfunktionen gewihlt, so hat z,,, die Gestalt

lj—d;j—1

Tapp.j(t;¢5) = Z CjiBia, () fir j=1,...,n, (4.7)

=0

mit geeigneten Koeffizienten ¢;; € R (vgl. Abschnitt 3.3). Sei N; := [; — d;. Die
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Koeffizienten der Approximationen ., ; werden so gewéhlt, dass der Fehler zwi-
schen den Daten und den Approximationen minimal ist. Ubliche Fehlermafie sind
die quadrierte Abweichung, der Absolutbetrag oder die negative Log-Likelihood-
Funktion [55]. Die folgenden Untersuchungen konzentrieren sich auf den Fall der
quadrierten Abweichung, wie urspriinglich von Varah [76] vorgeschlagen wurde. Da
die Koeffizienten der Approximationen unterschiedlicher Zusténde unabhéngig von-
einander sind, kénnen die Optimierungsprobleme

. —_ 2 .. .
ml%' Z <(xk)j - mapp»]'(tk; Cj)) fiir J= 17 ceey Ny (48)

formuliert werden. Es wird im weiteren Verlauf davon ausgegangen, dass keine Ne-
benbedingungen an die Koeffizienten ¢; gestellt werden. In der Praxis kann dies
durchaus der Fall sein, sollten Informationen {iber bestimmte Eigenschaften der Da-
ten bekannt sein. Bei (4.8) handelt es sich um explizite Parameteridentifikations-
probleme geméfl Definition 4.2. Sie konnen mittels der in Abschnitt 4.1 diskutierten
Methoden gelost werden. Da die Funktionen x,,,;, ; geméaf ihrer Definition (4.7) linear
in den Parametern ¢;; sind, kann das Losen von (4.8) duBerst effizient geschehen.

An dieser Stelle wird explizit auf die Vorziige von B-Splines als Basisfunktionen der
Approximationen eingegangen. Einsetzen von (4.7) in (4.8) fiihrt auf

2

ne lj—d;—1
H’III%I (fk>] — Z Cj,iBz',dj,Tj (tk> fir j = 1, ey Ny (49)
s ERY 5 i=0

Durch Definition von 77 := ((j:l)j,...,(a‘:m)j> € R™ und A7 € R™N mit

A?“ := Bi g, - (tx) kann (4.9) zu

min H:i:j—Ajcjﬂz fir j=1,...,n, (4.10)

cj E]RNj

umgeformt werden. Weil B-Splines kompakte Tridger haben und lediglich d + 1 Ba-
sisfunktionen in einem ¢, ungleich Null sind, ist die Matrix A7 diinnbesetzt. Dies
kann ausgenutzt werden, um in numerischen Verfahren Speicherplatz zu sparen.
Algorithmen koénnen die diinnbesetzte Struktur ausnutzen, um (4.10) effizient zu
16sen [29, 19]. Die Eintriige einer Zeile von A7 kénnen effizient mithilfe von de Boors
zweitem Algorithmus (Alg. 3) berechnet werden.

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dass das in diesem Abschnitt diskutierte Vor-
gehen in analoger Weise genutzt werden kann, um eine geeignete Approximation
der Daten der Steuerungen u zu bestimmen. Insbesondere ist es durch den Ansatz
mit v-reguléren stiickweisen Polynomen moglich, Spriinge in den Steuerungen, wie
sie beispielsweise bei Bang-Bang Steuerungen auftreten, abzubilden.
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Im néchsten Schritt der Kollokationsmethode werden die Modellparameter des dy-
namischen Modells identifiziert. Dazu werden die Approximationen Z,pp, ; genutzt.

4.2.2.2 Identifikation der Modellparameter

Um im zweiten Schritt der Kollokationsmethode die Modellparameter p des dyna-
mischen Modells zu identifizieren, wird der Fehler zwischen dem Vektorfeld f und
der Ableitung von x,,, minimiert [76]. Der Fehler héngt von den Koeffizienten ¢; der
Approximation sowie den Modellparametern p ab. Dabei sind die Koeffizienten c;
aus dem ersten Schritt der Kollokationsmethode bekannt. Fiir den j-ten Zustand sei

der Fehler durch

ty

: 2

Ej(cj,p) = / (Fapp,j (5 ¢;) = f5 (£, Tapp (t; ¢5), Uapp(t), p))” di (4.11)
to

definiert. Um das Losen des Integrals zu vermeiden, schldgt Varah [76] vor, statt £

einen diskreten Fehler zu betrachten. Sei dazu n € N und (gi)i:1 € R” mit t; > t,

und #, < t; eine streng monoton wachsende Folge von diskreten Zeitpunkten. Der
diskrete Fehler ist definiert durch

ej(cj, p) = l Z (i”app,j(fi;cj) — fj (Eivxapp(gi?Cj)auapp(gi)7p))2-

n <
1=1

n

Um die Modellparameter p zu identifizieren, werden schlielich die diskreten Fehler e;
minimiert. Es ergibt sich das Optimierungsproblem

Ny

ggg ej(cj,p) = Z [Fapp (£i; ) = f (Fir Tapp (Ei5 €), wapp (£i). p Hz (4.12)
j=1
Dabei ist ¢ := (c1,...,¢p,) der Vektor aller Koeffizienten von z,p,. Wird n = ny

und ¢; = t; gewahlt, so konnen die Daten der Steuerungen direkt in der Auswer-
tung von f verwendet werden und miissen nicht durch u,,, approximiert werden.
Mit v-reguldren stiickweisen Polynomen als Ansatzfunktionen fiir z,y, ldsst sich die
Ableitung Z,p, effizient und numerisch stabil mithilfe von de Boors erstem Algorith-
mus (Alg. 2) berechnen.

Bei (4.12) handelt es sich um ein explizites Parameteridentifikationsproblem geméf
Definition 4.2. Nebenbedingungen sind lediglich durch die Bedingung p € P gegeben.
Es kann mit den in Abschnitt 4.1 diskutierten Methoden gelost werden. Im Falle einer
linearen Abhéngigkeit der Funktion f von p ist (4.12) ein lineares Problem und kann
besonders effizient gelost werden.

In Abbildung 4.1 sind die beiden Schritte der Kollokationsmethode schematisch dar-
gestellt. Im ersten Schritt werden aus den Daten Z die Approximationen w,pp ; be-
stimmt. Im zweiten Schritt werden mithilfe dieser Approximationen unter Beriick-
sichtigung des dynamischen Modells die Modellparameter identifiziert.
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Daten z

Approximation der Daten

e

2
min Z ((ik)/ — Zapp,j (i (:‘,-)) fir j=1,...,n,

i €RN j

Zapp(5 €)

A

Identifikation der Modellparameter

n
Modell & = f 1}: C Fee) — F(F e (T o) i 2
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Modellparameter p

Abbildung 4.1: Schematisches Vorgehen bei der Kollokationsmethode

4.2.2.3 Vor- und Nachteile der Kollokationsmethode

In diesem Abschnitt werden Vor- und Nachteile der Kollokationsmethode diskutiert.
Die Kollokationsmethode zeichnet sich dadurch aus, das Parameteridentifikations-
problem (DPIP) in mehrere Teilprobleme aufzuteilen. Jedes Teilproblem fiir sich
ist verhaltnisméafig leicht zu losen. Um im ersten Schritt die Approximation der
Daten x,p, zu bestimmen, muss eine Reihe von linearen Least-Squares-Problemen
gelost werden. Dies kann mithilfe der in Abschnitt 4.1.1 vorgestellten Algorithmen
sehr effizient geschehen. Im zweiten Schritt der Kollokationsmethode werden die
Modellparameter identifiziert. Dazu wird die quadrierte Abweichung zwischen dem
Vektorfeld f des dynamischen Modells und der Ableitung von z,;,, minimiert. Op-
timierungsvariablen sind in diesem Schritt lediglich die Modellparameter. Da das
Losen des Anfangswertproblems (4.5) umgangen wird, konnen die Modellparameter
verhéltnisméafig schnell und mit wenig Aufwand identifiziert werden.

Damit die Modellparameter gut mithilfe der Kollokationsmethode identifiziert wer-
den konnen, ist es essentiell, dass die Approximation z,,, einerseits die Daten der
Zustdnde gut reprasentiert und andererseits ndherungsweise das dynamische Modell
erfiillt. Oftmals sind die Daten der Zustdnde verrauscht. Eine Uberanpassung von
Zapp an die Daten ist zu vermeiden, da dann das dynamische Modell voraussichtlich
nur schlecht erfiillt wird. Eine grofle Herausforderung bei der Kollokationsmethode
ist daher, eine gute Approximation x,p, zu bestimmen. Ein weiterer Nachteil ist, dass
fiir jeden Zustand Daten vorliegen miissen, um die Kollokationsmethode anwenden
zu konnen. Dies ist in praktischen Anwendung haufig nicht der Fall.

Im néchsten Abschnitt werden verschiedene Erweiterungen der Kollokationsmetho-
de diskutiert. Thr Zweck besteht darin, eine Uberanpassung von Tapp an die Daten
zu vermeiden und eine gute Approximation der Daten zu bestimmen. Wie sich her-
ausstellt, kann eine der Erweiterungen auch verwendet werden, um Parameteriden-
tifikationsprobleme zu l6sen, bei denen nicht alle Zustéinde gemessen wurden.
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4.2.2.4 FErweiterungen der Kollokationsmethode

Das in den Abschnitten 4.2.2.1 und 4.2.2.2 vorgestellte Vorgehen wird im weiteren
Verlauf als klassische Kollokationsmethode bezeichnet. In diesem Abschnitt werden
Erweiterungen der klassischen Kollokationsmethode diskutiert, deren Ziel es ist, eine
gute Approximation x,p, zu bestimmen.

Werden v-regulire stiickweise Polynome als Ansatzfunktionen gewéhlt und diese in
der Basis der B-Splines dargestellt, so gibt es mehrere Moglichkeiten die Approxi-
mation der Daten zu beeinflussen. Zum einen kann dies iiber den Grad der B-Splines
geschehen. Je hoher der Grad gewéhlt wird, desto glatter ist im Allgemeinen auch
die Approximation x,p,. Jedoch ist zu beachten, dass mit zunehmendem Grad auch
die Anzahl der Freiheitsgrade zunimmt. Dies kann mitunter dazu fithren, dass es
zur Uberanpassung an die Daten kommt. Des Weiteren kann iiber den Grad der
B-Splines Wissen iiber die Daten eingebracht werden. Ist etwa aus physikalischen
Uberlegungen bekannt, dass die Daten einem linearen Verlauf folgen, so sollten auch
B-Splines vom Grad Eins gewéhlt wéhlen. Zum anderen kann die Approximation
durch die Anzahl und Platzierung der Knotenpunkte beeinflusst werden. Werden
zu viele Knoten verwendet, so wird mogliches Rauschen in den Daten abgebildet
und es kommt zur Uberanpassung. Werden zu wenige Knoten gewihlt, so bildet
die Approximation die Daten moglicherweise zu ungenau ab und das dynamische
Modell wird nicht mehr richtig représentiert. Dariiber hinaus bietet die Platzierung
der Knotenpunkte die Moglichkeit, Wissen iiber die Daten in die Approximation
einflieBen zu lassen. Sollte etwa aus physikalischen Uberlegungen bekannt sein, dass
ein Zustand an einer bestimmten Stelle nicht differenzierbar ist, so kann an dieser
Stelle ein Knoten mit der entsprechenden Haufigkeit platziert werden.

Im Ansatz von Varah [76] werden der Grad der B-Splines sowie die Anzahl und
Platzierung der Knotenpunkte manuell angepasst, bis die Daten nach subjektivem
Empfinden bestmoglich approximiert werden. Zur Beurteilung wird eine grafische
Darstellung der Approximation verwendet.

Um eine Uberanpassung von Zapp an die Daten zu vermeiden, verfolgen verschie-
dene Variationen der Kollokationsmethode die Strategie, {iber einen Strafterm in
der Zielfunktion die Gldatte der Approximation zu regulieren. In vielen Ansédtzen
wird die Lo-Norm der r-ten Ableitung von z,,, minimiert [54, 55, 56, 67, 69]. Das
Optimierungsproblem (4.8) wird damit zu

. Nt 2 tf (T) 2
min > <(“_5k>j — app,j (Tk; Cj)) + O‘j/ [xap]p,j(t; Cj)] dt (4.13)
k=1

cj ERN] to

mit r; € {0,...,d;} und a; € Ry fiir j = 1,...,n,. Uber die Faktoren a; kann
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reguliert werden, wie stark der Einfluss des Strafterms auf die Approximation sein
soll. Der Strafterm kann fiir verschiedene Zustédnde unterschiedlich gewichtet wer-
den. Typischerweise wird r; = 2 gewéhlt [52]. Dies bedeutet anschaulich, dass die
Kriimmung der Approximation z,,, moglichst klein sein soll. Schwetlick und Schiit-
ze [67, 69] stellen Methoden vor, wie dariiber hinaus die Knotenfolgen der zugrunde-
liegenden B-Splines als Optimierungsvariablen in das Problem (4.13) aufgenommen
werden kdnnen.

Poyton et al. [52] geben zu bedenken, dass die durch (4.13) bestimmte Approxima-
tion das zugrunde liegende dynamische Modell unter Umstédnden nicht mehr zufrie-
denstellend erfiillt. Sie schlagen deshalb eine andere Strategie vor, um eine Uberan-
passung von T,p, zu vermeiden. Statt des auf der Lo-Norm beruhenden Strafterms
wird ein auf dem dynamischen Modell basierender Strafterm in der Zielfunktion
addiert. Zu gegebenen Koeffizienten ¢; und Modellparametern p ist der Fehler im
dynamischen Modell fiir den j-ten Zustand durch (4.11) gegeben:

ty )
Ey(c5o) = [ Gunlt565) = (g6 3, tan(0). )

to

Anders als in der klassischen Methode approximieren Poyton et al. [52] den Feh-
ler £; jedoch mittels eines numerischen Integrationsverfahrens. Zum Bestimmen der
Koeffizienten von z,p, schlagen Poyton et al. [52] das Optimierungsproblem

Ny Nt

min 33 (@)~ s i)+ BE o) (4.14)

c1€RN1,...,cn,c =1 k=1

mit 5; € Ry vor. Durch die Koeffizienten §; kann beeinflusst werden, ob der Schwer-
punkt der Optimierung auf einer guten Approximation der Daten oder auf dem
Einhalten des dynamischen Modells durch z,p, liegt. Es sollte ein kleiner Wert fiir
B; gewéhlt werden, wenn genaue Daten vorliegen und Unsicherheiten im dynami-
schen Modell bestehen. Sind die Daten dagegen ungenau und es gibt nur wenige
Unsicherheiten im dynamischen Modell, so sollte ein grofler Wert fiir 3; gewéhlt
werden. Eine gute Wahl von f; ist ausschlaggebend fiir das Gelingen des Ansatzes
von Poyton et al. [52]. Varziri et al. [77] leiten eine Formel her, welche unter ge-
wissen Annahmen eine optimale Wahl von 3; aus Unsicherheiten in den Daten und
dem dynamischen Modell berechnet. Die Schwierigkeit besteht dabei darin, diese
Unsicherheiten zu quantifizieren.

Bei der klassischen Kollokationsmethode werden im ersten Schritt die Koeffizienten
VO Zapp bestimmt. Im zweiten Schritt wird die Approximation der Daten genutzt,
um die Modellparameter p zu identifizieren. Das Problem (4.14) soll den ersten
Schritt der Kollokationsmethode ersetzen, also genutzt werden, um die Koeffizi-
enten von ,p, zu bestimmen. Nun héngt (4.14) jedoch explizit von den Modell-
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Abbildung 4.2: Schematisches Vorgehen bei der erweiterten Kollokationsmethode
nach Poyton et al. [52]

parametern p ab, welche erst im zweiten Schritt der Methode bestimmt werden.
Poyton et al. [52] und Varziri et al. [77] stellen zwei Auswege aus diesem Dilemma
vor.

Von Poyton et al. [52] wird folgendes iteratives Vorgehen vorgeschlagen. Zunéchst
wird eine Schétzung p® der Modellparameter bestimmt. Dies kann beispielsweise
durch die klassische Kollokationsmethode geschehen. Mit dieser Startschéatzung wird
das Problem (4.14) gelost, um Koeffizienten ¢ der Approximation zu berechnen.
Mithilfe von z,, (~, cm) konnen wie in der klassischen Kollokationsmethode Modell-
parameter pl!l bestimmt werden. Diese Iteration wird so lange wiederholt, bis eine
Konvergenz von ¢* und pl*! festgestellt wird. Das Vorgehen ist in Abbildung 4.2 sche-
matisch dargestellt. Die zuvor beschriebene Iteration wird so lange ausgefiihrt, bis
ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt ist. Die Wahl eines geeigneten Abbruchkri-
teriums ist dabei dem Anwender iiberlassen. Dem Autor sind keine Untersuchungen
zum Konvergenzverhalten des iterativen Ansatzes von Poyton et al. [52] bekannt.

Von Varziri et al. [77] wird als alternativer Losungsweg angeregt, die Modellpara-
meter p ebenfalls als Optimierungsvariablen in das Problem (4.14) aufzunchmen. Es
kénnen dann sowohl ¢ als auch p als Losung des Optimierungsproblems

c1€ERN ... .cp, ERNnz peP

min Z Z ((fk)J — Zapp,j (tk; Cj>>2 + BiEj(c;,p) (4.15)
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berechnet werden. Sowohl der iterative Ansatz von Poyton et al. [52] als auch der
Ansatz von Varziri et al. [77] konnen auf Probleme iibertragen werden, bei denen
nicht fiir alle Zustdnde Messdaten vorliegen. Die Approximation z,p, wird in diesem
Fall lediglich mithilfe der Informationen iiber das dynamische Modell bestimmt.

Problem (4.15) kann auch auf eine andere Weise interpretiert werden. Tsang [75] so-
wie Tjoa und Biegler [74] verwenden den Losungsansatz der vollen Diskretisierung,
um das Parameteridentifikationsproblem (DPIP) zu losen. Als Diskretisierungsver-
fahren fiir das Anfangswertproblem (4.5) verwenden sie dabei ein Kollokationsver-
fahren [15, S. 268 ff.]. Bei diesem Ansatz werden die Nebenbedingungen

i’app(Ti; C) —f (Tia xapp(T; C)v uapp(Ti)ap) =0 (416)

formuliert. An den sogenannten Kollokationspunkten 7; € [to,ty] soll die Ansatz-
funktion z,p, die Differentialgleichung erfiillen. In Problem (4.15) ist (4.16) nicht
als Nebenbedingung enthalten. Stattdessen wird das Residuum der Gleichung (4.16)
minimiert. Das Optimierungsproblem (4.15) kann in diesem Sinne als Relaxation des
Ansatzes der vollen Diskretisierung mit Kollokationsverfahren als Diskretisierungs-
verfahren interpretiert werden. Ein weiterer Unterschied zwischen den Ansétzen ist,
dass Tsang [75] sowie Tjoa und Biegler [74] Polynome bzw. Lagrange-Polynome als
Ansatzfunktionen wihlen und keine v-regulédren stiickweisen Polynome.



Kapitel 5

Analyse des Einflusses von Daten
auf die Parameter dynamischer

Modelle

Die Aufgabe der Parameteridentifikation besteht darin, anhand von Daten die Para-
meter eines mathematischen Modells zu identifizieren. In diesem Kapitel wird eine
Methode zum Analysieren des Einflusses der Daten auf die Modellparameter vor-
gestellt. Dabei werden insbesondere dynamische parameterabhéngige Modelle be-
trachtet.

5.1 Motivation

In Kapitel 4 wurden Methoden zum Identifizieren der Modellparameter in explizi-
ten und dynamischen parameterabhéngigen Modellen vorgestellt. Dabei wurde nicht
hinterfragt, ob die Daten {iberhaupt geeignet sind, um die Modellparameter zu iden-
tifizieren. Werden die Daten nicht hinreichend genau durch das mathematische Mo-
dell beschrieben, ist eine Identifikation der Modellparameter oftmals nicht méglich.
Doch auch falls das mathematische Modell den zugrundeliegenden Prozess addquat
beschreibt, ist nicht garantiert, dass die Modellparameter identifiziert werden kon-
nen. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn die Informationen zum Bestimmen der
Modellparameter nicht in den Daten enthalten sind.

Eine Kenngrofle aus der Statistik, mit der die Qualitét der identifizierten Modellpa-
rameter bewertet werden kann, ist die Fisher-Information [25, S. 228 ff.]. Die soge-
nannte Cramér-Rao-Ungleichung [57] besagt, dass unter gewissen Voraussetzungen
das Inverse der Fisher-Information eine untere Schranke fiir die Kovarianzmatrix der
Modellparameter ist. Damit kann beurteilt werden, wie genau die Modellparameter
anhand der gegebenen Daten theoretisch identifiziert werden kénnen. Je kleiner die

57
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Varianzen und Kovarianzen der Modellparameter sind, desto genauer kénnen die
Modellparameter bestimmt werden. Vor diesem Hintergrund ist es wiinschenswert,
dass die Daten bzw. das Experiment, welches zu den Daten fiihrt, eine mdoglichst
grofle Fisher-Information aufweisen.

Bei der sogenannten optimalen Versuchsplanung wird der Zusammenhang zwischen
einer groflen Fisher-Information und der Moglichkeit einer genauen Identifikation
der Modellparameter ausgenutzt [53]. Es wird ein Optimalsteuerungsproblem for-
muliert, welches als Ziel hat, die Steuerungen eines dynamischen Modells zu bestim-
men, welche die Fisher-Information maximieren. Ein Experiment, das mit diesen
Steuerungen durchgefiihrt wird, erzeugt zumindest theoretisch Daten, welche eine
genaue Identifikation der Modellparameter erlauben.

Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung der Hintergriinde zur Fisher-Information und
der optimalen Versuchsplanung miissen zunéchst einige theoretische Grundlagen der
Statistik und optimalen Steuerung erldutert werden. Dies wiirde iiber den Rahmen
dieser Arbeit hinaus gehen. Fiir mehr Informationen sei auf Georgii [25] und Pukels-
heim [53] verwiesen.

Mithilfe der Fisher-Information kann bestimmt werden, wie gut Daten unter statisti-
schen Gesichtspunkten geeignet sind, um die Modellparameter eines mathematischen
Modells zu bestimmen. Dies ist eine globale Information, weil die Daten als Ganzes
betrachtet werden. In dieser Arbeit wird eine Methode vorgestellt, wie mithilfe para-
metrischer Sensitivitédtsanalyse (vgl. Abschnitt 2.3) beurteilt werden kann, welchen
Einfluss bestimmte Bereiche der Daten auf die Identifikation der Modellparameter
haben. Im Gegensatz zur Fisher-Information handelt es sich hierbei um eine lokale
Information.

Es sei darauf hingewiesen, dass der hier vorgestellten Methode keine statistischen
Uberlegungen zugrunde liegen. Die Information, welche Datenbereiche die Modell-
parameter beeinflussen, kann folglich nicht genutzt werden, um zu quantifizieren wie
genau die Modellparameter unter statistischen Gesichtspunkten identifiziert werden
konnen. Dennoch ist die Information in verschiedener Hinsicht interessant.

Das Wissen dariiber, welche Daten tatséchlich einen Einfluss auf bestimmte Modell-
parameter haben, kann zu einem besseren Versténdnis des zugrundeliegenden mathe-
matischen Modells fithren. Oftmals sind physikalische Uberlegungen die Grundlage
der mathematischen Modellierung. Um den Einfluss verschiedener physikalischer Ef-
fekte zu beriicksichtigen, werden Terme zum Modell hinzugefiigt, welche typischer-
weise von Modellparametern abhéngen. Durch Vorwissen ist es oftmals moglich,
gewisse Bereiche in den Daten einem bestimmten physikalischen Effekt zuzuordnen.
Mit der vorgestellten Methode kann analysiert werden, ob die Modellparameter,
welche den Effekt im Modell beschreiben sollen, tatsédchlich durch diese Daten be-
einflusst werden. Ist dies nicht der Fall, so deutet das darauf hin, dass der Effekt nicht
korrekt durch das Modell beschrieben wird. Dieses Wissen kann genutzt werden, um
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das Modell zu verbessern.

Eine weitere mogliche Anwendung der in diesem Kapitel vorgestellten Methode greift
das Thema der optimalen Versuchsplanung auf. Mithilfe der Methode kann analy-
siert werden, welche Datenbereiche einen Einfluss auf die Identifikation bestimmter
Modellparameter haben. Sollte es Bereiche geben, welche keinen der Modellpara-
meter beeinflussen, so deutet das darauf hin, dass diese Daten nicht wichtig fiir
die Parameteridentifikation sind. Bei der Planung von weiteren Versuchen kann da-
her vermieden werden, solche Daten zu erzeugen. Dies ist insbesondere interessant,
wenn die Durchfithrung der Versuche mit hohen Kosten verbunden ist. Um Kosten
einzusparen, ist es wiinschenswert, lediglich notwendige Versuche durchzufiihren.

Im Zentrum der folgenden Untersuchungen stehen dynamische Parameteridentifika-
tionsprobleme (vgl. Abschnitt 4.2). Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass die Ideen
der vorgestellten Methode auch auf explizite Parameteridentifikationsprobleme {iber-
tragen werden konnen.

5.2 Analyse des Einflusses von Daten in dyna-
mischen Parameteridentifikationsproblemen
mittels parametrischer Sensitivititsanalyse

In diesem Abschnitt wird untersucht, welchen Einfluss Daten auf die Modellpara-
meter eines dynamischen parameterabhidngigen Modells nach Definition 4.3 haben.
Es wird das dynamische Parameteridentifikationsproblem

zro€ER™® peP

min _ F(p, ) := Z |z, — :Uo(tk)Hg
h=1 (DPIP)
unter () = f (¢, z(t), vapp(t),p), to <t <ty,

.Cl](to) = X

nach Definition 4.4 betrachtet. Es wird davon ausgegangen, dass (DPIP)
zum Losen auf ein nichtlineares Optimierungsproblem zuriickgefiihrt wird.
Die Menge der =zuldssigen Werte der Modellparameter sei daher von der
Form P = {p € R"™|g(p) < 0 und h(p) = 0} mit stetig differenzierbaren Funktio-
nen g : R™ — R™ und h: R™ — R™. Formal kann das resultierende Problem als
parametrisches Optimierungsproblem mit den Datenpunkten z, als Storparame-
tern aufgefasst werden. Mithilfe der parametrischen Sensitivitdtsanalyse (vgl. Ab-
schnitt 2.3) konnten die Sensitivitdten der optimalen Modellparameter beziiglich
der Datenpunkte bestimmt werden. Mithilfe der Sensitivitéiten liefle sich abschét-
zen, wie der Einfluss einzelner Datenpunkte auf die identifizierten Modellparameter
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ist. Dieser Ansatz ist jedoch nicht immer praktikabel, da es mitunter extrem viele
Datenpunkten gibt. Das Bestimmen der Sensitivitdten wire dadurch trotz effizien-
ter Berechnungsmoglichkeiten sehr zeitaufwéndig. Auflerdem wire der Einfluss eines
einzelnen Datenpunktes auf die identifizierten Modellparameter sehr gering und die
Sensitivitdten konnten durch Rauschen in den Daten beeinflusst werden.

Auch aus praktischer Sicht ist der Einfluss eines einzelnen Datenpunktes auf die
Modellparameter oftmals nicht von Interesse. Vielmehr soll der Einfluss eines Daten-
bereichs D C {Zy,...,&,,} beurteilt werden. Der Einfluss des Datenbereichs D kann
durch Summieren der Sensitivitdten beziiglich der einzelnen Datenpunkte z;, € D
bestimmt werden. Diese Berechnung liele sich vereinfachen, indem die Daten zu-
néchst in den Bereich D eingeteilt werden wiirden. Alle Datenpunkte des Bereichs
konnten mit einem kiinstlichen Stérparameter ¢ multipliziert werden. Fiir den No-
minalwert gy = 1 ergébe sich das urspriingliche Parameteridentifikationsproblem.
Durch Bestimmen der Sensitivitdten der optimalen Modellparameter beziiglich des
Storparameters ¢ konnte der Einfluss der Datenpunkte z, € D auf die Modellpa-
rameter bestimmt werden. Dieser Ansatz hat zum einen den Vorteil, dass weniger
Sensitivitédtsdifferentiale berechnet werden miissen. Zum anderen wére der Einfluss
von verrauschten Messdaten vermutlich kleiner, da das Rauschen innerhalb eines
Bereichs idealerweise ausgeglichen wird. Ein Nachteil des Ansatzes ist, dass bereits
vor dem Losen des Parameteridentifikationsproblems die Daten in Bereiche einge-
teilt werden miissen. Es ist nicht ohne Weiteres moglich, im Nachhinein eine andere
Einteilung der Daten vorzunehmen. Dieser Nachteil kommt insbesondere dann zum
Tragen, wenn das Losen des Parameteridentifikationsproblems aufwéndig ist und
viel Zeit in Anspruch nimmt.

Im Folgenden wird ein weiterer Ansatz zum Bestimmen des Einflusses einzelner Da-
tenbereiche auf die Modellparameter vorgestellt. Dieser zeichnet sich dadurch aus,
dass der Einfluss beliebiger Datenbereiche untersucht werden kann, ohne das Pa-
rameteridentifikationsproblem mehrmals l6sen zu miissen. Dariiber hinaus wird das
Berechnen der Sensitivitaten der Modellparameter beziiglich aller Datenpunkte ver-
mieden. Das Vorgehen ist schematisch in Abbildung 5.1 dargestellt. Zunéchst werden
die Daten durch v-regulire stiickweise Polynome approximiert (vgl. Abschnitt 3.1).
Als Basisfunktionen werden dabei B-Splines verwendet (vgl. Abschnitt 3.3). Auf die-
se Weise werden die Daten geglédttet und mogliches Rauschen reduziert. Als néchstes
werden die Modellparameter des dynamischen Modells identifiziert. Dabei werden
statt der Daten die Approximationen der Daten verwendet. In dem resultierenden
Optimierungsproblem kénnen die Koeffizienten der B-Splines in der Basisdarstellung
der Approximationen als Storparameter interpretiert werden. Mithilfe parametri-
scher Sensitivitdtsanalyse konnen die Sensitivitdten der optimalen Modellparameter
beziiglich dieser Koeffizienten bestimmt werden. Im Allgemeinen gibt es deutlich we-
niger Koeffizienten als Datenpunkte. Andernfalls wiirde die Approximation der Da-
ten keine gléttende Eigenschaft haben. Aus diesem Grund reduziert sich die Anzahl
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Approximation der Daten

durch stiickweise Polynome

Identifikation der Modellparameter
und Berechnung der Sensitivitaten

Interpretation

der Sensitivitaten

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der Analyse des Einflusses von Daten in
dynamischen Parameteridentifikationsproblemen

der zu berechnenden Sensitivitédtsdifferentiale. Um den Einfluss bestimmter Berei-
che in den Daten auf die Modellparameter zu beurteilen, werden die Sensitivitdten
interpretiert. Zunichst beziehen sich die berechneten Sensitivitiiten lediglich auf An-
derungen in den Koeffizienten der B-Splines. Dennoch ist es moglich, Riickschliisse
iiber den Einfluss beliebiger Datenbereiche zu ziehen. Dazu wird die Storung einzel-
ner Datenpunkten mit Anderungen in den Koeffizienten der B-Splines verkniipft. In
den folgenden Abschnitten werden die drei Schritte im Detail dargestellt.

5.2.1 Approximation der Daten durch stiickweise Polynome

Im ersten Schritt der vorgestellten Methode werden die Daten der Zusténde und der
Steuerungen durch v-regulédre stiickweise Polynome approximiert. Diese Wahl ist
aus mehrerer Hinsicht geeignet. Zum einen sind stiickweise Polynome flexibel genug,
um auch komplizierte Verldufe in den Daten abbilden zu koénnen. Zum anderen
kann iiber den Vektor v beeinflusst werden, welche Regularitéit an den Sprungstellen
gegeben sein soll. Auf diese Weise kann Wissen iiber die Regularitéit der Zustédnde
und der Steuerungen in die Approximation einflieen. Dies wurde bereits ausfiihrlich
in Abschnitt 4.2.2.1 diskutiert.

Als Basisfunktionen der v-reguléren stiickweisen Polynome werden B-Splines ge-
wéhlt. Fiir den j-ten gemessenen Zustand werde ein v-reguléres stiickweises Poly-
nom vom Grad df zur Approximation verwendet. Die zugehorige B-Spline Basis sei
durch die Knotenfolge 77 € Rt definiert. Dann hat die Approximation Tapp die
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Gestalt

l;.”fd;?fl

Fappj(t:65) = Y & Biare(t) fiir j=1,... n (5.1)

mit geeigneten Koeffizienten cj € RY 9. Analog werden die Daten der Steuerungen
durch v-reguldre stiickweise Polynome vom Grad dj approximiert. Es sei

l“ d“l

'&app,] Z C Bl d“ u t) flir j = 1, ey Ny, (52)

mit geeigneten Knotenfolgen 7;' € RY+! und Koeffizienten ¢j € RY =% . Es wird eine
Tilde zur Kennzeichnung der Approximationen verwendet, um Verwechslungen mit
den Approximation z,p,, und u,p, aus Kapitel 4 zu vermeiden.

Seien Nf = lj’ — d;’f’ und N;‘ = l}i — dy. Die Koeffizienten c;’f’ und c§‘ werden so
gewihlt, dass die quadrierte Abweichung zwischen den Daten und den Approxima-
tionen minimal ist:

2
mln Z ( xk — Zapp,j (tk; cf)) fir j=1,...,nz (5.3)
c; ER 7 k=1
und
ne 2
min_ ((ak)j - aapp,j(tk;c;)> fir j=1,..., 0. (5.4)
C“ERNJ k=1

Die Verwendung der B-Spline Basis hat zum einen die bereits in Abschnitt 4.2.2.1
diskutierten numerischen Vorziige. Zum anderen ist es fiir die vorgestellte Methode
von Vorteil, dass B-Splines kompakte Tréger haben. Die Koeffizienten ¢7; und ¢},
haben aus diesem Grund nur lokal einen Einfluss auf die Approximationen Z,p, bzw.
Uapp- Dadurch kann effizient berechnet werden, wie sich eine Stérung der Daten auf
die Koeffizienten der B-Splines auswirkt. Dies wird ausfiihrlicher in Abschnitt 5.2.3
beschrieben.

5.2.2 Identifikation der Modellparameter und Berechnung
der Sensitivititen

Im zweiten Schritt der Methode werden die Modellparameter des dynamischen pa-
rameterabhéngigen Modells identifiziert. Dabei werden statt der Daten die Appro-
ximationen Z,p, und @y, verwendet. Aus (DPIP) ergibt sich das Parameteridentifi-
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kationsproblem

min _ F (p,2o) 1= ) |1 Zapp (b5 ¢%) — 2o (t) 5

roER"® peP
h=1 (5.5)
unter  &(t) = f (¢, 2(t), Qapp (£;¢) ,p),  to <t <y,
I’(to) = 29
Dabei bezeichnen ¢ = (¢f,...,c% ) und ¢* = (c¥,...,c% ) die Vektoren der Koeffi-

zienten der B-Splines in den Basisdarstellungen der Approximationen aller Zustédnde
bzw. Steuerungen. In Problem (5.5) sind im Vergleich zu (DPIP) zum einen die Da-
ten Z durch die Approximation Z,p, ersetzt worden. Zum anderen ist die in (DPIP)
noch beliebige Approximation der Steuerungen u,;, durch die konkrete Approxima-
tion ,pp ersetzt worden.

Die im ersten Schritt bestimmten Approximationen Zp, und @,p, kénnen verwendet
werden, um (5.5) mit der Kollokationsmethode zu losen (vgl. Abschnitt 4.2.2). Dazu
wird vorausgesetzt, dass fiir alle Zustdnde Daten vorliegen. Zum Identifizieren der
Modellparameter wird in der Kollokationsmethode das Optimierungsproblem

1 S = x ~ T\ U 2
rp}lelf)ln_t Z ||Iapp(t/€;c ) - f(tkamapp(tk;c )auapp(tk;c )7p)H2 (56)
k=1

gelost. Die Koeffizienten der B-Splines ¢ und ¢* konnen in (5.6) als Stérparameter
interpretiert werden. Seien ¢®° und ¢*° die Nominalwerte der B-Spline Koeffizien-
ten im Optimierungsproblem (5.6) und p* die zugehorige optimale Losung. Mithilfe
der in Abschnitt 2.3 vorgestellten Konzepte der parametrischen Sensitivitdtsanalyse
konnen die Sensitivitatsdifferentiale

dp, |
d]C?x (p*,cw,()) fur J= ]-7 ooy, T= 17 s 7np (57)
j
und
dp, |
dZC?U (p*,cu’()) fﬁr v] - 17 e ’nu7 T = ]‘7 M )np (5-8)

J

der identifizierten Modellparameter beziiglich der Koeffizienten der B-Splines be-
rechnet werden. Die Losung von (5.6) hiangt im Allgemeinen nichtlinear von den
Modellparametern p sowie den Koeffizienten der B-Splines ¢* und ¢* ab. Deshalb
miissen die Sensitivitdten (5.7) und (5.8) in der Regel numerisch berechnet werden.

Durch eine geeignete Interpretation von (5.7) und (5.8) kann der Einfluss bestimmter
Datenbereiche auf die identifizierten Modellparameter bestimmt werden. Dies wird
im folgenden Abschnitt niaher erldutert.
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5.2.3 Interpretation der Sensitivititen

Der besseren Ubersicht halber konzentrieren sich die folgenden Uberlegungen auf die
Sensitivitaten drr/acz des r-ten Modellparameters beziiglich des j-ten Zustands. Sie
lassen sich in analoger Weise auf die Sensitivitédten der anderen Modellparameter und
beziiglich der iibrigen Zustdnde sowie der Steuerungen iibertragen. Auf die Indizes r
und j wird im Folgenden verzichtet. Dazu wird in diesem Abschnitt p := p,, ¢ 1= ¢7,
Ty, = (Zg); und Tapp = Tapp,; definiert.

Seien ¢” die Nominalwerte der Koeffizienten der B-Splines im Optimierungspro-
blem (5.6) und p* die zugehdrige optimale Losung. Aus einer Taylor-Entwicklung
erster Ordnung um p* folgt

p(e)=p+ L) (- )+ 0 (|6 - ) i i=0.. N1

bzw.

Ap = :—f (p*, CO) Ac; + O (|Aci|2) fir ¢=0,...,N—1 (5.9)
mit Ap := p(¢;) — p* und Ac; := ¢; — ). Eine Stérung Ac; im i-ten Koeffizien-
ten ¢! der Approximation F,p, verursacht folglich in linearer Niherung eine An-
derung Ap = ;—Z (p*, ®) A¢; im identifizierten Modellparameter p*. Je grofier der
Betrag der Sensitivitidten d¢/dc; ist, desto stéirker wirkt sich eine Storung des Koeffi-
zienten ¢ auf den Modellparameter p* aus. In den nichsten beiden Abschnitten wird
diskutiert, wie die Stérungen Ac; auf bestimmte Bereiche in den Daten zuriickgefiihrt
werden konnen. Mit dieser Information kénnen mithilfe von (5.9) Riickschliisse auf
den Einfluss der Bereiche in den Daten auf den Modellparameter p gezogen werden.

5.2.3.1 Beurteilung des Einflusses von Daten durch die kompakten Tri-
ger von B-Splines

Im Folgenden wird ein auf den ersten Blick intuitiver Ansatz beschrieben, wie mit-
hilfe der Sensitivitéten 9»/dc; der Einfluss bestimmter Bereiche in den Daten auf die
Modellparameter beurteilt werden kann. Bei diesem Vorgehen treten jedoch einige
Probleme auf. Die Probleme werden dargestellt und dienen als Motivation, im weite-
ren Verlauf der Arbeit eine alternative Vorgehensweise zur Beurteilung des Einflusses
bestimmter Bereiche der Daten auf die Modellparameter zu wéhlen.

Ein vermeintlich intuitiver Ansatz zum Beurteilen des Einflusses bestimmter Da-
tenbereiche auf die Modellparameter beruht auf der Tatsache, dass die Tréager von
B-Splines kompakt sind. Nach Satz 3.11 beschrénkt sich der Tréger von B; 4, auf
das Intervall [7;, Tj1441]. Aus der Darstellung (5.1) folgt, dass eine Stérung von ¢;
die Approximation Z,p, lediglich lokal auf dem Trager von B; 4, beeinflusst. In Ab-
bildung 5.2 ist die Anderung von Tapp infolge einer Storung Ac; dargestellt. Folglich
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7"/',;1 7"11 Ti,v+1 7'11:#2 Ti,v+3 Ti'+4
t
Abbildung 5.2: Anderung der Approximation der Daten Z,p, infolge einer Stérung
des Koeffizienten des i-ten B-Splines um Ac;

kann auch das Sensitivititsdifferential 4p/ac; mit dem Intervall supp B; 4, in Bezie-
hung gesetzt werden: Je grofler die Sensitivitét dv/de; ist, desto stérker ist der Ein-
fluss von ), im Intervall supp B, 4, auf den Modellparameter p. Die Funktion Z,pp
ist eine Approximation der Daten Zj, welche an den diskreten Zeitpunkten t; fiir
k=1,...,n, gegeben sind. Aus den vorherigen Uberlegungen konnte gefolgert wer-
den, dass die Daten 7, mit k& € {k:’ e{l,...,n} | ti € supp BM’T} einen starken
Einfluss auf die Identifikation des Modellparameters p haben, wenn die Sensitivité-
ten d2/de; grof} sind.

Weil die Tréger verschiedener B-Splines fiir d > 1 nicht disjunkt sind, entstehen bei
dieser Argumentation Probleme. Zwischen je zwei Knotenpunkten 7; und 7;,4 sind
die d + 1 B-Splines B;_44r, ..., Bi 4, ungleich Null. All diese B-Splines beeinflus-
sen die Approximation Z,,, im Intervall [7;, 7,41]. Folglich fithrt auch eine Stérung
jedes Koeffizienten ¢;_q, ..., ¢; zu einer Anderung der Approximation Zapp 1M In-
tervall [7;, 7;11]. Dies ist in Abbildung 5.3a fiir den Fall d = 2 dargestellt. Um den
Einfluss der Daten innerhalb des Intervalls auf den Modellparameter p zu bestimmen,
sollten folglich die Sensitivitéatsdifferentiale d/de; 4, .. ., 9P/de, beriicksichtigt werden.
Es ist allerdings unklar, in welcher Form dies geschehen soll. Wie in Abbildung 5.3b
dargestellt, wiirde eine Storung der Daten im Intervall [r;, 7;11] die Koeffizienten al-
ler B-Splines B;_44.r, .- ., Bi - beeinflussen. Folglich wiirde sich eine Stérung dieser
Daten im gesamten Intervall U;’:ifd supp Bj 4, auf die Approximation Z,p, auswir-
ken. Es ist daher schwierig, den Einfluss der Daten im Intervall [7;, 7;41] nur anhand
der Sensitivitdten 92/dc; g, . .., 9/de; zu beurteilen. Im néchsten Abschnitt wird des-
halb ein alternativer Ansatz zur Beurteilung des Einflusses bestimmter Bereiche der
Daten auf die Modellparameter erlautert.
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I<—[Ti,7’i+1]—>|

Ti—2 Ti—1 Ti Tit+1 Ti+2 Ti+3

(a) Auswirkung einer Storung der Koeffizienten der B-Splines im Inter-
vall [, Ti41] auf die Approximation Zapp
e U

7
j=i—d

suppBja,r >

Tiz2 Tic1 7 Tf+1 Ti‘+2 Ti‘+3
t
(b) Auswirkung einer Storung der Daten im Intervall [7;, 7;41] auf die
Approximation Zapp

Abbildung 5.3: Probleme bei der Beurteilung des Einflusses von Daten durch die
kompakten Tréager von B-Splines, beispielhaft fiir den Fall d = 2

5.2.3.2 Beurteilung des Einflusses von Daten durch die Sensitivititen
der Koeffizienten der B-Splines beziiglich der Datenpunkte

In diesem Abschnitt wird ein weiterer Ansatz vorgestellt, wie mithilfe der Sensiti-
vititen dp/de; der Einfluss bestimmter Bereiche der Daten auf die Modellparameter
beurteilt werden kann. Dabei ist eine beliebige Aufteilung der Daten zuléssig. Es
soll der Einfluss der Daten D C {7y | k=1,...,n;} auf den Modellparameter p
beurteilt werden. Dazu wird bestimmt, wie sich eine Storung der Daten D auf die
Koeffizienten der B-Splines auswirkt. Dies kann mithilfe einer parametrischen Sen-
sitivitdtsanalyse des Optimierungsproblems (5.3) geschehen. Durch Lésen von (5.3)
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werden die Koeffizienten der B-Splines bestimmt, welche im zweiten Schritt der vor-
gestellten Methode, dem Lésen von (5.6), als Nominalwerte verwendet werden.

Durch die Konvention dieses Abschnittes, dass der Index des konkreten Zustands
nicht mitgefiihrt wird, vereinfacht sich die Notation von Problem (5.3) zu

ne ne N-1 2
. - ~ 2 (5.1) _
min F(e) = Z (T — Tapp(tric))” = Z <xk — ; ciBi,d,T> : (5.10)

k=1 k=1

In (5.10) kénnen die Datenpunkte 7, als Storparameter aufgefasst werden. Seien z°

die Nominalwerte der Daten und ¢* eine optimale Losung von (5.10). Mithilfe von
Methoden der parametrischen Sensitivitdtsanalyse konnen die Sensitivitéatsdifferen-
tiale 4¢ (c*, z°) bestimmt werden. Analog zu (5.9) folgt aus einer Taylor-Entwicklung
erster Ordnung

X de; .
N — (¢, 7°) Az +0O (|AZ,[") fir i=0,...,N-1, k=1,...,n, (5.11)
Tk
mit Ac; = ¢; (z) — ¢f und Az, = T — 7). Per Konstruktion der vorgestellten

Methode wird die optimale Losung ¢* von Problem (5.10) als Nominalwert ¢ der
Koeffizienten der B-Splines in Problem (5.6) zum Identifizieren der Modellparameter
verwendet. Folglich ist ¢* = ¢ und aus (5.9) und (5.11) folgt niherungsweise

dCi
dzy,

Ap=—(p", )

1 (", 2°) Az, fir i=0,...,N—1, k=1,...,n,.

Storungen Az der Datenpunkte x, € D verursachen folglich ndherungsweise eine
Anderung

Ap (D) = Z 2_: 3—2 (p*, ) de; (,z°) Azy, (5.12)

: , dzy
T €D =0

im identifizierten Modellparameter p*. Mithilfe von (5.12) kann der Einfluss der
Daten D auf den Modellparameter p beurteilt werden. Resultiert eine Storung der
Daten in einem groBen Ap (D), so ist der Einfluss von D grof zu bewerten. Mehr
noch bietet (5.12) die Moglichkeit, den Wert des identifizierten Modellparameters
zu approximieren, sollten die Datenpunkte 7, € D um Az, gestort werden.

Die Verwendung der Sensitivitdten d¢/az zum Zuriickfithren des Einflusses der Daten
D auf die Koeffizienten der B-Splines scheint auf den ersten Blick kontraproduktiv
zu sein. So war es eine Motivation der Verwendung von B-Splines, dass nicht die Sen-
sitivitdten beziiglich aller Daten bestimmt werden miissen. Eine néhere Betrachtung
zeigt jedoch, dass die Sensitivitdten d¢/dz sehr effizient berechnet werden konnen.

Da es sich bei (5.10) um ein Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen handelt,
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kann die Berechnung der Sensitivitatsdifferentiale vereinfacht werden. Nach Satz 2.13
gilt
d
VLE (¢ 8) = (¢3%) = =VZ,F (¢2°) fir k=1...n.  (5.13)
Tk
Fiir den Gradienten der Zielfunktion F' von (5.10) gilt
ne N
<VCF> = 2 Z (ZL‘k - Z ciBi,d,T<t]€)> (—Bdeﬂ—(tk)) fiir ] = 0, .. 7]\/v — 1.
C = i=0

Fiir die zweiten Ableitungen der Zielfunktion folgt daraus

(vg) =23 Buag(t)Bias () fir =0, N -1 (5.14)
S k=1
und
2
(va> = 2Bjae(t) fir j=0,. N—1 k=1...n. (5.15)
-]7

Das Gleichungssystem (5.13) vereinfacht sich mit (5.14) und (5.15) zu

Ad—f (¢, 2°) =bp fiir k=1,...,n (5.16)
dl"k
mit
A€ RNXN, (A)l,j = Z Bl,d,r(tk>Bj,d,7—<tk) fir k= 1,...,n
k=1
und

v e RY, b5 = Bja-(ty) fir k=1,...,n.

Insbesondere sind sowohl die Matrix A als auch der Vektor b* unabhingig von der
optimalen Losung ¢* und den Nominalparametern z°. Sie hiéingen lediglich von den
Zeitpunkten der Daten sowie dem Grad und der Knotenfolge der B-Splines ab. Weil
B-Splines nach Satz 3.11 kompakte Triger haben, handelt es sich bei der Matrix A
um eine symmetrische Bandmatrix mit Bandbreite d. Es sind lediglich die Werte der
Hauptdiagonalen und der ersten d Nebendiagonalen ungleich Null.

Sowohl die Symmetrie als auch die Bandstruktur und damit einhergehende Diinnbe-
setztheit von A kann ausgenutzt werden, um das Gleichungssystem (5.16) effizient
zu losen. Im Allgemeinen ist die Matrix A indefinit. Wegen der Symmetrie von A
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bietet sich das sogenannte MINRES-Verfahren [49] zum iterativen Losen von (5.16)
an. Da (5.16) fiir eine Vielzahl von verschiedenen rechten Seiten b* gelost werden
muss, kann es von Vorteil sein, zunéchst eine Zerlegung der Matrix A zu berechnen.
Diese Zerlegung kann genutzt werden, um das Gleichungssystem zu den verschie-
denen rechten Seiten durch effizientes Vorwérts- und Riickwértseinsetzen direkt zu
16sen. Irony und Toledo [34] sowie Kaufman [37] stellen Algorithmen zur Zerlegung
von indefiniten symmetrischen Bandmatrizen vor.

5.2.4 Anmerkungen zur Methode

Im Folgenden werden einige Anmerkungen zur vorgestellten Methode zur Analy-
se des Einflusses von Daten auf die Modellparameter dynamischer Modelle mittels
parametrischer Sensitivitdten gemacht.

5.2.4.1 Vergleich des Einflusses der Daten verschiedener Zustinde und
Steuerungen

Die Uberlegungen in Abschnitt 5.2.3 wurden der besseren Ubersicht halber ledig-
lich fiir die Sensitivitdten drr/dez des r-ten Modellparameters beziiglich des j-ten
Zustands durchgefiihrt. Es sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, dass
die Uberlegungen vollstéindig analog fiir die Sensitivitdten der anderen Modellpara-
meter beziiglich der {ibrigen Zusténde sowie der Sensitivitdten der Modellparameter
beziiglich der Steuerungen durchgefiihrt werden konnen. Folglich kann mithilfe von
(5.12) berechnet werden, wie sich die Modellparameter &ndern wiirden, wenn die Da-
ten der verschiedenen Zustdnde und Steuerungen in bestimmten Bereichen variieren.
Um den Einfluss einzelner Datenbereiche zu beurteilen, ist es oftmals hilfreich, die
Resultate fiir verschiedene Zustédnde und Steuerungen in Relation zueinander zu be-
trachten. Da die Modellparameter im Allgemeinen mit einer Einheit versehen sind,
sollte der Vergleich fiir jeden Modellparameter einzeln erfolgen.

5.2.4.2 Alternative Bewertung des Einflusses der Daten

Mithilfe von (5.12) kann der Einfluss von Daten D C {z; | k=1,...,n;} auf den
Modellparameter p beurteilt werden. Resultiert eine Storung der Daten D in einer
grofien Anderung des Modellparameters p, so ist der Einfluss von D auf p groB.
Ein Nachteil dieses Ansatzes ist, dass es in (5.12) zur Ausloschung von Termen mit
unterschiedlichen Vorzeichen kommen kann. Um den Einfluss der Daten auf den
Modellparameter zu beurteilen, ist die explizite Anderung des Modellparameters
nicht zwingend erforderlich. Es kénnen auch andere Mafle herangezogen werden. Als
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alternative Bewertung des Einflusses von D auf p wird

N-1

dp

£ 0 dCi
dCZ'( ’C)

dzy,

(<, z°) Az, (5.17)

vorgeschlagen. Der Wert « (D) kann als mittlerer absoluter Einfluss der Datenpunkte
in D auf p interpretiert werden. Es scheint zweckméfig, die Storung der Datenpunkte
in (5.17) konstant zu wahlen, d. h. Az, =0 fiir 6 € R.

5.2.4.3 Grenzen der Methode

Die vorgestellte Methode beruht auf der Berechnung der parametrischen Sensiti-
vitdten d2/dc sowie d¢/dz und d¢/da. Diese werden in den optimalen Losungen der
Optimierungsprobleme (5.3), (5.4) und (5.6) ausgewertet. Die theoretische Grund-
lage fiir die Berechnung der Sensitivititen ist die Giiltigkeit des Sensitivititssat-
zes (Satz 2.13) Damit die vorgestellte Methode angewendet werden kann, miissen
folglich die Voraussetzungen des Sensitivitatssatzes erfiillt sein. Insbesondere miissen
die Losungen von (5.3), (5.4) und (5.6) die hinreichenden Optimalitatsbedingungen
zweiter Ordnung erfiillen. Dies ist vor allem in Problem (5.6) zum Identifizieren
der Modellparameter zu beachten. Sollten die Modellparameter nicht anhand der
Daten identifiziert werden kénnen, so sind die hinreichenden Optimalitdtsbedingun-
gen zweiter Ordnung oftmals nicht erfiillt. Konsequenterweise kann die vorgestellte
Methode in einem solchen Fall nicht angewendet werden.

5.2.4.4 Alternative Losungsverfahren des Parameteridentifikationspro-
blems

In Abschnitt 5.2.2 wurde vorausgesetzt, dass fiir alle Zustédnde Daten gegeben sind.
Dies ist notwendig, um Problem (5.5) mithilfe der klassischen Kollokationsmetho-
de zu 16sen. Sollten nicht alle Zustdnde gemessen worden sein, kann die erweiterte
Kollokationsmethode nach Poyton et al. [52] als Losungsverfahren genutzt werden
(vgl. Abb. 4.2). Die Sensitivititen kénnen in diesem Fall in den Optimierungspro-
blemen der letzten Iteration bestimmt werden.

Dariiber hinaus wire es denkbar, das Parameteridentifikationsproblem (5.5) mithil-
fe eines anderen Losungsansatzes, wie dem Ansatz der vollen Diskretisierung, auf
ein nichtlineares Optimierungsproblem zuriickzufiihren. In dem resultierenden Pro-
blem konnen die Koeffizienten der B-Splines als Storparameter aufgefasst und die
Sensitivitdten mithilfe parametrischer Sensitivitdtsanalyse berechnet werden.
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Numerische Auswertungen

In diesem Kapitel wird die in Kapitel 5 vorgestellte Methode zum Analysieren des
Einflusses von Daten auf die Parameter dynamischer Modelle anhand von Beispie-
len untersucht. Zum Losen der Optimierungsprobleme (5.3), (5.4) und (5.6) wird
die C++ Schnittstelle von WORHP (vgl. Abschnitt 2.4.2) verwendet. Dariiber hin-
aus werden Funktionalititen der im Rahmen des Projekts TOPAS3S' entwickelten
Software zum Losen von dynamischen Parameteridentifikationsproblemen genutzt.
Die Sensitivitétsdifferentiale d7r/acz und dpr/acy in Problem (5.6) werden mithilfe des
in WORHP integrierten Moduls WORHP Zen berechnet.

Die Interpretation der Sensitivitdten drr/acz und dPr/dcy ist in Python implementiert.
Dazu werden die Bibliotheken NumPy [48, 82] und SciPy [79] verwendet. Das Vi-
sualisieren der Ergebnisse geschieht mithilfe der Bibliothek Matplotlib [32]. In Tabel-
le 6.1 sind die Spezifikationen der verwendeten Hardware und Software aufgelistet.

Tabelle 6.1: Spezifikationen der verwendeten Hardware und Software

Hardware
Betriebssystem | Ubuntu 18.04.4 LTS
Prozessor Intel® Core™ i5-6200U CPU @ 2.30 GHz

Arbeitsspeicher | 16 GB

Software Version
WORHP 1.13-2
Python 3.6.9
SciPy 1.5.2
NumPy 1.19.1
Matplotlib 3.1.2

1http ://www.math.uni-bremen.de/zetem/cms/detail .php?id=20043
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In Abschnitt 6.1 wird erldutert, in welcher Form der Einfluss bestimmter Daten-
bereiche auf die Modellparameter eines parameterabhéngigen Modells visualisiert
werden kann. AnschlieBend wird die in Kapitel 5 vorgestellte Methode anhand eines
einfachen dynamischen Parameteridentifikationsproblems demonstriert. Schlieflich
wird die Methode verwendet, um in Abschnitt 6.3 den Einfluss von Daten auf die
Modellparameter eines Einspurmodells zu analysieren.

6.1 Visualisierung des Einflusses von Daten auf

die Modellparameter parameterabhingiger
Modelle

In diesem Abschnitt wird eine Visualisierung des Einflusses von Daten auf die Mo-
dellparameter parameterabhéngiger Modelle vorgestellt. Im Zuge der numerischen
Auswertungen wird diese Darstellung verwendet, um den Einfluss visuell zu beur-
teilen.

Es werden Daten zi,...,%,, zu den diskreten Zeitpunkten ¢t; < --. < ¢, betrach-
tet. Des Weiteren wird davon ausgegangen, dass der Einfluss von zeitlich zusam-
menhédngenden Daten D = {Z;,..., T n} fir 1 < ¢ < myund 0 < N < ny — i
beurteilt werden soll. Sei Ap (D) die Anderung des Modellparameters p, wenn die
Datenpunkte 7, € D um Az, gestort werden. Der Einfluss der Daten D auf den
Modellparameter kann mithilfe von Ap (D) beurteilt werden. Ist die Anderung des
Parameters gro, so haben die Daten D einen groBen Einfluss auf p. Ist die Anderung
des Parameters klein, so haben sie keinen grofen Einfluss. Der Wert Ap (D) kann
mittels (5.12) berechnet werden.

In Abbildung 6.1a ist der Einfluss der Daten D visualisiert. Die horizontale Ko-
ordinatenachse des Diagramms kennzeichnet den Verlauf der Zeit. Auf der linken
vertikalen Koordinatenachse ist der Wert des Zustands = aufgetragen. Die Daten-
punkte Z € D werden durch rote Kreuze in dem Diagramm dargestellt. Die iibrigen
Datenpunkte sind durch schwarze Punkte gekennzeichnet. Auf der rechten vertikalen
Koordinatenachse ist der Wert der Anderung des Modellparameters Ap aufgetragen.

Da die Daten D zeitlich zusammenhingend sind, konnen sie mit dem Inter-
vall [t;,t;4n] assoziiert werden. Der Einfluss von D auf den Modellparameter p ist
durch ein Rechteck in Abbildung 6.1a visualisiert. Die Breite des Rechtecks ent-
spricht der zeitlichen Ausdehnung der Daten. In diesem Beispiel erstreckt sich das
Rechteck iiber das Intervall [¢;,¢;; n]. Die Hohe des Rechtecks hat den Wert Ap (D)
und ist auf der rechten Koordinatenachse abzulesen. Um den Einfluss der Daten D
zu beurteilen, sollte die Anderung Ap (D) mit den Anderungen der Modellparameter
bei Stérungen von anderen Datenbereichen in Relation gesetzt werden.
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Abbildung 6.1: Visualisierung des Einflusses von Daten auf die Modellparameter
parameterabhéngiger Modelle

Es seien zeitlich zusammenhéngende, disjunkte Daten Dp, Dy, D3 C {Z1,...,Tpn, }
gegeben. Eine Stérung der Datenpunkte Zp € D; um AZj, resultiere in einer An-
derung Ap (D;) des Modellparameters p. Diese Anderungen kénnen wie zuvor be-
schrieben visualisiert werden. Die Visualisierung ist in Abbildung 6.1b dargestellt.
Die Datenmengen Dy, D, und Dj sind durch orangefarbene Punkte, griine Kreuze
bzw. lilafarbene Dreiecke gekennzeichnet. Es sind drei Rechtecke dargestellt, um den
Einfluss der drei Datenmengen zu visualisieren. Die Breite der Rechtecke ist etwas
groffer als die zeitliche Ausdehnung der Daten und so gewéhlt, dass die Rechtecke
aneinander anschlieflen. Die Hohe der Rechtecke entspricht dem Wert Ap (D;). Das
zu D; gehorige Rechteck ist schmaler als die anderen beiden Rechtecke. Folglich er-
strecken sich die Daten D; iiber ein kleineres Zeitintervall als die Daten D, und Ds.

Mithilfe der Rechtecke kann visuell beurteilt werden, wie der Einfluss der Daten
D1, Dy und D3 auf den Modellparameter p ist. Das zu D, gehorige Rechteck ist
hoher als die zu D; und D3 gehorigen Rechtecke. Folglich wiirden Stérungen Azy
der Datenpunkte 7, € D, die grofite Anderung des Modellparameters p verursachen.
Die Daten D, hétten somit den grofiten Einfluss auf den Modellparameter p. Eine
Storung der Daten D; hat dagegen den kleinsten Einfluss auf den Modellparameter.
Werden die Datenpunkte Z, € D3 um AZj gestort, so hétte dies eine negative
Anderung des Modellparameters zur Folge. Dies ist dadurch zu erkennen, dass das
zu D3 gehorige Rechteck in der unteren Halbebene des Koordinatensystems liegt.

Der Einfluss von Daten D auf den Modellparameter p wird in Abbildung 6.1 durch
die Anderung des Modellparameters Ap (D) bewertet. Wie in Abschnitt 5.2.4.2 dis-
kutiert, sind auch alternative Bewertungen, wie beispielsweise der mittlere absolute
Dateneinfluss « (D) geméB (5.17), denkbar. Der Einfluss liele sich komplett analog
zu den vorigen Uberlegungen visualisieren. Die Hohe der Rechtecke wire dann nicht
durch Ap (D) sondern durch & (D) gegeben.
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6.2 Analyse des Einflusses von Daten auf den Pa-
rameter eines einfachen dynamischen Modells

Im Folgenden wird das einfache dynamische Modell
i(t) = pu(t), tel01] (6.1)

betrachtet. Dabei ist sowohl der Zustand x als auch die Steuerung u eindimensional
und p € R ein skalarer Modellparameter. Es wird der Fall einer konstanten Steue-
rung u(t) = u € R untersucht. Die Losung von (6.1) kann in diesem Fall analytisch
berechnet werden und ist durch

x(t) = put + xo (6.2)

mit zo := 2(0) gegeben, wobei im Folgenden zy = 0 angenommen wird. Bei x handelt
es sich um eine lineare Funktion mit der Steigung pi. Der Modellparameter habe
den Wert p* = 2 und es gelte © = 0.5. Die Steigung von x ist folglich 1. Es seien
dquidistante Zeitpunkte 0 = ¢t; < --- < t,, = 1 und zugehorige exakte Daten der
Zusténde T € R™ und der Steuerungen u € R™ gegeben. Im Folgenden sei n, = 50.

6.2.1 Approximation der Daten

Zum Approximieren der Daten des Zustands z wird ein v-reguldres stiickweises
Polynom #,p, vom Grad d* = 1 verwendet. Da es sich bei  um eine lineare Funk-
tion handelt, konnen die Daten auf diese Weise exakt approximiert werden. Um
die Daten der Steuerungen zu approximieren wird ein v-reguléres stiickweises Poly-
nom u,pp vom Grad d* = 0 verwendet. Die konstante Steuerung kann damit exakt
approximiert werden. Als Basisfunktionen fiir Z,,, und ,,, werden B-Splines mit
den Knotenfolgen 7 = (0,0,1,1) bzw. 7% = (0, 1) verwendet. Folglich gilt

japp(t) = chO,LTI (t) + CTBLLTI (t) = Cg(l — t) + C:th (63)
und
Uapp(t) = g Booru(t) = cf. (6.4)

Durch die Wahl von ¢§° = 0, ¢}” = 1 und ¢ = 0.5 als Koeffizienten werden die
Daten exakt approximiert. Das Losen der Optimierungsprobleme (5.3) und (5.4)
ist folglich nicht notwendig. In Abbildung 6.2 sind Approximation der Daten dar-
gestellt. Der linke Plot zeigt die Approximation der Daten des Zustands und der
rechte Plot die Approximation der Daten der Steuerung. Es ist zu erkennen, dass
die Datenpunkte exakt durch die Z.p, bzw. .y, approximiert werden.
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Abbildung 6.2: Daten des Zustands x und der Steuerung u im einfachen dynamischen
Modell (6.1) mit p = 2 und u(t) = @ = 0.5. Zudem sind die Approximationen Z,p,
und ,p, der Daten durch v-reguldre stiickweise Polynome geméf (6.3) und (6.4)
dargestellt

6.2.2 Identifikation des Modellparameters und Berechnung
der Sensitivitiaten

Die Approximationen der Daten werden genutzt, um das dynamische Parameteriden-
tifikationsproblem (5.5) mit der Kollokationsmethode zu 16sen. Zum Bestimmen des
Modellparameters wird das Optimierungsproblem (5.6) gelost. AnschlieBend werden
die Sensitivitdten des Modellparameters beziiglich der Koeffizienten der B-Splines
berechnet. Dies kann fiir das einfache Beispiel analytisch geschehen. Die Rechnung
ist in Anhang B.1 ausgefiihrt. Dabei wird der Wert p* = 2 bestétigt und fiir die
Werte der Sensitivitédten ergeben sich

j—cp% (p*,c”’o) = -2, j—cpif (p*,cm’o) =2 und j—; (p*, c“’o) = —4. (6.5)
Um den Einfluss von Daten D* C {zi,...,Z,,} und D* C {uy,...,u,,} auf den
Modellparameter p zu beurteilen, werden im néchsten Abschnitt die Sensitivita-
ten der Koeffizienten der B-Splines beziiglich der Datenpunkte berechnet (vgl. Ab-
schnitt 5.2.3). Fiir ein besseres Verstdndnis der Methode wird jedoch zunéchst die
Bedeutung der Sensitivitétsdifferentiale (6.5) erldutert.

Mithilfe der Sensitivititen (6.5) kann die Anderung des Modellparameters Ap be-
rechnet werden, wenn die Koeffizienten der B-Splines gestort werden. Um die Uberle-
gungen zu vereinfachen, wird zunéchst angenommen, dass lediglich die Koeffizienten
der Approximation des Zustands cg’o und cgf’o variieren. Der Wert der Steuerung u
andert sich folglich nicht und die Anderung der Steigung von z ist durch

Am, = Api (6.6)

gegeben. Die Steigung von Z,,, entspricht nach (6.3) der Differenz ¢;° — ¢, Sto-
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rungen der Koeffizienten um Acg und Ac? fiihren folglich zu einer Anderung
Amg, = Ac] — Acg (6.7)

der Steigung von Z,p,. Da die Approximation Z,,, exakt ist und unverrauschte Daten
betrachtet werden, gilt Am, = Am;, und aus (6.6) und (6.7) folgt die Anderung
des Modellparameters

XL XL

u

Ap = =2 (Acf — Acp) .
Betrachten der Sensitivitédten (6.5) fithrt auf dasselbe Resultat. Nach (5.9) kann die
Anderung des Modellparameters durch

dp dp
Ap = — (p* x,0 Ac?
P det (p ¢ ) Gt de?

(p*, ™) Aci =2 (Ac] — Acf). (6.8)

berechnet werden.

Als néchstes wird angenommen, dass sich lediglich der Koeffizient der Approxima-
tion der Steuerung cg’o um Acjy dndert. Die Daten der Zusténde bleiben folglich
konstant. Demzufolge ist auch die Steigung von z konstant. Da ,p,, die Daten
der Steuerung exakt approximiert und unverrauschte Daten betrachtet werden, gilt
& = ¢, Folglich ist

p*c};’o = (p" + Ap) (cg’o + Acg) = p*cg’o + p*Acg + Ap (cg’o + Acg)

und damit
—p*Acy LAy 9
Ap= ——F = — + O((AchH)?).
b cg’o + Acy b cg’o (( 0) )

Dabei folgt letztere Gleichheit aus einer Taylor-Entwicklung um Acy = 0. In linearer
Néherung gilt also
Ad

Ap = —p'—7 = —4Ac.
o

Betrachten der Sensitivitdten (6.5) fithrt auf dasselbe Resultat. Nach (5.9) ergibt
sich

d
Ap = L (p*, ") Ach = —4Acy. (6.9)
deg

Auf diese Weise kann der Einfluss der Koeffizienten der Approximationen Z,p, und
Uapp auf den Modellparameter p ermittelt werden. Es ist jedoch nicht ohne Weiteres
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moglich, aus den Sensitivitdten (6.5) den Einfluss von beliebigen Bereichen in den
Daten auf den Modellparameter zu bestimmen. Dies gelingt, wie in Abschnitt 5.2.3
dargestellt, durch eine Interpretation der Sensitivititen (6.5).

6.2.3 Interpretation der Sensitivititen

Um den Einfluss beliebiger Daten D* C {Z1,...,Z,,} und D* C {uy,..., Uy, } auf
den Modellparameter p zu beurteilen, werden die Sensitivitédten

% z,0 =0 ﬁ z,0 70 % u,0 =0 . o
d, (c*°,2%), &, (¢*°,2%) und i (c*0,@%) fir k=1,...,n, (6.10)

bestimmt. Dies geschieht durch Losen der linearen Gleichungssysteme (5.16). Fiir
das einfache Beispiel konnen die Gleichungssysteme analytisch gelost werden. In
Anhang B.2 ist die Rechnung ausgefiihrt. Mithilfe der Sensitivitaten (6.10) kann der
Einfluss von D* und D" auf den Modellparameter p bestimmt werden.

In Abschnitt 6.2.3.1 wird der Einfluss der Daten mithilfe der Anderung des Mo-
dellparameters, die sich bei Stérungen der Datenpunkte z; € D* und u; € D" um
AZj, bzw. Aty ergibt, bewertet. Die Anderung des Modellparameters kann mithilfe
von (5.12) berechnet werden. In (5.12) kann es zur Ausléschung von Termen mit
unterschiedlichen Vorzeichen kommen. In Abschnitt 5.2.4.2 wurde deshalb als Alter-
native der mittlere absolute Dateneinfluss eingefiihrt, um den Einfluss der Daten D*
und D" zu bewerten. In Abschnitt 6.2.3.2 werden Auswertungen zu diesem Ansatz
vorgestellt.

6.2.3.1 Analyse der Anderung des Modellparameters

Zuniichst wird die Anderung des Modellparameters Ap (D) gemif (5.12) zum Beur-
teilen des Einflusses der Daten herangezogen. Es wird untersucht, wie sich Stérun-
gen Az, = 0.1 und Aug = 0.1 der Datenpunkte auf den Modellparameter auswirken.
Die Groflen der Storungen sind willkiirlich gewéahlt. Es ist zu beachten, dass die Da-
ten nicht zu stark gestort werden, wenn durch Ap (D) die tatsichliche Anderung
des Modellparameters approximiert werden soll. Da Ap (D) durch (5.12) lediglich
ndherungsweise approximiert wird, kann der Fehler bei starken Storungen der Daten
grofl sein. Meist ist die tatséichliche Anderung des Modellparameters jedoch nicht
von Interesse. Um zu beurteilen, welcher der Datenbereiche D; und D, einen gro-
Beren Einfluss auf den Modellparameter hat, ist lediglich wichtig, ob eine Stérung
der Datenpunkte in D; oder in D, eine groBere Anderung des Modellparameters
verursacht.

Die in Kapitel 5 entwickelte Methode zeichnet sich dadurch aus, dass der Einfluss
beliebiger Bereiche der Daten auf den Modellparameter beurteilt werden kann. Im
Folgenden wird daher der Einfluss verschiedener Aufteilungen der Daten untersucht.
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Fall 1: Alle Datenpunkte Als erstes werden die gesamten Datenpunkte betrach-
tet, d. h. D* = {Z,...,Z5} und D* = {4y, ..., Us0}. Es wird die Anderung des
Modellparameters berechnet, wenn alle Daten um Az, = 0.1 und Au, = 0.1 gestort
werden. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.3a dargestellt. Es sind zwei Plots abgebil-
det. Der linke Plot zeigt das Ergebnis zu den Daten des Zustands und der rechte
Plot das Ergebnis zu den Daten der Steuerung. In den Plots sind zum einen die
Datenpunkte abgebildet. Zum anderen ist der Einfluss der Datenbereiche D* und
D" dargestellt. Wie in Abschnitt 6.1 erldutert, werden Rechtecke verwendet um den
Einfluss zu visualisieren. Die Breite eines Rechtecks entspricht der zeitlichen Ausdeh-
nung der Daten D* bzw. D*. Die Hohe eines Rechtecks ist die GroBe der Anderung
des Modellparameters Ap (D*) bzw. Ap (D*). Die Werte von Ap (D*) und Ap (D)
sind auf der rechten vertikalen Koordinatenachse abzulesen. In diesem Fall umfassen
D* und D" alle Daten. Folglich ist lediglich ein Rechteck zu sehen, welches sich {iber
das gesamte Zeitintervall [0, 1] erstreckt.

Fiir den Zustand x ist zu erkennen, dass eine Stérung der Daten D® keine Anderung
des Modellparameters verursacht. Dies ist plausibel, da eine Stérung aller Daten-
punkte lediglich eine vertikale Verschiebung von x bedeutet. Diese Verschiebung
hat jedoch keinen Einfluss auf die Steigung der Funktion und beeinflusst folglich
auch nicht den Modellparameter p. Das Resultat deckt sich auch mit den Uberle-
gungen des vorherigen Abschnitts zum Einfluss der Koeffizienten der B-Splines auf
den Modellparameter. Eine Storung aller Datenpunkte um Az, = 0.1 wiirde einer
Anderung Ac? = Act = 0.1 der Koeffizienten der B-Splines entsprechen. Aus (6.8)
folgt damit ebenfalls Ap = 0.

Im rechten Plot in Abbildung 6.3a ist zu erkennen, dass eine Storung der Daten D"
um Az, = 0.1 eine Anderung Ap (D*) = —0.4 des Modellparameters nach sich
zieht. Dies ist plausibel und kann mit den Uberlegungen des vorherigen Abschnitts
begriindet werden. Werden alle Datenpunkte um Au, = 0.1 gestort, so entspricht
dies einer Anderung des Koeffizienten ¢ um Acy = 0.1. Aus (6.9) folgt damit
ebenfalls Ap = —0.4. Der Einfluss aller Daten auf den Modellparameter hétte folglich
auch mithilfe der Sensitivitdten (6.5) und den Formeln (6.8) und (6.9) bestimmt
werden kodnnen.

Fall 2: Zwei gleich grofle Datenbereiche Als néchstes werden die Daten in
zwei gleich grofle, zeitlich zusammenhéngende Bereiche aufgeteilt:

Dy ={21,.... %5}, D3 ={Zs,...,Ts0} (6.11)
und
DY ={u,..., uss}, Dy ={tse,...,Uso}- (6.12)

Die Datenpunkte werden um Az, = Aug = 0.1 gestort. Das Ergebnis ist in Abbil-
dung 6.3b dargestellt. Der Einfluss der Daten DY und Dj sowie D} und DY ist durch
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(b) Zwei gleich groie Datenbereiche Df und D} fiir i = 1,2 gema$ (6.11) und (6.12)
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(c) Zehn gleich grole Datenbereiche DF und D} fiir i = 1,...,10 geméf (6.13) und (6.14)

Abbildung 6.3: Anderung des Modellparameters p des einfachen dynamischen Mo-
dells bei einer Storung der Daten um Az, = Aug, = 0.1
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je zwei rote Rechtecke visualisiert. Da die Daten zeitlich dquidistant vorliegen und in
je zwei gleich grofle, zusammenhéngende Bereiche aufgeteilt werden, erstrecken sich
die Rechtecke iiber die Intervalle [tg, to5] = [0,0.5] und [tog, t50] = [0.5,1]. Es ist zu
erkennen, dass eine Storung der Datenpunkte in D¥ eine Anderung Ap (D¥) ~ —0.3
des Modellparameters versucht. Fiir die Daten D3 kann Ap (D3) ~ 0.3 abgelesen
werden. Eine Storung der Daten im Intervall [0, 0.5] wiirde fiir eine grofiere mittlere
Steigung sorgen und folglich ist Ap negativ. Umgekehrt wiirde eine Stérung der Da-
ten im Intervall [0.5, 1] in einer grofieren mittleren Steigung resultieren und deshalb
ist Ap positiv.

Fiir die Daten der Steuerung D} und DY ergibt sich bei einer Storung um Ay, = 0.1
eine Anderung des Modellparameters um Ap (D¥) = Ap (D¥) = —0.2. Der Einfluss
der Hilfte der Datenpunkte ist folglich halb so groff wie der Einfluss der gesamten
Daten (vgl. Abb. 6.3a). Dies ist plausibel: Da die Steuerung konstant ist, hat jeder
Datenpunkt den gleichen Einfluss auf die Approximation der Daten und damit auf
den Modellparameter.

Fall 3: Zehn gleich grofle Datenbereiche Als drittes werden die Daten in zehn
gleich grofle, zeitlich zusammenhéngende Bereiche aufgeteilt. Es sei

Df ={z; | 1+5(i—1)<j <5} fir i=1,...,10 (6.13)
und
Dy ={u; |1+5(i—1)<j<bi} fir i=1,...,10. (6.14)

Die Datenpunkte werden um Az, = Aty = 0.1 gestort. Der Einfluss der Datenbe-
reiche ist in Abbildung 6.3c dargestellt.

In Abbildung 6.3c ist Folgendes zu erkennen: Je niher die Datenbereiche am Rand
des Zeitintervalls [0, 1] liegen, desto stérker ist ihr Einfluss auf den Modellparame-
ter p. Dies lidsst sich damit erkldren, dass eine Storung der Daten am Rand des
Zeitintervalls zu einer groferen Asymmetrie in den Daten fithrt als eine Stérung der
Daten in der Mitte des Zeitintervalls. Deshalb wiirde sich die Steigung von x bei ei-
ner Storung der Daten am Rand stérker dndern. Wie bereits bei der Aufteilung der
Daten in zwei Bereiche ist zu erkennen, dass eine Storung der Daten des Zustands
im Intervall [0,0.5] zu einer Abnahme des Modellparameters fiihrt, wihrend sie im
Intervall [0.5,1] in einer Zunahme des Modellparameters resultiert.

Fiir die Daten der Steuerung wird beobachtet, dass der Einfluss eines einzelnen
Bereiches abnimmt. Fiir jeden Bereich D} betrégt die Anderung im Modellparame-
ter Ap (D}') = —0.04. Dies ist ein Zehntel im Vergleich zum Einfluss der gesamten
Daten und erscheint sinnvoll, da die Bereiche D} je ein Zehntel aller Datenpunkte
beinhalten.
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6.2.3.2 Analyse des mittleren absoluten Dateneinflusses

Bei der Bewertung des Einflusses der Daten mithilfe der Anderung im Modellparame-
ter kann es zur Ausloschung von Termen mit unterschiedlichen Vorzeichen kommen.
Dies wurde in Fall 1, in welchem alle Datenpunkte gemeinsam betrachtet wurden,
beobachtet (vgl. Abschnitt 6.2.3.1). Werden alle Datenpunkte gleichzeitig gestort,
so hebt sich der Einfluss der Daten des Zustands auf den Modellparameter auf und
es ist Ap (D*) = 0. Werden die Daten wie in Fall 2 und Fall 3 in mehrere Bereiche
aufgeteilt, so wird eine Anderung des Modellparameters festgestellt.

Im Folgenden wird der Einfluss der Datenbereiche mithilfe des in Abschnitt 5.2.4.2
vorgestellten mittleren absoluten Dateneinflusses untersucht. Dieser wird durch
(5.17) berechnet und mit x (D*) bzw. k (D*) bezeichnet. In (5.17) werden die Betrége
der Sensitivitdten summiert. Dadurch kommt es zu keiner Ausléschung von Termen
mit unterschiedlichen Vorzeichen. Die Werte x (D) bzw. k (D*) kénnen jedoch nicht
mehr als explizite Anderung des Modellparameters interpretiert werden und sollten
in Relation zueinander betrachtet werden. Es werden dieselben Aufteilungen wie in
Abschnitt 6.2.3.1 betrachtet.

Fall 1: Alle Datenpunkte Als erstes werden die gesamten Datenpunkte betrach-
tet, d. h. D* = {Zy,...,T50} und D" = {ay, ..., us0}. Mithilfe von (5.17) wird der
mittlere absolute Dateneinfluss berechnet. Dabei wird wie in Abschnitt 6.2.3.1 ei-
ne Storung der Daten um Az, = Aug = 0.1 angenommen. Das Ergebnis ist in
Abbildung 6.4a dargestellt. Es werden, wie in Abschnitt 6.1 erldutert, Rechtecke
zur Visualisierung des Einflusses verwendet. Die Hohe der Rechtecke entspricht den
Werten x (D*) und & (D*) und kann auf der rechten vertikalen Koordinatenachse
abgelesen werden: Es ist x (D*) ~ 0.013 und « (D") =~ 0.008. Der mittlere absolute
Einfluss der Daten der Zustéinde auf den Modellparameter ist folglich etwas grofler
als der Einfluss der Daten der Steuerungen. Insbesondere fillt auf, dass der mittlere
absolute Dateneinfluss von D* im Gegensatz zur Beurteilung des Einflusses mithilfe
der Anderung des Modellparameters nicht Null ist (vgl. Abschnitt 6.2.3.1, Fall 1).

Fall 2: Zwei gleich grofie Datenbereiche Als zweites werden die Daten wie in
Abschnitt 6.2.3.1 gem&f (6.11) und (6.12) in zwei gleich grofie Bereiche aufgeteilt.
In Abbildung 6.4b ist der mittlere absolute Einfluss der Datenbereiche dargestellt.
Es ergeben sich die gleichen Werte wie in Fall 1: x(Df) = x (D) ~ 0.013 und
k(DY) = k(DY) ~ 0.008. Im Gegensatz zur Beurteilung des Einflusses mithilfe der
Anderung des Modellparameters bleibt der mittlere Einfluss der Bereiche D¥ und
DY im Vergleich zu Fall 1 konstant. Dies kommt zustande, weil in (5.17) durch die
Anzahl der Datenpunkte geteilt wird.
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(b) Zwei gleich grofie Datenbereiche Df und D} fiir i = 1,2 geméB (6.11) und (6.12)
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(c) Zehn gleich grofie Datenbereiche DF und D} fiir i = 1,...,10 gemé&B (6.13) und (6.14)

Abbildung 6.4: Mittlerer absoluter Einfluss verschiedener Datenbereiche auf den
Modellparameter p des einfachen dynamischen Modells bei einer Storung der Daten
um Afk = Aﬂk =0.1
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Fall 3: Zehn gleich grofle Datenbereiche Als drittes werden die Daten wie in
Abschnitt 6.2.3.1 geméf (6.13) und (6.14) in zehn gleich grofle Bereiche aufgeteilt.
Der mittlere absolute Einfluss dieser Datenbereiche ist in Abbildung 6.4c dargestellt.
Fiir die Daten der Zustdnde kann zumindest qualitativ das gleiche Ergebnis wie bei
der Beurteilung des Einflusses mithilfe der Anderung des Modellparameters erzielt
werden: Je niher die Bereiche am Rand des Zeitintervalls liegen, desto grofler ist
ihr Einfluss auf den Modellparameter (vgl. Abschnitt 6.2.3.1, Fall 3). Fiir die Da-
ten der Steuerungen ergibt sich wie in den Fiéllen 1 und 2 fiir jeden Bereich der
Wert x (DY) ~ 0.008.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die in Kapitel 5 entwickelte Methode geeig-
net ist, um den Einfluss von Daten auf den Modellparameter das einfache dynamische
Modell (6.1) zu analysieren. Der Einfluss kann sowohl mithilfe der Anderung des Mo-
dellparameters (5.12) als auch durch den mittleren absoluten Dateneinfluss (5.17)
beurteilt werden. Welche der beiden Bewertungsansétze genutzt wird, ist im kon-
kreten Anwendungsfall zu entscheiden. Im néchsten Abschnitt wird die Methode auf
ein komplexeres dynamisches Modell angewendet.

6.3 Analyse des Einflusses von Daten auf die Pa-
rameter eines Einspurmodells

In diesem Abschnitt wird der Einfluss von Daten auf die Modellparameter eines soge-
nannten Einspurmodells analysiert. Einspurmodelle beschreiben die Bewegung von
zweiachsigen Fahrzeugen. In Abbildung 6.5a ist das ebene Modell eines zweiachsigen
Fahrzeugs abgebildet. Es sind die beiden Achsen mit den Vorder- und Hinterrddern
dargestellt. Dartiber hinaus ist der Schwerpunkt (SP) des Fahrzeugs sowie der Rad-
stand L gekennzeichnet.

Einspurmodelle beruhen auf verschiedenen vereinfachenden Annahmen, um die Be-
wegung des Fahrzeugs zu modellieren. So werden etwa die Réder der Vorder- und
Hinterachse durch je ein Einzelrad ersetzt und die Bewegung wird auf die Bewe-
gung des Schwerpunkts (vgl. Abb. 6.5a). Da der Fokus dieser Arbeit nicht auf der
Modellierung der Bewegung von Fahrzeugen liegt, werden die weiteren Annahmen
des Einspurmodells nicht weiter diskutiert. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung der
Thematik sei auf Schramm et al. [66] verwiesen.

In Abbildung 6.5b sind die Zusténde des in dieser Arbeit untersuchten Einspurmo-
dells skizziert. Die Position des Schwerpunkts in einem Referenzkoordinatensystem
(Koordinaten z, yy) wird durch die Zustdnde x und y beschrieben. Der Zustand v
bezeichnet die Geschwindigkeit im Schwerpunkt. Die Orientierung des Fahrzeugs im
Referenzkoordinatensystem wird mit ¢ bezeichnet. Der Winkel ¢ beschreibt den
Lenkwinkel des Fahrzeugs. Durch Beschleunigen bzw. Bremsen und Andern des
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Abbildung 6.5: Schematische Darstellung des Einspurmodells

Lenkwinkels kann die Bewegung des Fahrzeugs beeinflusst werden. Im hier unter-
suchten dynamischen Modell wird diese Aktuatorik als Steuerung gemé&fl Definiti-
on 4.3 aufgefasst. Die Beschleunigung wird mit a und die Lenkwinkelgeschwindigkeit
mit o bezeichnet. Negative Werte fiir a entsprechen einem Bremsen des Fahrzeugs.
In Tabelle 6.2 sind die Zustédnde und Steuerungen des Einspurmodells sowie deren
Einheiten zusammengefasst.

Das dynamische Modell

&(t) = v(t) cos () (6.15a)
y(t) = v(t) sin(t) (6.15b)
0(t) = ka(t) (6.15¢)
(t) = ? tan 8(t) (6.15d)
5(t) = ro(t) (6.15¢)

fir t € [to,ts] kann zur Beschreibung der Zustandsénderungen im Einspurmodell
hergeleitet werden [59]. Im Folgenden wird (6.15) als Einspurmodell bezeichnet. Das
Modell hiangt von den Parametern k, L,r > 0 ab. Dabei ist L der Radstand. Die
Parameter £ und r modellieren Verluste bzw. Verstiarkungen der Steuerungen. Ist
k < 1, so ist tatsdchliche Beschleunigung © des Fahrzeugs um den Faktor £ kleiner als
die durch die Steuerung a vorgegebene Beschleunigung. Analog bedeutet ein Wert
r < 1, dass die tatséchliche Lenkwinkelgeschwindigkeit 5 um den Faktor r kleiner
ist als die durch die Steuerung o vorgegebene Lenkwinkelgeschwindigkeit.

Im Folgenden wird anhand eines beispielhaften Fahrmanovers untersucht, wie der
Einfluss von Daten auf die Modellparameter k£, L und r ist.
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Tabelle 6.2: Zustdnde und Steuerungen des Einspurmodells

Zustand Bezeichnung | Einheit
x-Position des Schwerpunkts im Referenzsystem | x m
y-Position des Schwerpunkts im Referenzsystem | y m
Geschwindigkeit des Schwerpunkts v m/g
Orientierung im Referenzsystem Y rad
Lenkwinkel ) rad
Steuerung Bezeichnung | Einheit
Beschleunigung des Schwerpunkts a m/g2
Lenkwinkelgeschwindigkeit o rad/g

6.3.1 Generieren von Daten

Der Einfluss von Daten auf die Modellparameter des Einspurmodells (6.15) wird an-
hand des folgenden Fahrmanovers untersucht. Das Fahrzeug startet im Ursprung des
Referenzkoordinatensystems aus der Ruhelage. Es ist parallel zur yo-Achse ausge-
richtet und kein Lenkwinkel eingestellt. Als Startzeit wird ty = 0s gewéahlt. Daraus
ergeben sich die Anfangswerte

2(0) = y(0) = 0m, v(0) = 0m/s, ¥(0) = grad und §(0) = Orad. (6.16)

Zunéchst erfolgt eine gleichméfig beschleunigte Geradeausfahrt des Fahrzeugs fiir
fiinf Sekunden. AnschlieBend wird bei konstanter Geschwindigkeit eine 90 Grad
Rechtskurve gefahren. Nach der Kurve bremst das Auto gleichméfig auf die An-
fangsgeschwindigkeit 0m/s herunter. Das Fahrmanéver ist in Abbildung 6.6 darge-
stellt. Durch die schwarze Linie ist die Trajektorie des Fahrzeugs und durch die
rote Linie die Geschwindigkeit wihrend der Bewegung visualisiert. Der Wert der
Geschwindigkeit kann auf der vertikalen Achse abgelesen werden. Durch die roten
gestrichelten Linien ist der Beginn und das Ende der Kurve gekennzeichnet.

Fiir die Modellparameter werden die Werte
ko =009, Lo =28m und ry=0.6 (6.17)

angenommen. Die Steuerungen fiir dieses Fahrmanover sind stiickweise konstant und
haben die maximalen Werte aya, = 1™/s2 und oyay = 0.312d/s. Wihrend Beschleu-
nigungsphase fahre das Auto mit der maximalen Beschleunigung. Zu Beginn der
Kurve hat das Auto deshalb eine Geschwindigkeit von 4.5m/s. Die Lenkwinkelge-
schwindigkeit sei eine Bang-Bang Steuerung. Aus den Werten von Lg, rg und opax
ergibt sich, dass die Kurvenfahrt bei der konstanten Geschwindigkeit 4.5m/s etwa
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Abbildung 6.6: Trajektorie des Fahrzeugs im untersuchten Fahrmanover

4.6 Sekunden dauert. Fiir die Steuerungen folgt daraus

0.07d/s ¢ € [0.05,5.08)
I1m/2 ¢t €0.0s,5.05)
—0.3md)s ¢ € [5.08,7.35)
a(t) =¢0m/2 ¢t €[5.08,9.6s8) und o(t) = . (6.18)
0.3%d/s { € [7.35,9.65)
1m/e ¢ €[9.6s 1465
0.07d/s t e [9.65,14.65

Durch eine numerische Simulation des Fahrmanovers werden Daten fiir die Zusténde
generiert. Dazu wird das Einspurmodell (6.15) mit den Anfangswerten (6.16), den
Modellparametern (6.17) und den Steuerungen (6.18) numerisch gelost. Zum Lo-
sen wird die Funktion scipy.integrate.odeint” verwendet, welche das Programm
LSODA [31] der Fortran Bibliothek ODEPACK [30] nutzt. Die Losung wird an
ny = 300 dquidistanten Zeitpunkten ¢, € [0s,14.6s] mit ¢; = 0s und #3990 = 14.6s
approximiert und mit x, yx, Vg, ¥, und d, bezeichnet. Um Daten fiir die Steuerungen
zu generieren, werden die Funktionen a(¢) und o(¢) an den diskreten Zeitpunkten
ausgewertet. Die Daten der Steuerungen werden mit a; und o bezeichnet.

Auf die generierten Daten wird ein normalverteilter Fehler addiert. Es sei
Xk = Xk +&F mit &f ~ /\/'(,ux,ai) fir x € {z,y,v,1,0,a,0}.

Die Werte der Erwartungswerte 11, und Standardabweichungen o, sind in Tabelle 6.3
aufgelistet. Die verrauschten Daten sind in Abbildung 6.8 dargestellt. In der Abbil-
dung sind auflerdem die Approximationen der Daten abgebildet. Das Bestimmen
der Approximationen wird im néchsten Abschnitt ndher erlautert.

2https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.odeint.
html


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.odeint.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.odeint.html
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Tabelle 6.3: Mittelwerte und Standardabweichungen der Fehler der generierten Da-
ten des Einspurmodells

Modellgréfie x | Mittelwert p, | Standardabweichung o,

x Om 1.00m

Y Om 1.00m

v 0 m/s 0.20 m/s

WY Orad 0.03rad

) Orad 0.03rad

a Om/s2 0.05 m/52

g 0 rad/s 0.02 rad/s

6.3.2 Approximation der Daten

Im ersten Schritt der in Kapitel 5 entwickelten Methode werden die Daten der Zu-
stdnde und der Steuerungen durch v-regulédre stiickweise Polynome Zapp, Yapp; Vapp,
&app, 5app, Qapp UNd T,y approximiert. Fiir die Sprungstellen der stiickweisen Poly-
nome werden charakteristische Zeitpunkte des untersuchten Fahrmandévers gewéhlt.
Dabei handelt es sich um den Start- und Endzeitpunkt der Simulation sowie den
Zeitpunkten des Beginns, der Mitte und des Endes der Kurvenfahrt. Zwischen diesen
Zeitpunkten werden zwei weitere Sprungstellen eingefiihrt. Die Sprungstellen sind
in Abbildung 6.7 dargestellt. Thre exakten Werte sind in Anhang C.1 aufgefiihrt.

X Sprungstellen

Beginn Mitte Ende
Start Kurve Kurve Kurve Ende
* N N N N \I/

>t

Abbildung 6.7: Lage der Sprungstellen der v-regulidren stiickweisen Polynome zur
Approximation der Daten des Einspurmodells

Der Grad der stiickweisen Polynome sowie die Regularitdt an den Sprungstellen
werden fiir alle Zustdnde und Steuerungen separat gewédhlt. Um die Daten der x-
und y-Positionen zu approximieren, werden stiickweise kubische Polynome verwen-
det. Die Daten der Geschwindigkeit und des Lenkwinkels werden durch stiickweise
lineare Polynome approximiert. Die Approximation @app ist stiickweise quadratisch
und die Approximationen der beiden Steuerungen @.p, und G,p, sind stiickweise
konstant. Bei der Wahl der Regularitéitsbedingungen der Approximationen an den
Sprungstellen werden die Unstetigkeiten der Steuerungen beriicksichtigt. Insbeson-
dere wurde beachtet, dass die Zustidnde x und y zu den Zeitpunkten des Beginns
und des Endes der Kurve unstetig in der zweiten Ableitung sind. Die Wahl der Re-
gularitdtsbedingungen an den Sprungstellen ist fiir alle ModellgroBlen in Anhang C.1
aufgefiihrt.
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Als Basisfunktionen der v-regulédren stiickweisen Polynome werden B-Splines ver-
wendet. Die Knotenfolge der B-Splines kann nach Satz 3.13 aus den Sprungstellen
und den Regularitéitsbedingungen an den Sprungstellen berechnet werden. Fiir die
exakten Werte sei auf Anhang C.1 verwiesen. Die Koeffizienten der B-Splines in der
Basisdarstellung der Approximationen der Daten werden durch Loésen der Optimie-
rungsprobleme (5.3) und (5.4) bestimmt. Das Losen geschieht mit WORHP und
benotigt nur wenige Millisekunden. Die optimalen Koeffizienten sind in Anhang C.1
aufgelistet.

In Abbildung 6.8 sind die Approximationen der Daten dargestellt. Die Datenpunkte
sind durch schwarze Punkte visualisiert. Abbildungen 6.8a bis 6.8e zeigen die Ap-
proximationen der Daten der Zustédnde als blaue Linien. Es ist gut zu erkennen,
dass die Daten der Zustéande sinnvoll durch die stiickweisen Polynome approximiert
werden und das Rauschen reduziert wird. Insbesondere werden auch die ,,Knicke*
in den Daten der Geschwindigkeit und des Lenkwinkels abgebildet (s. Abb. 6.8¢
und 6.8¢). In den Abbildungen 6.8f und 6.8g sind die Daten der Steuerungen sowie
deren Approximationen durch orangefarbene Linien visualisiert. Die Daten werden
gut durch die v-reguldren stiickweisen Polynome angenéhert und auch die Spriinge
der Steuerungen werden durch die Approximationen représentiert.

6.3.3 Identifikation der Modellparameter und Berechnung
der Sensitivititen

Im néchsten Schritt der Methode zum Analysieren des Einflusses der Daten auf die
Parameter des Einspurmodells (6.15) werden die Modellparameter identifiziert. Dies
geschieht mittels der Kollokationsmethode. Dazu wird das Optimierungsproblem
(5.6) mithilfe von WORHP gelost. Die Rechenzeit betréigt etwa 0.05 Sekunden und
die identifizierten Modellparameter haben die Werte

k* = 0.89235568, L* = 2.8344354m und r* = 0.60042114. (6.19)

Der absolute Fehler zwischen den Referenzmodellparametern (6.17) und den identi-
fizierten Modellparametern (6.19) hat die GroBenordnung 1072, Da der Fokus dieser
Arbeit nicht auf einer prizisen Parameteridentifikation sondern auf der Analyse des
Einflusses der Daten auf die Modellparameter liegt, wird die Giite der identifizierten
Modellparameter an dieser Stelle nicht weiter diskutiert.

Mithilfe von WORHP Zen werden im Anschluss des Losens von Problem (5.6) die
Sensitivitdten der Modellparameter beziiglich der Koeffizienten der B-Splines be-
rechnet. Im néichsten Abschnitt werden diese Sensitivitdten interpretiert, um den
Einfluss der Daten auf die Modellparameter des Einspurmodells (6.15) zu analysie-
ren.
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Abbildung 6.8: Daten und Approximationen der Daten durch v-regulére stiickweise
Polynome des Einspurmodells
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6.3.4 Interpretation der Sensitivititen

Im Folgenden wird der Einfluss der Daten auf die Modellparameter k, L und r
analysiert. Zur Bewertung wird der mittlere absolute Einfluss (5.17) herangezo-
gen. Um (5.17) auswerten zu konnen, werden zunichst die Sensitivitdten der B-
Spline Koeffizienten beziiglich der Datenpunkte bestimmt. Dies geschieht durch
Losen der linearen Gleichungssysteme (5.16). Zum Losen wird die Funktion
scipy.linalg.solve_banded’ verwendet. Sie nutzt die Routinen gtsv* und gbsv’
der Fortran Bibliothek LAPACK [1] zum effizienten Losen von linearen Gleichungs-
systemen mit Bandmatrizen.

Fiir die Analyse werden die Daten der Zusténde und Steuerungen in 30 gleich grofe,
zusammenhéngende Bereiche unterteilt. Fiir jede Modellgrofie x € {z,y,v,¢,d,a,0}
sel

ty —1 ty —1
DY = xk(tw(i—l)u <ty <to+il—2V firi=1,...,30. (6.20)
30 30
Es werden die mittleren absoluten Einfliissse x? (DY) fiir jeden Modellparame-
ter p € {k,L,r} und eine Stérung der Datenpunkte x; € DY um Ay = 0.1 be-
rechnet.

6.3.4.1 Analyse des Einflusses der Daten auf den Modellparameter k

Zunéchst wird der Einfluss der Daten auf den Modellparameter k& untersucht. Dazu
werden die mittleren absoluten Einfliisse x* (D)), wie in Abschnitt 6.1 erliutert,
durch Rechtecke visualisiert. Die Visualisierung ist in Abbildung 6.9 dargestellt.
Dabei ist die Skalierung der rechten vertikalen Koordinatenachsen in allen Plots
gleich gewéhlt, um die Werte der mittleren absoluten Einfliisse direkt miteinander
vergleichen zu konnen.

Die Abbildungen 6.9a bis 6.9e zeigen die mittleren absoluten Einfliisse der Daten der
Zustédnde und Abbildungen 6.9f und 6.9g die mittleren absoluten Einfliisse der Daten
der Steuerungen auf den Modellparameter k. Es fallt auf, dass lediglich die Daten
der Geschwindigkeit und der Beschleunigung (s. Abb. 6.9¢ und 6.9f) einen nennens-
werten Einfluss auf & haben. Fiir die Daten der a- und y-Positionen (s. Abb. 6.9a
und 6.9b) sowie der Orientierung (s. Abb. 6.9d), des Lenkwinkels (s. Abb. 6.9¢) und
der Lenkwinkelgeschwindigkeit (s. Abb. 6.9g) ist der mittlere absolute Einfluss auf-
grund der Skalierung der rechten vertikalen Koordinatenachsen nicht zu erkennen.

3https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.solve_
banded.html

4https://scc.ustc.edu.cn/zlsc/sugon/intel/mkl/mkl_manual/
GUID-1811FAD9-AODB-4845-9F2C-7CESDO7BDF15.htm

Shttps://scc.ustc.edu.cn/zlsc/tc4600/intel/2016.0.109/mkl/common/mklman_f/
GUID-36E347A0-A1DF-48F0-A554-A98A3704A3B5.htm


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.solve_banded.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.solve_banded.html
https://scc.ustc.edu.cn/zlsc/sugon/intel/mkl/mkl_manual/GUID-1811FAD9-A0DB-4845-9F2C-7CE5D07BDF15.htm
https://scc.ustc.edu.cn/zlsc/sugon/intel/mkl/mkl_manual/GUID-1811FAD9-A0DB-4845-9F2C-7CE5D07BDF15.htm
https://scc.ustc.edu.cn/zlsc/tc4600/intel/2016.0.109/mkl/common/mklman_f/GUID-36E347A0-A1DF-48F0-A554-A98A3704A3B5.htm
https://scc.ustc.edu.cn/zlsc/tc4600/intel/2016.0.109/mkl/common/mklman_f/GUID-36E347A0-A1DF-48F0-A554-A98A3704A3B5.htm
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Modellparameter k, die Daten sind geméfl (6.20) in 30 gleich grofle Bereiche aufge-

teilt
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Folglich kann ihr Einfluss im Vergleich zum Einfluss der Daten der Geschwindig-
keit und der Beschleunigung vernachléssigt werden. Dies erscheint logisch, da der
Modellparameter k& im Einspurmodell (6.15) die Ableitung der Geschwindigkeit mit
der Beschleunigung in Beziehung setzt (vgl. (6.15¢)). Der Zusammenhang ist unab-
hédngig von den anderen Zustdnden und Steuerungen. Daher haben die Daten der
iibrigen Zustéinde und Steuerungen keinen Einfluss auf k.

Des Weiteren fillt in den Abbildungen 6.9c¢ und 6.9f auf, dass die Daten der Ge-
radeausfahrten (¢ < 5s und ¢ > 9.6s) einen groBeren mittleren absoluten Einfluss
auf den Modellparameter k£ haben als die Daten der Kurvenfahrt (5s < ¢ < 9.6s).
Dies hidngt damit zusammen, dass beim untersuchten Fahrmanover wahrend der
Kurvenfahrt keine Beschleunigung stattfindet. Somit ist auch die Anderung der Ge-
schwindigkeit konstant Null und die Gleichung (6.15¢) unabhéngig von k erfiillt.
Die Daten der Kurvenfahrt kénnen daher nicht genutzt werden, um den Modellpa-
rameter k zu identifizieren. Folglich ist auch der Einfluss der Daten der Kurvenfahrt
kleiner als der Daten der Geradeausfahrt. Dass die mittleren absoluten Einfliisse
dennoch positive Werte wihrend der Kurvenfahrt aufweisen, hangt moglicherwei-
se damit zusammen, dass die Approximationen G,p, und U,p, anhand verrauschter
Messdaten bestimmt wurden. Aus diesem Grund ist weder a,p, exakt Null, noch ist
Uapp Wirklich konstant wihrend der Kurvenfahrt.

Fiir die Daten der Geschwindigkeit (s. Abb. 6.9¢) erkennt man einen besonders
groflen mittleren absoluten Einfluss bei t &~ 0s und ¢ ~ 5s sowie bei t &~ 10s und
t = 15s. Die Bereiche am Anfang und am Ende der Geradeausfahrten haben folglich
einen groflen Einfluss auf den Modellparameter k. Dieser Effekt wurde bereits bei
der Analyse des einfachen dynamischen Modells beobachtet (vgl. Abb. 6.4¢).

In den vorherigen Uberlegungen wurde festgestellt, dass bei der Bewertung des Ein-
flusses der Daten die Geradeaus- und die Kurvenfahrt eine zentrale Rolle einnehmen.
Daher scheint es geeignet, den Einfluss der Daten in der z-y-Ebene gemeinsam mit
der Trajektorie des Fahrzeugs, dhnlich wie in Abbildung 6.6, darzustellen. Da das
Fahrzeug wéhrend der Geradeausfahrt beschleunigt, legt es in gleichen Zeitrdumen
unterschiedliche Distanzen zuriick. Daher ist die zeitlich dquidistante Aufteilung der
Daten (6.20) fiir eine Darstellung in der xz-y-Ebene ungeeignet. Stattdessen soll-
te bei der Aufteilung der Daten die rdumliche Komponente beriicksichtigt werden.
Da die in Kapitel 5 vorgestellte Methode zum Analysieren des Einflusses beliebiger
Datenbereiche genutzt werden kann, ist dies leicht moglich.

Im Folgenden werden die Daten so aufgeteilt, dass das Fahrzeug in jedem Datenbe-
reich die gleiche Distanz zuriicklegt. Sei dazu

ta; tb / \/ app + yapp ) t)dt

die Lange der Trajektorie zwischen den Zeitpunkten ¢, und ¢,. Die Zeitpunkte t;
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firi=1,...,n+1mit {; =t und {41 = ty werden so gewihlt, dass die Lénge der
Trajektorie zwischen je zwei Zeitpunkten gleich ist. Es soll gelten

l(fi,gﬂ_l) =1 (gj,£j+1) flir Z,j = 1,...,71.
Fiir jede ModellgroBe x € {z,y,v,1, 4, a,0} werden die Daten schliefllich gemé&s
DY = {\ |t € [li,fia]} fiix i=1,....n (6.21)

in n Bereiche aufgeteilt. Dabei ist zu beachten, dass die Mengen f?f‘ nicht leer sind,
da der mittlere absolute Einfluss (5.17) sonst nicht definiert ist. Um den Einfluss der
Daten zwischen ¢; und fz-H zu bewerten, werden die mittleren absoluten Einfliisse
summiert. Es sei

)= Y & (15}) fir i=1,...,n. (6.22)

x€{z,y,v,%,0,a,0}

Mithilfe von /€]§: (tNi, £i+1) kann der Einfluss der Daten der Trajektorie zwischen den
Zeitpunkten ¢; und t~i+1 bewertet werden.

In Abbildung 6.10 ist der Einfluss der Daten in der z-y-Ebene visualisiert. Die Tra-
jektorie (Zapp(t), Yapp(t)) ist als schwarze Linie dargestellt. Die Datenpunkte (zy, gx)
sind durch schwarze Punkte gekennzeichnet. Die Daten werden zum Analysieren
des Einflusses gemaf (6.21) in n = 30 Bereiche aufgeteilt. In jedem Bereich legt
das Fahrzeug die gleiche Distanz zuriick. In vertikaler Koordinatenrichtung ist der
summierte mittlere absolute Einfluss (6.22) aufgetragen. Ahnlich wie in den vori-
gen Abbildungen wird der Einfluss mithilfe von roten Rechtecken visualisiert. Die
Hohe der Rechtecke entspricht dem Wert von x% (fi,tNiH). Im Gegensatz zu den
zweidimensionalen Visualisierungen sind die Rechtecke jedoch auf dem Abschnitt
der Trajektorie (Tapp(t), Japp(t)) filr t € [t;, £;41) positioniert. In Abbildung 6.10 ist
nochmals deutlich zu erkennen, dass der Modellparameter k£ im Wesentlichen wéh-
rend den beiden Geradeausfahrten beeinflusst wird. Dariiber hinaus ist zu erkennen,
dass der Einfluss zu Beginn und zum Ende der Geradeausfahrt grofler ist als in der
Mitte.

6.3.4.2 Analyse des Einflusses der Daten auf den Modellparameter L

Als néchstes wird der Einfluss der Daten auf den Modellparameter L analy-
siert. Dazu werden die Daten gemdf (6.20) in 30 gleich grofie Bereiche D} fiir
X € {z,y,v,1,8,a,0} aufgeteilt und die mittleren absoluten Einfliisse s (DY) be-
stimmt. In Abbildung 6.11 sind die mittleren absoluten Einfliisse visualisiert. Die
Skalen der rechten vertikalen Koordinatenachsen sind in allen Abbildungen gleich,
um die Werte der mittleren absoluten Einfliisse direkt miteinander vergleichen zu
konnen.
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Abbildung 6.10: Summierter mittlerer absoluter Einfluss der Daten des Einspurmo-
dells auf den Modellparameter k, visualisiert auf der Trajektorie des Fahrzeugs. Die
Daten sind gem&f (6.21) in 30 Bereiche eingeteilt, wihrend denen das Fahrzeug die
gleiche Distanz zuriicklegt

Es fallt auf, dass lediglich die Daten der Geschwindigkeit, der Orientierung und
des Lenkwinkels (s. Abb. 6.11c bis 6.11¢) einen nennenswerten Einfluss auf den
Modellparameter L haben. Fiir die Daten der z- und y-Positionen (s. Abb. 6.11a
und 6.11b) sowie der Beschleunigung (s. Abb. 6.9f) und der Lenkwinkelgeschwin-
digkeit (s. Abb. 6.11g) ist der mittlere absolute Einfluss aufgrund der Skalierung
der rechten vertikalen Koordinatenachsen nicht zu erkennen. Folglich kann ihr Ein-
fluss im Vergleich zum Einfluss der Daten der Geschwindigkeit, der Orientierung
und des Lenkwinkels vernachlissigt werden. Dies kann damit erklédrt werden, dass
der Modellparameter L im Einspurmodell (6.15) in der Gleichung der Anderung der
Orientierung (6.15d) auftritt. Diese Gleichung héngt von der Geschwindigkeit und
dem Lenkwinkel ab. Die Geschwindigkeit und der Lenkwinkel werden zwar durch
die Beschleunigung und die Lenkwinkelgeschwindigkeit gesteuert, laut der Analyse
ist der direkte Einfluss der Daten der Steuerungen auf den Modellparameter jedoch
gering.

In Abbildungen 6.11c bis 6.11e kann abgelesen werden, dass die Daten des Lenk-
winkels (s. Abb. 6.11e) den grofiten mittleren absoluten Einfluss auf L aufwei-
sen. Der mittlere absolute Einfluss der Daten der Geschwindigkeit ist dagegen
gering (s. Abb. 6.11e). Dariiber hinaus fallt auf, dass die Daten der Kurven-
fahrt (5s < ¢t < 9.6s) einen groferen Einfluss auf den Modellparameter L haben
als die Daten der Geradeausfahrten (t < 5s und ¢t > 9.6s). Dies ist ein sinnvolles
Ergebnis, da wéihrend der Geradeausfahrt der Lenkwinkel Null ist. Folglich dndert
sich die Orientierung des Fahrzeugs nicht und (6.15d) ist identisch erfiillt. Die Daten
der Geradeausfahrten enthalten daher keine relevante Informationen zum Identifi-
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Modellparameter L, die Daten sind geméf (6.20) in 30 gleich groBe Bereiche aufge-

teilt
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Abbildung 6.12: Summierter mittlerer absoluter Einfluss der Daten des Einspurmo-
dells auf den Modellparameter L, visualisiert auf der Trajektorie des Fahrzeugs. Die
Daten sind gem#f (6.21) in 30 Bereiche eingeteilt, wihrend denen das Fahrzeug die
gleiche Distanz zuriicklegt

zieren des Modellparameters L. Insbesondere bei t & 7.5 ist fiir die Daten der drei
Zusténde ein besonders grofler mittlerer absoluter Einfluss zu erkennen. Die Daten
in der Mitte der Kurve sind daher besonders wichtig, um den Modellparameter L
zu identifizieren.

Wie im vorigen Abschnitt wird der Einfluss der Daten auf den Modellparameter L
zusétzlich in der z-y-Ebene auf der Trajektorie des Fahrzeugs visualisiert. Die Daten
werden dazu geméf (6.21) in 30 Bereiche aufgeteilt, wihrend denen das Fahrzeug
die gleiche Distanz zuriicklegt. Zum Bewerten des Einflusses eines Datenbereiches
werden die mittleren absoluten Einfliisse gemé$ (6.22) summiert.

In Abbildung 6.12 ist die Summe der mittleren absoluten Einfliisse x% auf den je-
weiligen Abschnitten der Trajektorie des Fahrzeugs visualisiert. Die schwarze Linie
stellt die Trajektorie des Fahrzeugs dar. Die schwarzen Punkte sind die Datenpunk-
te (Zx, yx). In vertikaler Koordinatenrichtung ist der summierte mittlere absolute
Einfluss k& aufgetragen. Der Einfluss auf den Abschnitten der Trajektorie ist durch
rote Rechtecke visualisiert. Die Héhe eines Rechtecks ist der Wert & und die Breite
entspricht dem zugehorigen Abschnitt der Trajektorie. In Abbildung 6.12 ist deut-
lich zu erkennen, dass der Einfluss der Daten wiahrend der Kurvenfahrt gréfer ist als
wihrend den Geradeausfahrten. Insbesondere in der Mitte der Kurve ist der Einfluss
besonders grofi.
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Abbildung 6.13: Summierter mittlerer absoluter Einfluss der Daten des Einspurmo-
dells auf den Modellparameter r, visualisiert auf der Trajektorie des Fahrzeugs. Die
Daten sind gem&$ (6.21) in 30 Bereiche eingeteilt, wihrend denen das Fahrzeug die
gleiche Distanz zuriicklegt

6.3.4.3 Analyse des Einflusses der Daten auf den Modellparameter r

Der Vollsténdigkeit halber wird abschliefend der Einfluss der Daten auf den Modell-
parameter r analysiert. Der Modellparameter r verkniipft die Ableitung des Lenk-
winkels 0 mit der gesteuerten Lenkwinkelgeschwindigkeit o (s. (6.15¢)). Er verhilt
sich deshalb &hnlich wie der Parameter k, welcher die Ableitung der Geschwindig-
keit © mit der gesteuerten Beschleunigung a verkniipft. Die Analyse und Interpreta-
tion der Ergebnisse wire daher dhnlich wie in Abschnitt 6.3.4.1. Auf eine ausfiihr-
liche Analyse wie in den vorigen beiden Abschnitten wird deshalb an dieser Stelle
verzichtet und es werden lediglich die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst.

In Abbildung 6.13 ist die Summe der mittleren absoluten Einfliisse k% geméf (6.22)
auf den jeweiligen Abschnitten der Trajektorie des Fahrzeugs visualisiert. Die Daten
wurden dafiir geméf (6.21) in 30 Bereiche aufgeteilt, in denen das Fahrzeug die glei-
che Distanz zuriicklegt. Die schwarze Linie stellt die Trajektorie des Fahrzeugs dar.
Die schwarzen Punkte sind die Datenpunkte (Zy, gx). In vertikaler Koordinatenrich-
tung ist der summierte mittlere absolute Einfluss %, aufgetragen. Der Einfluss auf
den Abschnitten der Trajektorie ist durch rote Rechtecke visualisiert. Die Hohe eines
Rechtecks ist der Wert k& und die Breite entspricht dem zugehérigen Abschnitt der
Trajektorie.

In Abbildung 6.13 ist deutlich zu erkennen, dass der Einfluss der Daten wihrend der
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Kurvenfahrt grofler ist als wahrend den Geradeausfahrten. Insbesondere die Daten
in der Mitte der Kurvenfahrt haben einen grofien Einfluss auf den Parameter r. Dies
entspricht den Beobachtungen aus den vorigen beiden Abschnitten: Wéahrend der
Geradeausfahrten ist (6.15¢) fiir jeden Wert von r erfiillt und folglich kénnen die
Daten der Geradeausfahrten nicht genutzt werden, um den Modellparameter r zu
identifizieren.

Eine néhere Analyse zeigt, dass lediglich die Daten des Lenkwinkels und der Lenk-
winkelgeschwindigkeit den Modellparameter r beeinflussen (s. ergénzende Abbildun-
gen in Anhang C.2). Das kann damit erklért werden, dass Gleichung (6.15¢) lediglich
vom Lenkwinkel und der Lenkwinkelgeschwindigkeit abhéngt und diese Gréflen un-
abhéngig von den anderen Zustédnden und Steuerungen sind.

Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass die in Kapitel 5 entwickelte Methode geeig-
net ist, um den Einfluss von Daten auf die Modellparameter des Einspurmodells zu
analysieren. Mithilfe des mittleren absoluten Dateneinflusses (5.17) kann der Ein-
fluss der Daten nachvollziehbar bewertet werden. Zudem ergibt die Analyse, dass
die Daten der z- und y-Positionen keinen der drei Modellparameter k, L und r
beeinflussen. Da die Gleichungen (6.15¢), (6.15d) und (6.15¢) unabhéngig von den
Zusténden x und y sind, konnen die Modellparameter wohl auch anhand des redu-
zierten dynamischen Modells

tand(t) fir ¢ € [to,ty]

identifiziert werden. Die Grofle des Parameteridentifikationsproblems koénnte da-
durch reduziert werden.



Kapitel 7

Fazit

Zum Abschluss der Arbeit werden die wichtigsten Resultate zusammengefasst. Dar-
iiber hinaus wird in Abschnitt 7.2 ein Ausblick iiber mogliche weiterfithrende Fra-
gestellungen und Erweiterungen der vorgestellten Methode zum Analysieren des
Einflusses von Daten auf die Modellparameter dynamischer Modelle gegeben.

7.1 Zusammenfassung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war die Entwicklung einer Methode zum Analysie-
ren des Einflusses von Daten auf die Parameter dynamischer Modelle. Die Methode
beruht auf einer geeigneten Approximation der Daten durch stiickweise Polynome
sowie der Berechnung und Interpretation von parametrischen Sensitivitéiten. In Ka-
pitel 2 bis 4 der Arbeit wurden die Grundlagen der Methode erarbeitet. Kapitel 5
beschéftigte sich schliellich mit der Herleitung der Methode. In Kapitel 6 wurden
numerische Auswertungen zu der Methode vorgestellt. Im Folgenden werden die
wichtigsten Resultate der Arbeit fiir jedes Kapitel zusammengefasst.

In Kapitel 2 wurden Grundlagen der nichtlinearen Optimierung dargestellt. In die-
sem Zuge wurden auch Resultate der parametrischen Sensitivitdtsanalyse zusam-
mengefasst. Dariiber hinaus wurde die Softwarebibliothek WORHP vorgestellt, wel-
che ein SQP-Verfahren zum numerischen Losen von nichtlinearen Optimierungspro-
blemen implementiert. WORHP zeichnet sich dadurch aus, auch hochdimensionale
Optimierungsprobleme mit mehreren Millionen Optimierungsvariablen und Neben-
bedingungen losen zu konnen. In Abschnitt 2.4.2 wurden verschiedene von WORHP
implementierte Techniken dargestellt, mit denen dies gelingt. Dariiber hinaus er-
moglicht das in WORHP integrierte Modul WORHP Zen die effiziente Berechnung
von parametrischen Sensitivitdaten.

In Kapitel 3 wurden stiickweise Polynome thematisiert und klassifiziert. Insbesonde-
re wurden v-regulére stiickweise Polynome eingefiihrt. Diese zeichnen sich durch ge-
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wisse Regularititseigenschaften an den Ubergéngen zwischen zwei Polynomstiicken
aus und eignen sich gut zur Approximation von Daten. Sie sind ein wesentlicher
Bestandteil der entwickelten Methode zum Analysieren des Einflusses der Messda-
ten auf die Modellparameter dynamischer Modelle. Des Weiteren wurden B-Splines
als Basisfunktionen des Vektorraums der v-reguldren stiickweisen Polynome vorge-
stellt und deren Eigenschaften diskutiert. B-Splines bilden eine gut konditionierte
Basis der v-reguléren stiickweisen Polynome und sind daher besonders fiir numerisch
Berechnungen geeignet. In Abschnitt 3.3.3 wurden zwei von de Boor [7, 8] entwickel-
ten Algorithmen vorgestellt, mit denen v-regulire stiickweise Polynome effizient und
numerisch stabil mithilfe von B-Splines ausgewertet werden konnen.

In Kapitel 4 der Arbeit wurden Grundlagen der Parameteridentifikation vorgestellt.
Es wurden zunéchst explizite Parameteridentifikationsprobleme behandelt. Expli-
zite Parameteridentifikationsprobleme konnen haufig auf Least-Squares-Probleme
zuriickgefiihrt werden. Dabei handelt es sich um eine spezielle Klasse nichtlinearer
Optimierungsprobleme. In Abschnitt 4.1.1 wurde ein Uberblick iiber numerische Li-
sungsverfahren von Least-Squares-Problemen gegeben. Der Fokus von Kapitel 4 lag
auf der Parameteridentifikation in dynamischen Modellen. Als dynamisches Modell
wurde dabei ein System gewdohnlicher Differentialgleichungen & = f(t, z,u,p) be-
zeichnet, welches gegebenenfalls von Steuerungen u und Parametern p abhéngt. Ver-
schiedene Losungsverfahren dynamischer Parameteridentifikationsprobleme wurden
in Abschnitt 4.2 diskutiert. Insbesondere wurde die Kollokationsmethode vorgestellt.
Bei der Kollokationsmethode werden zunéchst die Daten durch v-regulére stiickwei-
se Polynome approximiert. Im zweiten Schritt der Methode werden die Modellpa-
rameter identifiziert. Dazu wird die quadrierte Abweichung zwischen der Ableitung
der Approximation der Daten und dem Vektorfeld f minimiert. Das resultierende
Problem ist ein Least-Squares-Problem und kann effizient gelost werden. Damit die
Modellparameter gut mithilfe der Kollokationsmethode identifiziert werden koénnen,
ist es essentiell, dass die Approximationen einerseits die Daten gut reprasentieren
und andererseits ndherungsweise das dynamische Modell erfiillen. Eine grofie Her-
ausforderung bei der Kollokationsmethode ist daher, eine gute Approximation der
Daten zu bestimmen. In Abschnitt 4.2.2.4 wurden verschiedene Erweiterungen der
Kollokationsmethode diskutiert, welche sich mit dieser Thematik beschéftigen.

Aufbauend auf Kapitel 2 bis 4 wurde in Kapitel 5 eine Methode zum Analysieren des
Einflusses der Daten auf die Modellparameter dynamischer Modelle entwickelt. Im
ersten Schritt der Methode wurden die Daten durch v-regulire stiickweise Polyno-
me approximiert. Als Basisfunktionen wurden dabei B-Splines verwendet. Auf diese
Weise wurden die Daten geglattet und mogliches Rauschen reduziert. Als néchstes
wurden die Modellparameter des dynamischen Modells identifiziert. Dazu wurden
statt der Daten die Approximationen der Daten verwendet. Das Parameteridenti-
fikationsproblem konnte daher auf natiirliche Weise mit der Kollokationsmethode
gelost werden. In dem resultierenden Optimierungsproblem wurden die Koeffizien-
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ten der B-Splines in der Basisdarstellung der Approximationen als Storparameter
interpretiert. Mithilfe der parametrischen Sensitivitdtsanalyse wurden schliefflich die
Sensitivitdten der identifizierten Modellparameter beziiglich dieser Koeffizienten be-
stimmt. Um den Einfluss bestimmter Bereiche in den Daten auf die Modellparameter
zu beurteilen, wurde berechnet, wie sich eine Storung der Daten auf die Koeffizien-
ten der B-Splines auswirkt. So war es moglich, den Einfluss beliebiger Datenbereiche
auf die Modellparameter zu analysieren. Dabei wurde insbesondere das mitunter auf-
windige Parameteridentifikationsproblem nur einmal gelost werden.

In Kapitel 6 wurden numerische Auswertungen zu der in Kapitel 5 vorgestellte Me-
thode préasentiert. Zundchst wurde die Methode anhand eines einfachen dynamischen
Modells mit einem Modellparameter demonstriert. Die Resultate der entwickelten
Methode zur Analyse des Einfluss der Daten auf den Modellparameter waren nach-
vollziehbar und wurden zudem durch analytische Uberlegungen gestiitzt. Anschlie-
Bend wurde die Methode auf ein Einspurmodell angewendet und ein beispielhaftes
Fahrmanover analysiert. Dieses setzte sich aus zwei Geradeausfahrten und einer Kur-
venfahrt zusammen. Anhand analytischer Uberlegungen konnte begriindet werden,
dass die Modellparameter entweder wiahrend der Geradeausfahrten oder lediglich in
der Kurve einen Einfluss auf das Einspurmodell haben. Zu dem Fahrmanover wurden
durch eine numerische Simulation Daten erzeugt. Mithilfe der entwickelten Methode
wurde der Einfluss dieser Daten auf die Modellparameter des Einspurmodells ana-
lysiert. Es wurde gezeigt, dass die entwickelte Methode sinnvolle Ergebnisse erzielt.
Fiir die Modellparameter, die lediglich wahrend der Kurvenfahrt einen Einfluss auf
das Modell haben, wurden die Daten der Kurvenfahrt als besonders wichtig erkannt.
Fiir die Daten der Geradeausfahrten wurde dagegen ein geringer Einfluss ermittelt.
Fiir die Modellparameter, die lediglich wiahrend der Geradeausfahrten einen Einfluss
auf das Modell haben, wurden die Daten der Geradeausfahrten als besonders wichtig
erkannt.

7.2 Ausblick

In dieser Arbeit wurde anhand der Analyse eines einfachen Einspurmodells gezeigt,
dass die in Kapitel 5 entwickelte Methode geeignet ist, um den Einfluss von Daten
auf die Modellparameter dynamischer Modelle zu analysieren. In weiteren Untersu-
chungen sollte die Tauglichkeit der Methode anhand konkreter Anwendungen unter-
sucht werden. Insbesondere sollten fiir die Analyse Messdaten von realen Prozessen
herangezogen werden.

Die entwickelte Methode nutzt die Kollokationsmethode zum Losen des dynamischen
Parameteridentifikationsproblems. In der klassischen Variante der Kollokationsme-
thode miissen fiir jeden Zustand Daten vorliegen. Dies ist in praktischen Anwendung
héufig nicht der Fall. Daher wére es sinnvoll, weitere Losungsverfahren dynamischer
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Parameteridentifikationsprobleme in die entwickelte Methode zu integrieren. Als Er-
weiterung der klassischen Kollokationsmethode wiirde sich die iterative Kollokations-
methode nach Poyton et al. [52] anbieten. Die Sensitivitdten konnten in diesem Fall
anhand der Optimierungsprobleme der letzten Iteration bestimmt werden. Dariiber
hinaus ware es denkbar, das Parameteridentifikationsproblem mithilfe eines anderen
Losungsansatzes, wie dem Ansatz der vollen Diskretisierung, auf ein nichtlineares
Optimierungsproblem zuriickzufithren und zu l6sen.

Fiir eine erfolgreiche Identifikation der Modellparameter mithilfe der Kollokations-
methode ist essentiell, dass die Approximationen der Daten einerseits die Daten
gut reprasentieren und andererseits ndherungsweise das dynamische Modell erfiil-
len. Zudem bildet die Approximation der Daten durch v-regulire stiickweise Poly-
nome einen zentralen Bestandteil der entwickelten Methoden zum Analysieren des
Einflusses von Daten auf die Modellparameter dynamischer Modelle. Deshalb ist es
wiinschenswert, die Daten moglichst gut zu approximieren. Die Giite der Approxima-
tion kann oftmals durch geschicktes Platzieren der Knotenpunkte verbessert werden.
Dies kann im konkreten Anwendungsfall jedoch aufwéndig sein und ein Hindernis
fiir die Benutzung der entwickelten Methode darstellen. Deshalb ist es erstrebens-
wert, automatisiert die optimale Anordnung der Knotenpunkte zu bestimmen. Wie
in Abschnitt 4.2.2.4 beschrieben, gibt es bereits Untersuchungen zu diesem The-
ma. Aufbauend auf den Ergebnissen koénnte eine automatisierte Bestimmung der
Knotenpunkte entwickelt werden.

In den numerischen Auswertungen wurde der Einfluss von zeitlich zusammenhén-
genden Bereichen der Daten analysiert. Dies ist zunéchst eine intuitive Aufteilung
und erlaubt eine iibersichtliche grafische Darstellung der Ergebnisse. Die entwickel-
te Methode ist jedoch nicht auf zeitlich zusammenhéngende Daten angewiesen. So
konnten die Daten auch in einer anderen Form geclustert werden. Durch die Analyse
der Einfliisse dieser Cluster ergibt sich moglicherweise ein noch besseres Verstand-
nis des zugrunde liegenden dynamischen Modells. Dabei wére denkbar, verschiedene
Methoden des Clusterings zu untersuchen.

Dariiber hinaus konnte untersucht werden, ob die Ergebnisse der entwickelten Me-
thode zur optimalen Versuchsplanung genutzt werden konnen. Das Ziel der optima-
len Versuchsplanung ist die Entwicklung von Versuchen zur Aufnahme von Daten,
anhand derer die Modellparameter moglichst gut identifiziert werden kénnen. Mit
der entwickelten Methode kann analysiert werden, ob durch einen Versuch Daten
produziert werden, welche keinen der Modellparameter beeinflussen. Dies deutet
darauf hin, dass diese Daten nicht wichtig fiir die Parameteridentifikation sind. Bei
der Planung von weiteren Versuchen kann daher vermieden werden, solche Daten zu
erzeugen.

Die in Kapitel 5 vorgestellte Methode wurde anhand dynamischer parameterab-
héngiger Modelle entwickelt. Fine mogliche Erweiterung wire die Ubertragung der
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Methode auf explizite parameterabhéingige Modelle. Eine interessante Anwendung
wére beispielsweise den Einfluss von Daten bei der Identifikation von Kennfeldern
mithilfe der Methode zu analysieren.
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Anhang A

Details zur Herleitung der
Algorithmen von de Boor

Im Folgenden werden die beiden Algorithmen von de Boor Alg. 2 und Alg. 3 de-
tailliert hergeleitet. Herleitungen der Algorithmen sind auch in den den Arbeiten
von de Boor [7, 8] zu finden. Wie zu Beginn von Kapitel 3 diskutiert, gibt es jedoch
eine Diskrepanz zwischen der Bedeutung des Grads von stiickweisen Polynomen in
den Arbeiten von de Boor und dieser Arbeit. Dariiber hinaus hat sich der Autor im
Gegensatz zu de Boor dazu entschieden, die Indizierung der Knotenfolge 7 bei Null
zu beginnen. Dies hat praktische Griinde und erlaubt eine direkte Implementierung
der Algorithmen in Programmiersprachen wie C++, bei denen die Indizierung von
Datenstrukturen typischerweise bei Null beginnt. Aus obigen Griinden gibt es ei-
nige Unterschiede in der Darstellung der Algorithmen zwischen den Arbeiten von
de Boor [7, 8] und dieser Arbeit. Um die Herleitungen von Alg. 2 und Alg. 3 bei
Bedarf nachvollziehen zu kénnen, werden sie in den folgenden beiden Abschnitten
in der Notation dieser Arbeit detailliert dargestellt.

A.1 Details zu de Boors erstem Algorithmus

De Boors erster Algorithmus (Alg. 2) beruht auf dem rekursiven Zusammen-
hang (3.29). In diesem Abschnitt wird ein effizientes Vorgehen zum Auswerten von
(3.29) hergeleitet, welches schliefllich in de Boors erstem Algorithmus resultiert.

Es wird angenommen, dass die Werte, T[kfl](:v) fir ein k € {il,...,d}

7

und i=j—d+k—1,...,j bekannt seien. Gesucht sind die Werte rik](x) fir
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i=j—d+k,..., j. Der besseren Ubersicht halber sei

k—1 k
" @) (@)
a4 = Tj—d-i'-k(x) cRECF2 und o = Tj—d-i—l'c—f—l(x) c RéF+
kf.l k ‘
i (@) ()

Es gilt der Zusammenhang

as:rj[.l:lﬂk_lﬁ(x) fir s=0,...,d—k+1 (A.1)
und
a, :r][.]i]dJrkJrs(m) fir s=0,...,d—k. (A.2)
Folglich ist
(A2) 1k
ay = Tj['—]d+k+s(x)

k—1 k—1
(3:29) (T = Tj—dth+s) Tﬁ'—dims(l’) + (Tjps41 — T) T]['—dims—l(f’f)

Tits+1 = Tj—dtk+s
(A1) ($ - Tj—d-i-k—i-s) as+1 + (Tj-‘rs-i-l - 35) Qg (A 3)
Tjts+1 = Tj—d+k+s

fir s =0,...,d — k. Durch Definition von

Tjts+1 — &

Vs =
Tj+s+1 = Tj—dtk+s

vereinfacht sich (A.3) zu

a; = (1 =) asy1 + Vsas.

Diese Rekursionsformel bildet den Kern von de Boors erstem Algorithmus. Ausge-
hend von ’rz[m () =¢ firi=j—d,...,j wird der Wert f(z) = rﬁd}(:c) berechnet. Um
die Effizienz des Algorithmus zu erhéhen, wird lediglich ein Vektor zum Speichern
der Elemente verwendet, dessen Eintrége {iberschrieben werden.

A.2 Details zu de Boors zweitem Algorithmus

De Boors zweiter Algorithmus (Alg. 3) beruht auf der Tatsache, dass auf dem Inter-
vall [7;, 7j41) alle B-Splines auler B, 4, mit i = j —d, ..., j konstant Null sind. Dies
kann ausgenutzt werden, um in der Rekursionsformel (3.15) lediglich die notwen-
digen Terme zu berechnen: Terme, die ohnehin Null sind, miissen nicht berechnet
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werden.

Ausgabe von de Boors zweitem Algorithmus sind die Werte aller B-Splines vom
Grad d, welche auf dem Intervall [7;,7;41) ungleich Null sind. In diesem Ab-
schnitt wird ein effizientes Vorgehen zum Berechnen dieser Werte hergeleitet, welches
schliefllich in de Boors zweitem Algorithmus resultiert.

Es wird angenommen, dass die Werte B;_(s_1)s-1,-(2),...,Bjs—1-(x) fiir ein
s € {l,...,d} bekannt sind. Gesucht sind die Werte B;_s (), .., Bjs-(x). Der
besseren Ubersicht halber sei

Bj—(S—l),S—l,T<x> Bj*S,S,T<'r)
Bj—(s—l)-q—l,s—l,T(x) Bj—s+1,s,7($)

b:= €R’ und ¥ := e Rt
Bjs-1.:(2) Bjsr (1)
Es gilt der Zusammenhang
br = Bj_(s—1)4rs—1,-(x) fir r=0,...,5-1 (A.4)
und
b, = Bj_sirs-(2) fir r=0,...,s. (A.5)

Folglich ist

b; (A:ﬁ) Bj*s+r,8,‘r (x)

(3.15) T — Tj—s4r Tjtr+1 — T
= —Bj—s—i-r,s—l,T(x) + Bj—5+7“+1,8—1,7'(x)
Tjtr = Tj—s+r Tjtr+1 = Tj—s+r+1
(A4) b1 by
) — T (i — ) (A.6)
Tjdr — Tj—s+r Tj+r+1 = Tj—s+r+1

fir r =1,...,s — 1. Damit (A.6) auch fiir r = 0 und r = s gilt, sei b_; = by := 0.
Dies ist dadurch gerechtfertigt, dass die B-Splines B;_; ;1 ; und Bj; s_1,, konstant
Null auf [7;,7j41) sind (vgl. (3.12) und Abb. 3.9). Es ist hervorzuheben, dass die
Nenner in Gleichung (A.6) fir r = 1,...,s — 1 ungleich Null sind: Da 7 monoton
steigend ist, gilt

r<s—1=r71 4, <71
und

r>1 = Tj+r > Tjt1-

Per Voraussetzung ist 7; < 741 und folglich 7;_.4, < 7,01 < 7541 < Tj4p, also
Tjtr — Tj—str 7 0. Analog ist 74,41 — Tj_s4r+1 7 0. Beim Auswerten von (A.6) kann
also auf eine Fallunterscheidung, ob einer der Nenner Null ist, verzichtet werden.
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Durch Definition von

br

R _ +L
Ty T,

R .__ L .__ R
Ty = Tj4r+1, Ty = Tj—s+r+1 und Wy ‘=

vereinfacht sich (A.G) zu

Diese Rekursionsformel bildet den Kern von de Boors zweitem Algorithmus. Bei der
Berechnung kann ausgenutzt werden, dass der Term w,_; sowohl in der Gleichung
fiir b, als auch fir b, auftritt.

Durch Umkehren der Iteration iiber r kann der Algorithmus noch effizienter gestaltet
werden. Es wird dann lediglich ein Vektor zum Speichern der Werte der B-Splines
der letzten Iteration benotigt, dessen Eintrége {iberschrieben werden.



Anhang B

Rechnungen zur Analyse des
Einflusses von Daten auf den
Parameter eines einfachen
dynamischen Modells

Im Folgenden sind die analytischen Berechnungen zur Analyse des Einflusses
von Daten auf den Modellparameter eines einfachen dynamischen Modells darge-
stellt (vgl. Abschnitt 6.2).

B.1 Identifikation des Modellparameters und Be-
rechnung der Sensitivititen

In diesem Abschnitt wird das Optimierungsproblem (5.6) zum Identifizieren des
Modellparameters p des einfachen dynamischen Modells

z(t) =p-u(t), tel0,1]

gelost. Anschlieend werden die Sensitivitdten dr/dcg, d?/acr und 9»/dcy des identifi-
zierten Modellparameters beziiglich der Koeffizienten der Approximationen

Tapp(t) = f(1—t) + ¢t und  Uapp(t) = cf.-

berechnet. Bs gilt Z,p,(t) = ¢ — ¢& und folglich vereinfacht sich (5.6) zu

3 XL xZ (¥ 1 - X i u i i (¥
r&lﬁlF(I’a cf, €5y C5) = - Z (cf — ¢ —pco)2 = (c¢f — g _pCO)Q' (B.1)
k=1
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Zum Bestimmen der optimalen Losung sowie der Sensitivitdten wird die erste Ab-
leitungen der Zielfunktion F' beziiglich p sowie die zweiten Ableitungen beziiglich p
und den Koeffizienten ¢, ¢f und cjj berechnet:

) = — (L) = - (1-8),
L el dioct) =2 () = 5
o (515 5) = 26t 1.
o (0. chc) = —25 = 1,
o (s GEact) = 2 — f — 2pe) =2

Dabei wurden bereits die Nominalwerte der Koeffizienten ¢i = 0, ¢f* = 1 und
cv? = 0.5 eingesetzt. Die optimale Losung von (B.1) ergibt sich aus %—5 =0 zu

p* = 2 und weil ?;TI; positiv ist, handelt es sich bei p* um eine Minimalstelle. Die

Sensitivitdten der optimalen Losung beziiglich der Koeffizienten sind geméafl Korol-
lar 2.14 durch

dp O%2F dp

dck 2 —1 [ Opocf dcf 1 —2
dp | _ 8_F PE |l o g =] 2
dep | ™ On2 dpocy e | = =
dp p 9%F dp 2 —4
dcyf dpdcy deg

gegeben.

B.2 Berechnung der Sensitivitidten beziiglich der
Datenpunkte

Im Folgenden werden die Sensitivitaten

i
dcf

dzy,

i
def

(cx’o,:io), 1 (c”’o,sio) und deg
k

—0 u,0 =0 . —
dﬂk(c ,u) fir k=1,...,n

bestimmt. Dies geschieht durch Losen der linearen Gleichungssysteme (5.16). Fiir
die Sensitivitéiten % und j% vereinfacht sich (5.16) wegen By .« (t) = (1 —t) und
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Bi1.+(t) =t 2zu
Do (=) 33 (1 =t % — 11—t
Y —t)t def "

PN 22211_275@"“7512 Z?;ti_tzz % _ 1 —t
Dt =t Dot i |\t

Tr
g (=Xt S (E) (1 (B.2)
ZZZI ti — ZZL t; 221 t7 dd% o\t '

Es werden n; dquidistante diskrete Zeitpunkte ¢, € [0, 1] betrachtet, folglich ist
tr = *=L und es gilt

ne—1

ne n¢ ng—1

1—1 1 , I ng(mg—1) my
tZ fg = = — B 3
; ;nt—1 nt—lgl -1 2 2 (B-3)
und

u “li—10? 1 = 1 (e — Dne(2n, — 1)
Sa-y () sty e et

i=1 i=1 ¢ (ny — 1) i=0 (ny — 1)

Mit (B.3) und (B.4) vereinfacht sich (B.2) zu
ne nt(Qntfl) nt(2nt71) dc? - k—1
2 6(n:—1) 6(nt—1) dzs ng—1
N n¢ un % . 2
Snt(nt - 1) — nt(Qnt — 1) nt(2nt — 1) g% a 6(1{7 - ].)

dcd
I1—(2n¢—1)-1 ny ny T 2
| = . :
= (—nt(nt +1) 0) <_d01> (G(k —1) —2(2n, — 1)) (B:5)

dzy

Aus (B.5) folgt schliellich

det 6(k—1) —2(2n, — 1)

di’k N —nt(nt + 1)
und
def 1 olerd 2 6(k—1)—2(2n,—1)
D (2-m) =2
dz,  ny dz;, ny —ng(ng + 1)

fir k=1,...,ny.
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Fiir die Sensitivitédten % vereinfacht sich (5.16) wegen By ,«(t) =1 zu
it det det
1.0 =1 & p 0=
=1

und folglich ist

U
dcg

d'l_Lk e




Anhang C

Erginzungen zur Analyse des
Einflusses von Daten auf die
Parameter eines Einspurmodells

Im Folgenden sind Details zur Analyse des Einflusses von Daten auf die Modellpa-

rameter eines Einspurmodells aufgefiihrt (vgl. Abschnitt 6.3).

C.1 Details zur Approximation der Daten

In diesem Abschnitt sind Details zu den Approximationen Y,y fiir die Modellgrofien
X € {z,y,v,1,0,a,0} des Einspurmodells (6.15) zusammengefasst. Die Grade der

Approximationen sind

In den folgenden Tabellen sind die Sprungstellen £X, Regularitéitseigenschaften an
den Sprungstellen X, Knotenpunkte 7X und Koeffizienten ¢X der Approximationen

d*=3,d"=3,d"=1,d"=2,d° =1,d* =0 und d° = 0.

aufgelistet.

&

X
T

XL
G

N O O W N~ O,

0.000000000000000
1.666666666666667
3.333333333333333
5.000000000000000
5.765403199752827
6.530806399505653
7.296209599258479
8.061612799011305

W W W W W w oy

0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
1.666666666666667
3.333333333333333
5.000000000000000
5.000000000000000
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0.8233728302784916

-0.3458803620812444

1.2081674330196661

-1.3377738084411328

0.2111075960126559
0.0384074997845061
0.1609247570949964
0.8773015186701724
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8 | 8.827015998764130 | 3 5.765403199752827 | 2.1580344867860390
9 9.592419198516957 | 2 6.530806399505653 | 4.8444388569447720
10 | 11.259085865183625 | 3 7.296209599258479 | 9.0356228445559830
11 | 12.925752531850291 | 3 8.061612799011305 | 11.2927635642672840
12 | 14.592419198516957 | 0O 8.827015998764130 | 14.3382716899776470
13 - - 9.592419198516957 | 19.4252501301093100
14 - - 9.592419198516957 | 22.5360564003642130
15 - - | 11.259085865183625 | 23.6396371995396500
16 - - 1 12.925752531850291 | 23.1738442851478760
17 - - 1 14.592419198516957 -
18 - - 1 14.592419198516957 -
19 - - | 14.592419198516957 -
20 - - | 14.592419198516957 -
i & vi Ut G
0 | 0.000000000000000 | O | 0.000000000000000 | -0.1289100558299209
1] 1.666666666666667 | 3 | 0.000000000000000 | -0.1957613184615900
2| 3.333333333333333 | 3 | 0.000000000000000 | 0.9828516045468526
3 | 5.000000000000000 | 2 | 0.000000000000000 | 4.6389188885206190
4 1 5.765403199752827 | 3 1.666666666666667 | 8.6948555292594600
5 | 6.530806399505653 | 3 | 3.333333333333333 | 11.9960395322939830
6 | 7.296209599258479 | 3 | 5.000000000000000 | 14.0518217373830550
7| 8.061612799011305 | 3 | 5.000000000000000 | 18.6612180763473300
8 | 8.827015998764130 | 3 | 5.765403199752827 | 20.9140809259723460
9 1 9.592419198516957 | 2 | 6.530806399505653 | 22.1710177921394660
10 | 11.259085865183625 | 3 7.296209599258479 | 24.0899978928042520
11 | 12.925752531850291 | 3 | 8.061612799011305 | 23.5013233191785400
12 | 14.592419198516957 | 0 | 8.827015998764130 | 23.5724189741839820
13 - - 9.592419198516957 | 23.2418621014381100
14 - - 9.592419198516957 | 24.5796234375123180
15 - - | 11.259085865183625 | 23.2514363196137100
16 - - | 12.925752531850291 | 23.1760089336846420
17 - - | 14.592419198516957 -
18 - - | 14.592419198516957 -
19 - - | 14.592419198516957 -
20 - - | 14.592419198516957 -
i | & 7| 7 | ;
0 | 0.000000000000000 | 0 | 0.000000000000000 | 0.0581780639049942
1] 1.666666666666667 | 1 0.000000000000000 | 1.5016914806638777
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2| 3.333333333333333 | 1 1.666666666666667 | 3.0234435923373777
3 | 5.000000000000000 | 1 3.333333333333333 | 4.5232668099996200
4| 5.765403199752827 | 1 5.000000000000000 | 4.5388037223044440
5| 6.530806399505653 | 1 5.765403199752827 | 4.5682614201249580
6 | 7.296209599258479 | 1 6.530806399505653 | 4.4537239272147700
7| 8.061612799011305 | 1 7.296209599258479 | 4.5039850386794040
8 | 8.827015998764130 | 1 8.061612799011305 | 4.4829744817264950
91 9.592419198516957 | 1 8.827015998764130 | 4.4030529615470740
10 | 11.259085865183625 | 1 9.592419198516957 | 2.9690102946904986
11 | 12.925752531850291 | 1 | 11.259085865183625 | 1.5219104378565087
12 | 14.592419198516957 | 0 | 12.925752531850291 | -0.0256615253084002
13 - - | 14.592419198516957 -
14 - - | 14.592419198516957 -
i & vy 7 c}
0 | 0.000000000000000 | O 0.000000000000000 | 1.5727823596133248
1| 1.666666666666667 | 2 0.000000000000000 | 1.5751780951332620
2| 3.333333333333333 | 2 0.000000000000000 | 1.5720273546127925
3 | 5.000000000000000 | 2 1.666666666666667 | 1.5639087763595910
4| 5.765403199752827 | 2 3.333333333333333 | 1.5785219964808737
5 | 6.530806399505653 | 2 5.000000000000000 | 1.3991307836488270
6 | 7.296209599258479 | 2 5.765403199752827 | 1.0444699053304405
7| 8.061612799011305 | 2 6.530806399505653 | 0.5227021838200059
8 | 8.827015998764130 | 2 7.296209599258479 | 0.1701103650958495
91 9.592419198516957 | 2 8.061612799011305 | -0.0128688237384354
10 | 11.259085865183625 | 2 8.827015998764130 | 0.0001383411152317
11 | 12.925752531850291 | 2 9.592419198516957 | -0.0003141224215418
12 | 14.592419198516957 | 0 | 11.259085865183625 | -0.0111882256544886
13 - - | 12.925752531850291 | -0.0026171702171879
14 - - | 14.592419198516957 -
15 - - | 14.592419198516957 -
16 - - | 14.592419198516957 -
i ¢l vl i
0 | 0.000000000000000 | O 0.000000000000000 | -0.000587918250056000
1| 1.666666666666667 | 1 0.000000000000000 | 0.000497165025709300
2| 3.333333333333333 | 1 1.666666666666667 | 0.000294778186075011
3| 5.000000000000000 | 1 3.333333333333333 | 0.002378791229287679
4| 5.765403199752827 | 1 5.000000000000000 | -0.148962026362392780
5| 6.530806399505653 | 1 5.765403199752827 | -0.291256457637693530
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6 | 7.296209599258479 | 1 | 6.530806399505653 | -0.410766166167301700
7| 8.061612799011305 | 1 7.296209599258479 | -0.272944562582395000
8 | 8.827015998764130 | 1 | 8.061612799011305 | -0.140117012389432700
9 1 9.592419198516957 | 1 | 8.827015998764130 | 0.002273415904535285
10 | 11.259085865183625 | 1 | 9.592419198516957 | 0.011913241400745630
11 | 12.925752531850291 | 1 | 11.259085865183625 | 0.009850487703722885
12 | 14.592419198516957 | 0 | 12.925752531850291 | 0.002769670190432274
13 - - | 14.592419198516957 -
14 - - | 14.592419198516957 -
: ¢ g o 5
0 | 0.000000000000000 | O | 0.000000000000000 | 1.000051399699038600
1| 1.666666666666667 | 0 | 1.666666666666667 | 0.997318215823377800
2| 3.333333333333333 | 0 | 3.333333333333333 | 1.009019121541835200
3 | 5.000000000000000 | 0 | 5.000000000000000 | 0.000519761578060544
4| 5.765403199752827 | 0 | 5.765403199752827 | -0.020473405488347585
5 | 6.530806399505653 | 0 | 6.530806399505653 | 0.002599049602537977
6 | 7.296209599258479 | 0 | 7.296209599258479 | 0.002852908541849933
7| 8.061612799011305 | 0 | 8.061612799011305 | -0.016998774280937712
8 | 8.827015998764130 | 0 | 8.827015998764130 | -0.006950445486662794
9 | 9.592419198516957 | 0 | 9.592419198516957 | -0.988803686814095600
10 | 11.259085865183625 | 0 | 11.259085865183625 | -0.997146606429260100
11 | 12.925752531850291 | 0 | 12.925752531850291 | -0.987723897530637900
12 | 14.592419198516957 | 0 | 14.592419198516957 -
i & v 7 7
0 | 0.000000000000000 { O | 0.000000000000000 | 0.000745593022248768
1] 1.666666666666667 | 0 1.666666666666667 | -0.001384785899423004
2| 3.333333333333333 | 0 | 3.333333333333333 | -0.001240298046138092
3 | 5.000000000000000 | O | 5.000000000000000 | -0.299945843169477800
41 5.765403199752827 | 0 | 5.765403199752827 | -0.297977080239261450
5| 6.530806399505653 | 0 | 6.530806399505653 | -0.301359974934755860
6 | 7.296209599258479 | 0 7.296209599258479 | 0.298465939573267950
7| 8.061612799011305 | 0 | 8.061612799011305 | 0.298749775026320940
8 | 8.827015998764130 | 0 | 8.827015998764130 | 0.300821428564610470
9| 9.592419198516957 | 0 | 9.592419198516957 | -0.001240250347994771
10 | 11.259085865183625 | 0 | 11.259085865183625 | -0.000764742499357510
11 | 12.925752531850291 | 0 | 12.925752531850291 | -0.000500678599492079
12 | 14.592419198516957 | 0 | 14.592419198516957 -
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C.2 Erginzende Abbildungen des mittleren abso-
luten Einflusses der Daten auf den Modellpa-

rameter r
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Abbildung C.1: Mittlere absolute Einfliisse der Daten des Einspurmodells auf den
Modellparameter r, die Daten sind gemé&8 (6.20) in 30 gleich grofie Bereiche aufgeteilt

(Teil 1)
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Abbildung C.1: Mittlere absolute Einfliisse der Daten des Einspurmodells auf den
Modellparameter r, die Daten sind gemé&8 (6.20) in 30 gleich grofie Bereiche aufgeteilt
(Teil 2)
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