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Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen meiner Diplomarbeit [Boe07] am Zentrum fiir
Technomathematik der Universitidt Bremen im Sommersemester 2007. Aus hier nicht naher
darzulegenden Griinden wurde sie damals nicht vertffentlicht. Da der Inhalt — wie ich meine —
auch heute noch von grofiem Interesse sein diirfte, erscheint nun die Arbeit als Bericht aus der
Technomathematik mit nur sehr leichten Anderungen gegeniiber der urspriinglichen Version.
Eine Fortsetzung dieser Arbeit, insbesondere unter Beriicksichtigung der klassischen Plastizitét,
findet sich u.a. in meiner Dissertation [Boel2].

Kurzfassung

Stahl besitzt ein komplexes Materialverhalten. Besonderheiten sind die moglichen Phasenum-
wandlungen und die Umwandlungsplastizitit, die bereits bei vergleichsweise geringen Spannun-
gen zu bleibenden Verformungen fithrt. Aus diesem Grund miissen die klassischen Modelle der
,, Thermoelastizitdt mit Phasenumwandlungen® durch Hinzunahme der Umwandlungsplastizitit,
oft auch der klassischen Plastizitat, erweitert werden.

Gekoppelte Modelle zum Materialverhalten von Stahl, die neben der Temperatur und der De-
formation auch die Phasenumwandlungen beschreiben, sind bislang im engeren mathematischen
und numerischen Kontext nur wenig untersucht worden.

Gegenstand dieser Arbeit ist, das komplexe Materialverhalten von Stahl (insbesondere die Phasen-
umwandlungen und die Umwandlungsplastizitéit) in allgemeinere Modelle der Thermoelastizitéit
einzubinden und die Losbarkeit der mathematischen Aufgabe der linearen Thermoelastizitét
unter Beriicksichtigung von Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitit zu untersuchen.

Abstract

Steel has a complex material behaviour. Special features are possible phase transitions and the
transformation-induced plasticity, which already leads to permanent deformation at relatively
low stress. For this reason, the classical models of thermo-elasticity with phase transitions
have to be extended by adding the transformation-induced plasticity, often also the classical
plasticity.

Coupled models for the material behavior of steel, which describe the phase transitions in
addition to the temperature and the deformation have been insufficiently investigated in a strict
mathematical and numerical context so far.

The work presented integrates the complex behavior of steel materials (especially the phase
transformations and the transformation-induced plasticity) in general models of thermo-elasticity



and deals with the analysis of the mathematical problem of linear thermo-elasticity, taking into
account phase transitions and transformation-induced plasticity.
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1 Einleitung

Die Weltproduktion von Stahl (in Tonnen) nimmt den zweiten Platz hinter Zement ein. Stahl
und Eisenwerkstoffe werden in sehr verschiedenen Bereichen eingesetzt, wobei oft sehr hohe
Qualitatsanforderungen an (End-)Geometrie, Gefiige, Oberflichengiite, Hirte sowie weitere
Eigenschaften der Bauteile gestellt werden (vgl. z.B. [BPT03] zu Fragen der Herstellung und
Verarbeitung moderner Stahlwerkstoffe). Bedingt durch die besonderen Eigenschaften von
Eisen-Kohlenstoff-Legierungen (vgl. z.B. [SLB95]) ergeben sich eine groe Variabilitdt in den
Eigenschaften und eine groBe Komplexitit im Materialverhalten. Uberdies erfolgt der Pro-
duktionsprozess von Stahlbauteilen in aller Regel iiber mehrere Stufen. Das alles stellt grofle
Herausforderungen an die Modellierung und Simulation des Materialverhaltens, um Spannungs-
und Deformationszustéinde sowie Phasenzusammensetzung vorherzusagen. Ein wichtiges Ziel
der Modellierung und Simulation ist, den Verzug am Ende des Produktionsprozesses (also
die unerwiinschte Abweichung der Geometrie von der Norm) zu minimieren (vgl. hierzu etwa
[HKLMO02, SFB07]). Eine Besonderheit im Materialverhalten von Stahl sind die moglichen
Phasenumwandlungen, die stark durch Temperaturgeschichte und Kohlenstoffgehalt bestimmt
werden (vgl. [Hor92, Dah93, Koh94, Sei99, Ble01, BPT03, WWO04, BT06]). Daher sind neben
dem metalltypischen Verhalten (Thermoelasto-Plastizitit, Viskoplastizitit, ggf. Kriechen) auch
die Wechselwirkungen mit den Phasenumwandlungen (und ggf. mit értlich inhomogener Kohlen-
stoffkonzentration) zu beriicksichtigen. Ein wichtiges Phidnomen ist die Umwandlungsplastizitt,
die auftritt, wenn Phasenumwandlungen unter deviatorischen Spannungen ablaufen, selbst wenn
die Fliefigrenze der weicheren Phase nicht erreicht wird. In [WBHO8] wurde ein makroskopisches
Modell fiir das Materialverhalten von Stahl entwickelt, das Phasenumwandlungen, Umwand-
lungsplastizitét und Plastizitdt einschliet und insbesondere die Wechselwirkungen zwischen
Plastizitdt und Umwandlungsplastizitit beriicksichtigt. Es gibt Anwendungen, bei denen die
Umwandlungsplastizitéit eine wesentliche Rolle spielt und die Plastizitit vernachléssigbhar ist
(z.B. martensitisches Abschrecken, vgl. [SFHW09, FLHZ09]). In der vorliegenden Arbeit wer-
den mathematische Modelle zu dem letztgenannten Fall analytisch untersucht, und zwar im
Rahmen der geometrisch linearen Theorie (,kleine Deformationen), wie es z.B. bei Abschreck-
prozessen zuléssig erscheint, wenn keine (grofien) dufleren Kriifte einwirken. Die untersuchten
Modelle beinhalten somit die lineare Thermoelastizitdt, die um Phasenumwandlungen und
Umwandlungsplastizitit erweitert wird. Die Arbeit kann daher auch als Vorbereitung auf die
nichste Herausforderung angesehen werden, niamlich die (,klassische®, d.h. versetzungsbedingte)
Plastizitit in diesen Ansatz zu integrieren.

2 Zur Modellierung des Materialverhaltens von Stahl

Ein Modell fiir das Materialverhalten von Stahl im Rahmen der Kontinuumsmechanik umfasst die
Bilanzen fiir Masse, Impuls, Drehimpuls, Energie und ggf. auch fiir die Entropie (sowie ggf. fiir die
Kohlenstoffkonzentration und weitere Grofien, wenn diese eine Rolle spielen). Die Massenbilanz
fithrt zur zeitlich konstanten Dichte in der Referenzkonfiguration, die Bilanz des Drehimpulses
zur Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors. Da nur kleine Deformationen betrachtet
werden, was einer geometrischen Linearisierung entspricht, unterscheiden sich die Referenz-
und aktuelle Konfiguration nur unwesentlich, und die Spannungstensoren fallen zusammen.
Es wird weiter eine gegebene konstante makroskopische (homogene) Kohlenstoffkonzentration
angenommen. Im Ergebnis der vorstehenden Uberlegungen bleiben in dieser eingeschrinkten
Situation die beiden Bilanzen fiir Impuls und Energie in lokaler Form:

— —div(e) =1 (Impuls- oder Bewegungsgleichung),



0 0
(2.2) ) a—: +div(q) =0 : 8—? +r (Energiegleichung).

Es werden Standard-Bezeichnungen benutzt: pg — Gesamtdichte in der Referenz- und somit auch
aktuellen Konfiguration, u — Verschiebungsvektor, e — linearisierter Greenscher Verzerrungsten-
sor, o — Cauchyscher Spannungstensor, f — Volumendichte der dufleren Kréfte, e — Massendichte
der inneren Energie, q — Dichte des Wirmestromvektors, » — Volumendichte der Warmezufuhr.
Der Doppelpunkt ,,:“ bezeichnet das Skalarprodukt von Matrizen bzw. Tensoren 2. Stufe. Die Be-
ziehungen (2.1) und (2.2) miissen im Orts-Zeit-Gebiet 2x]0, T'[ erfiillt sein. Fiir mathematische
Untersuchungen wird angenommen, dass das Referenzgebiet, €2, ein (beschrénktes) Lipschitz-
Gebiet sei, dessen Dimension bei konkreten Anwendungen gleich 1, 2 oder 3 ist. T' €10, oo steht
fiir die Prozesszeit. Die bekannte Beziehung fiir € lautet:

(2.3) e =c¢e(u):= % (Vu+ vu’).

Um zu einem makroskopischen Modell fiir das Materialverhalten von Stahl zu gelangen, werden
zusétzliche Annahmen getroffen:

e Stahl wird als Festkorper und als Mischung seiner Phasen betrachtet, die damit als
Konstituenten angesehen werden.

e Eine Diffusion dieser Phasen — wie in allgemeinen Mischungen — wird ausgeschlossen. Als
Konsequenzen enthalten die Umwandlungsgleichungen fiir die Phasen keine Diffusionsterme
(s. (3.3) weiter unten).

Im Stahl kénnen Phasenumwandlungen eine wesentliche Rolle spielen, insbesondere bei Wir-
mebehandlungen. Mit p; wird der Massenanteil der i-ten Phase bezeichnet (i =1,..., N), und
abkiirzend wird p = (p1,p2,...,pn) verwendet. Aus den Definitionen der Massenanteile selbst
folgen dann die Bilanzgleichung sowie die Nichtnegativitéitsbeziehungen:

N
(2.4) dpi=1, pi>0 firi=1,...,N.
=1

Bei der weiteren Entwicklung des Modells werden (2.1), (2.2) und (2.4) durch Materialgesetze
sowie Anfangs- und Randbedingungen ergéinzt.

Bemerkung 2.1
(i.) Die oben getroffenen Voraussetzungen sind durch das beobachtbare Verhalten von Stahl
gestiitzt. Eine makroskopische Diffusion der einzelnen Phasen findet nicht statt, sie
verbleiben am Ort ihres Entstehens. Ebensowenig gibt es duflere Quellen und Senken fiir
die Phasenumwandlungen.

(ii.) Die Annahme kleiner Deformationen scheint bei Wérmebehandlungen von Stahlbauteilen
zuléssig, wenn nicht zusétzlich (gréfiere) mechanische Kréfte einwirken, wie etwa beim
Walzen oder Schmieden.

(iii.) In der Werkstoftfkunde wird beim Stahl traditionell mit Volumenanteilen gearbeitet. In der
Mischungstheorie werden jedoch meist die Massenanteile bevorzugt. Da beim Stahl die Un-
terschiede zwischen Massen- und Volumenanteil derselben Phase (bei gleicher Temperatur)
klein sind (im Bereich von einem bis zwei Prozent), muss nicht streng zwischen Massen-
und Volumenanteilen unterschieden werden. Fiir ausfiihrliche Ableitungen und Diskussio-
nen sei auf [WBDO3], fiir experimentelle Ergebnisse auf [WS03, WFLO7] verwiesen. Es sei
jedoch ausdriicklich hervorgehoben, dass selbst diese geringen Dichteunterschiede einen
erheblichen Einfluss auf das Verzugsverhalten von Stahlbauteilen haben kénnen.

Wie in der geometrisch-linearen Theorie iiblich, wird der Verzerrungstensors € geméfl

(25) E = Ete T Ein



in die (thermo-)elastischen und inelastischen Anteile g4 und &;, zerlegt. Der inelastische Anteil
wird ggf. seinerseits additiv zerlegt, z.B. in Anteile fiir die Plastizitdt und die Umwandlungs-
plastizitit (vgl. z.B. [WBHO0S]).

3 Zu den untersuchten mathematischen Modellen

In dieser Arbeit werden zwei spezielle Modelle fiir das Materialverhalten von Stahl untersucht:
e Lineare Thermoelastizitit mit Phasenumwandlungen (vgl. 4.3)
e Lineare Thermoelastizitdt mit Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitit (vgl. 4.4)

3.1 Lineare Thermoelastizitdt mit Phasenumwandlungen

In diesem Fall lautet das Materialgesetz fiir die Spannung’:

N
(3.1) 0':2,us*+Ktr(e)I—3Ka(0—90)1—K2< ’(’g)—1> pil.
i—1 \PilY0

pi(6p) — Dichte der i-ten Phase zur Anfangstemperatur 6y, d.h., fiir ¢ = 0, p — Schubmodul,
K — Kompressionsmodul, K, — Modul, der Kompression und lineare Warmeausdehnung des
Gesamtmaterials beriicksichtigt, I — Einheitstensor sowie N € N — Anzahl der Phasen. Der
Deviator €* des Tensors € ist gemifl €* := € — %tr(s)l (im 3D-Fall) definiert. Allgemein héngen
die Materialparameter (Materialfunktionen) von der Temperatur und den Phasenanteilen ab.
Wird von linearen Mischungsregeln ausgegangen, so hat man

N N N
(32)  ul0,p) =Y i) pi K(O,p) =) Ki(0)pi, Kal0,p):=) Ki(0)ci(0)pi,
=1 =1

=1

wobei u; > 0, K; > 0, «a; entsprechend Schubmodul, Kompressionsmodul und linearer Wér-
meausdehnungskoeffizient der i-ten Phase sind. Fiir die Umwandlungsgleichungen fiir die
Phasenanteile wihlen wir einen allgemeinen Bilanz-Ansatz in Form von gewthnlichen Differenti-
algleichungen

opi
at

mit den Anfangsbedingungen

(3.3) 0,p) inQx]0,T[ (i=1,...,N)

(3.4) pi(z,0) = poi(z) inQ (i=1,...,N).

Aus der Bilanz in (2.4) folgt sofort die Bedingung:

N
(3.5) > pi=0.
=1

Sinnvollerweise sollen die Bedingungen in (2.4) auch fiir die Anfangswerte gelten. In dieser
Arbeit werden die Gleichungen (3.3) nicht n&her strukturiert und nicht fiir einzelne Phasen-
umwandlungen konkret angegeben. Hierzu sei auf [WABM06, WBB07, WBBLO07] verwiesen,

'Das Materialgesetz (3.1) stellt eine Verallgemeinerung der Duhamel-Neumann-Beziehungen der linearen
Thermoelastizitét dar. Der letzte Summand in (3.1) berticksichtigt die Dichteénderungen infolge der Phasen-
umwandlungen. Um diesen Anteil von den thermischen Dehnungen zu trennen, erscheinen die Phasendichten
zur Anfangstemperatur. Alternativ wire es auch moglich, die beiden letzten Terme in (3.1) in einem zusam-
menzufassen (vgl. [WBDO03]).



in denen allgemeine und spezielle Ansétze fiir Phasenumwandlungsmodelle diskutiert werden.
Fiir die mathematische Untersuchung des Gesamtproblems ist wesentlich, dass fiir gegebe-
nes 6 die Cauchy-Aufgabe (3.3), (3.4) genau eine Losung besitzt (vgl. 4.1 zu den genauen
Voraussetzungen). Diese Cauchy-Aufgabe selbst wird in [Hiil07] gelost. Allgemein kénnen die
rechten Seiten in (3.3) auch von der Spannung und weiteren Variablen abhéngen (s. citeWol07c¢).
Aus (2.1), (2.3) und (3.1) folgt die Bewegungsgleichung im Falle “Lineare Thermoelastizitét mit
Phasenumwandlungen®:

(3.6) ,0082—“ — 2 div(ue(u)) — grad(A div(u)) + 3 grad(K, (0 — 0y)) +

o2
N P
+grad [ K ) 0 _1)p; | =f in Qx]0,T].
8 < (pi(OO) >p> 0.1

=1

Aus der Gleichung (2.2) folgt nach den iiblichen Ansidtzen (Fourier-Ansatz fiir q, Ansatz
e = e(f,p)) sowie Linearisierungen die Warmeleitungsgleichung (vgl. z.B. [WBHO08]):

N
(3.7) 00 Ce ?}f —div(\g VO) = =3K, 6y div (?}?) + po Z Lip,+r in Qx]0,T].
i=2

Zusammen mit den Umwandlungsgleichungen (3.3) und der Anfangsbedingungen (3.4) sowie
den Anfangs- und Randbedingungen

(3.8) u(z,0) =up(z) in Q,
(3.9) u(z,0) =u(x) in Q,
(3.10) 0(z,0) =6p(z) in K,
(3.11) u(z,t) =0 auf Tx]0,T7,
(3.12) o-vp, =0 auf T';1x]0,T7,
(3.13) —XVO-vr=6(0—06r) auf 00x]0,T]

ergibt sich ein gekoppeltes System aus hyperbolischen und parabolischer partieller Differential-
gleichung sowie aus gewohnlichen Differentialgleichungen zur Bestimmung von u, 6 und p.
Dabei seien €2 — beschrénktes Lipschitzgebiet mit Rand 92, 'y C 02 abgeschlossen mit po-
sitivem Oberflichenmaf, I'; := 9Q \ I'g, vp, — duBlerer Normalenvektor an I'y, vp — duflerer
Normalenvektor an 952, ¢, — spezifische Warme (Warmekapazitit), A\g — Wirmeleitfahigkeit,
L; — latente Wérme der Umwandlung von der ersten in die i-te Phase (i = 1,...,N), 6 — Wér-
meiibergangskoeffizient und 6r — Temperatur des umgebenden Mediums.

3.2 Lineare Thermoelastizitat mit Phasenumwandlungen und
Umwandlungsplastizitat

In diesem Fall wird der Verzerrungstensor € gemif (2.5) zerlegt, wobei die inelastische Verzer-
rung €;, ausschliefllich durch die Umwandlungsplastizitidt hervorgerufen wird. Daher schreiben
wir anstelle von (2.5)

(3.14) €==¢€te+Ey, tr(ey,)=0.

Der thermoelastische Anteil £, schlieit die isotrope Volumendehnung ein, die auf die Dichteinde-
rungen wahrend der Phasenumwandlungen zuriickgeht. Das Materialgesetz fiir die Spannungen
lautet formal genau wie in (3.1), wobei € durch e ersetzt wird, so dass gilt:



(3.15) o=2pef, + K tr(ee) I -3K, (0 —6y) I - KZ(p( )1) pi L.

Somit erhalten wir aus (2.1), (3.14) und (3.15) die Bewegungsgleichung

2

(3.16) — 2 div(pe(u)) — grad(A div(u)) + 3 grad(K, (6 — 6p)) +

u
P05

N
+ grad (KZ (pi‘(’;o) - 1) p,-> +2 div(peyy) = f in Qx]0, T
=1

Das Materialgesetz fiir die Umwandlungsplastizitidt (ohne Riickspannung; vgl. z.B. [WBHO08])
im Fall mehrerer Phasen lautet:

N

3 b, op;
(3.17) Eup(z,t) = 2;/0 Ki — o “(pi(z, 8)) max{aiz(a:,s),()} o*(z,s)ds.
Dabei sind k; der Greenwood-Johnson-Parameter und ®; die Sattigungsfunktion der i-ten Phase,
wobei fiir alle ¢ = 1,...,m gelten sollen:

0P,

. i = 0, i(0) =0, (1) =1, <
(3.18) ki >0, ®;(0)=0, ®;(1)=1 o

(p) < oo fiiralle 0 <p < 1.

Zum Phinomen der Umwandlungsplastizitdt und ihrer Modellierung sei auf [Mit87, FST96,
Fis97, FRW 00, Ahr03, WB03, WBS04, DL06, DLZ06, WB06a, WB06b] verwiesen. Wir verwen-
den im vorliegenden Fall die Umwandlungsgesetze (3.3) und die Wérmeleitungsgleichung (3.7)
sowie die Anfangs- und Randbedingungen wie im vorigen Fall. Der aufgrund der Umwand-
lungsplastizitit zusdtzlich auftretende nichtlineare Dissipationsterm o : f-:;p wird an dieser
Stelle vernachléssigt. Fiir das Modell “Lineare Thermoelastizitdt mit Phasenumwandlungen
und Umwandlungsplastizitét® erhalten wir somit ein gekoppeltes System, bestehend aus (3.16),
(3.17), (3.7) und (3.3) zur Bestimmung von u, €y,, ¢ und p. Fir e,, wird allgemein die

Anfangsbedingung
(3.19) Eup(2,0) =0, z € Q

gestellt, die in der integralen Darstellung fiir €,;, in (3.17) bereits integriert ist. Die umwand-
lungsplastische Verzerrung €, lasst sich mithilfe von

(3.20) o =2pe;, =2p (e"(u) —€yp), tr(o) =2ptr(e(u)) =2p div(u)

als dquivalentes Anfangswertproblems formulieren und via die Losungstheorie fiir lineare inho-
mogene gewohnliche Differentialgleichungen aus dem System eliminieren:

(3.21)  eyp(z,t) = /Ob(a:,s,t)s*(u(x,s))ds, wobei

(3.22) bz, s,t) = a(z,t) exp (— /:a(x,f)d7>,

(3.23) a(z,t) = 3u ZKZZ pZ x,t)) max {%}: (x,t),O} , (z,t) € Qx]0,T7.



4 Mathematische Untersuchungen

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die eindeutige Existenz einer schwachen Losung der Aufgabe
der linearen

e Thermoelastizitéit mit Phasenumwandlungen (vgl. 4.3)
e Thermoelastizitdt mit Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitiat (vgl. 4.4)

nachzuweisen.

4.1 Vorbereitungen
Wir wihlen folgende Raume:
(4.1)  Vy:={ue[W2Q)P:u=0aufTo}, H, := [L*(Q)]?,
(4.2)  Vu:i=L*0,T; V), Ha = L*(0,T;Hy), Vi := L*0,T;V}),
wobei V73, den Dualraum von V, bezeichnet,
(4.3)  Vpi=W(Q), Hp = LX(Q), Ky := L3(09),
(4.4) Vo i= L*(0,T;Vy), Hg := L*(0,T; Hy), Vi := L*(0,T; Vy), Ko := L*(0,T; Kyp),
sowie

(45)  Hp = [L2Q)]Y, X := L=®(Qx]0,T]), Xp := [X]V, Vp = {p €X,: % € Xp}

und fordern:

(4.6) feHy, r€Hy, Or € Ky,

(4.7) up €V, uwp € Hy, 6y e RT, py € [LZ(Q)]V,

(4.8) o€ RS_, P0, i, )\i, Ki, g, (90, Ce, /\9, LZ‘, Pi, Ki € R+ (Z = 1, .. .,N),

(4.9) Yis gg, g% :R x RN — R Lebesgue-messbar und beschréinkt (i,k=1,...,N).
Pk

Ferner sei die Funktion « in folgendem Sinne Lipschitz-stetig:

(4.10) JLy >0V, 9 e RV e RV : ||[7(0, ) — ¥(0,70)|loo < Ly |9 — D] sowie
(4.11) JLy>0Vm,7® eRVVI R : ||y, 7) — (D, 7)||oo < Ly || — 7||0o-

4.2 Diskussion der Modelle aus 3

Die Aufgabe aus Kap. 3.1 wird als Problem (P;) in Abschnitt 4.3 behandelt. Bei der Unter-
suchung der Aufgabe aus Kap. 3.2 treten, bei der hier verfolgten Strategie, allerdings einige
Schwierigkeiten auf. Allein die Behandlung der Teilaufgabe ,,Bewegungsgleichung gekoppelt mit
Wiérmeleitungsgleichung” bringt Probleme mit sich, die im Folgenden n#her beschrieben werden
sollen. Insbesondere erfordern die Kopplungsterme in der Bewegungs- und der Wirmeleitungs-
gleichung sowie das Materialgesetz der Umwandlungsplastizitéit zusétzliche Anstregungen.
Wie bereits im Fall der linearen Thermoelastizitét (vgl. [Boe07, Gaw86]), ist die erste A-priori-
Abschétzung fiir den Grenziibergang in der Warmeleitungsgleichung nicht ausreichend, da, bei
diesem Zugang, aufgrund des Divergenzterms u’ mit Werten in V,, benétigt wird.

(i) Fiir einfache Randbedingungen und zeitinvariante Parameter ist es zwar moglich, die
Existenz einer schwachen Losung unter geringeren Regularitidtsforderungen an die Funk-
tionen f, r, Or, ug, uy, 0y und v nachzuweisen, allerdings gelingt es mit den zur Verfiigung
stehenden Mitteln nicht, die Eindeutigkeit unter diesen Voraussetzungen zu zeigen. Diese



(i)

(iii)

ist jedoch ein wesentlicher Bestandteil des Beweises und sichert die Eindeutigkeit des
Fixpunktoperators (s. Kap. 4.5). Ohne die Eindeutigkeit des Fixpunktoperators ist der
Schaudersche Fixpunktsatz nicht anwendbar und wir gelangen auf diesem Wege nicht zu
einer Losung des Gesamtproblems.

Allerdings ist es unter den Voraussetzungen der Def. 4.8 moglich, die Existenz und die
Eindeutigkeit einer schwachen Losung der vorgestellten Aufgabe fiir einfache Randbedin-
gungen und zeitinvariante Parameter nachzuweisen.

Das Differenzieren der Galerkin-Gleichungen nach der Zeit ist nicht zielfithrend, da die
Abschiitzung der Terme des Materialgesetzes der Umwandlungsplastizitit ohne Riickspan-
nung:

26 /Ot/ﬂ,u;s [/OS b(t,s)e(u(r))dr| e(u”(s))dzds

auf ,,storende Produkte* der folgenden Art fiihrt:

/ / 10'(s)] le(u(s))| le(u'(s))| da ds,
0 JQ

die sich ohne zusitzliche Regularitétsforderungen an u und/oder 6 nicht abschétzen lassen.
Das analoges Problem ergibt sich fiir den folgenden Term:

23ﬁ /O t /Q M% [ /0 “b(r, 5) div(u(r)) dr| div(u’(s)) de ds.

Bemerkung 4.1 Fiir nichtkonstante Koeffizienten, d.h. fiir temperatur- und phasenabhén-
gige Parameter ist ein Differenzieren der Galerkin-Gleichungen ebenfalls nicht zielfithrend.
Insbesondere die mechanischen Parameter bereiten bei den A-priori-Abschitzungen der
Kopplungsterme und des Operators A, (s. Kap. 5.1) Probleme, wenn diese von der
Temperatur oder den Phasenanteilen abhéngen. Beispielsweise fiithrt die Abschéitzung von

/ / u(0(s), p(s)) e(u(s)) : e(u”(s)) dz ds
0 Q

wegen des Auftretens von partiellen Ableitungen der Parameter auf ,storende* Produkte
der folgenden Form:

/Ot/Q (?g(s) 0'(s) + gg(s) 'y(s)) e(u(s)) : e(u'(s))deds

Fiir diese Konstellation lassen sich keine hinreichenden A-priori-Abschétzungen herleiten.

Bemerkung 4.2 Fiir den Fall, dass man beim Beweis des Existenz- und Eindeutigkeits-
resultats ohne zeitliche Differentiation auskommt, gibt es die Moglichkeit temperatur-
und phasenabhéngige Materialparameter zu betrachten. Einerseits lassen sich diese Nicht-
linearitdten direkt mithilfe von Monotoniemethoden (z.B. Pseudomonotonie, Satz von
Brezis, vgl. [Zei90b]) untersuchen, andererseits konnen die Nichtlinearitéten direkt in den
Fixpunktalgorithmus mit eingebaut werden. Das jeweilige Teilproblem bleibt dann linear,
die temperatur- und phasenabhéngigen Parameter hdngen in diesem Fall lediglich von
einem fest vorgegebenem 6 bzw. p ab.

Die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung laut Def. 4.8 des vollen Problems
mit allgemeinen (gemischten) Randbedingungen (3.11) — (3.13) zu zeigen, erscheint mit
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den hier eingesetzten Techniken nicht auf offensichtliche Weise moglich. Ein alternativer
Modellierungsansatz, um das volle Problem im Rahmen der Energiemethoden zu behan-
deln, sind Regularisierungen im Materialgesetz der Umwandlungsplastizitét oder in den
Kopplungstermen der Bewegungs- und der Wirmeleitungsgleichung.

Es werden folgende Moglichkeiten fiir ein regularisiertes physikalisches Modell disku-
tiert:

a) Eine Idee ist, im Kopplungsterm der Bewegungsgleichung die Temperatur 6 durch die
im Fixpunktalgorithmus fest vorgegebene Temperatur 6 zu ersetzen. In diesem Fall
heben sich die Kopplungsterme zwar nicht auf, allerdings ergeben sich hinreichende
A-priori-Abschétzungen. Die Rechtfertigung dieses Vorgehens begriindet sich in der
Tatsache, dass die Gleichung fiir den Fixpunkt und somit auch fiir § = 6 gelten
muss. Die Eindeutigkeit fiir u folgt unmittelbar, da fiir fixiertes 8 der Kopplungsterm
wegfillt. Im folgenden Schritt folgt dann auch die Eindeutigkeit fiir 6.

b) Eine weitere Modellierungsoption ist, das Materialgesetz der Umwandlungsplastizitéit
nicht zu verdndern, auf das Differenzieren der Galerkin-Gleichungen zu verzichten
und die Kopplungsterme zu regularisieren. Die zugehorige mathematische Aufgabe
sei mit Problem (P3) bezeichnet.

Wir ersetzen in der Warmeleitungsgleichung die Zeitableitung von w durch den
Differenzenquotienten

(u(t+h) —u(t)) fir te[0,T—A
fir te]T —h,T]

(4.12) Apu(t) = L h>0

S =

und in der Bewegungsgleichung 6 durch das Steklov-Mittel (vgl. [LSU68, Nau05])

1t ..
< f(s)ds fir telh,T

(4.13) On(t) =  Jin 009) Jh. T} L h>0
0 fiir ¢ e [0,h]

Wir ersetzen in der Warmeleitungsgleichung den Kopplungsterm

(4.14) //K 0o div(u'(s)) 0(s) dz ds

/ / K, 6 d1V ( (t+h)— u(t))) (1 = Xjt—n,) 0(s) dz ds,

wobeil x[qp die charakteristische Funktion des Intervalls [a,b] ist. In der Bewe-
gungsgleichung erhalten wir inklusive Multiplikation mit 6y nach der Ersetzung des
Kopplungsterms

(4.15) —390/ /K s) — o) div(u'(s)) dzds

Q

—390//K On(s) — 0o) div(u'(s))dzds

_ 390/ /K Lo(s) div(u(s)) dz ds +

-3 90/ / Ko —0(s) div(u(s + h)) x[0,4—n) dz ds +



+390/t h/K 5) div(u(s)) dz ds +
—390/ /K i ) div(u(s + b)) dz ds +

+362 /Q K, div(u(t))dz — 36 /Q K, /tjhe(s) ds div(u(t)) dz

Nach der Addition von Gleichung (4.14) und (4.15) bleibt:

I

= |

390/t h/K 5) div(u(s)) dz ds +

—390/ /K s) div(u(s + h)) dz ds +

+393/QKQ div(u( da:—390/ s)ds div(u(t)) da
300 K | [/ ot >HH0ds+/huu< >Hvuds} +

0
ro0a d | [ 11065 s [ Liats i 0s] +
—h

+9 93 Ki - | meas(Q)| + ¢ Hu(t)H%;u +

1/t
w300k g | [ 106, a5+ IR, |
LJSt—h

Die erste Moglichkeit ist die folgende Abschétzung. Aufgrund der Konvergenzeigen-
schaft des Steklov-Mittels folgt wegen der Beschranktheit mithilfe Standardabschét-

zungen

|11]

—_

360 Ko - [16(0)]|7, + ()R, ] +

[\

1

300 K L [1000)[, + ()] +
1

+9 08‘ Kg - | meas(Q)| + ¢ ||u(t)H%,ll

1
+300 Ko 5 [I100)177, + [u()],]

360 Ko [0(t)|7, + 360 Ka (1 +€)l[u(t)|, +

1
+3600 Ko = [[1000)]1F, + [0(0)]3,] + 965 K2 - | meas(Q)|.

1
2

Diese Abschitzung hat den Vorteil, dass sie unabhéngig vom Regularisierungspara-

meter h ist, allerdings wird eine (von h unabhéngige) Kleinheitsbedingung an

bendtigt.

3600 Ko
2

Als zweite Moglichkeit erhalten wir ohne diese Kleinheitsbedingung nur eine Abschiéit-
zung, die abhéngig vom Regularisierungsparameter h ist:

L] < 36y K, (h—i-— /]0 HH ds + 36y K /||u )13, ds +

+9 90 K2 |meas( )| + (e1 + €2) Hu(t)”vu.

11
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Nun stellt sich die Frage nach dem Grenziibergang fiir h — 0. Sei (hy,)nen eine Folge.
Fiir alle h, > 0 (n € N) existiert genau eine schwache Losung (u(™, () im regulari-
sierten Sinne. Die A-priori-Abschitzungen sind abhéngig von h, aber der Grenziiber-
gang ist wegen dem Kopplungsterm in der Warmeleitungsgleichung im Allgemeinen
nicht méglich. Falls u(™ eine bessere Regularitit besitzt, d.h. wenn (u(”))’ € Vu
gilt, wobei sup,cy [|(u™)/|ly, < const. unabhingig von h ist, dann existiert eine
schwache Losung (u,6) des vollstéindigen Problems und ,,(u®™,6™) — (u, ) fiir
n — o0.

Mit dieser Vorgehensweise lésst sich zwar die Existenz einer schwachen Lésung nach-
weisen, allerdings ist deren Einzigkeit nicht gesichert.

Um die Eindeutigkeit einer schwachen Lésung zu zeigen, ist eine bessere Regulari-
tat der Losung nétig. Der Regularisierungstrick zum Beweis der Eindeutigkeit des
Satzes zur linearen Elastizititstheorie (vgl. [Zei90a] im Kontext von hyperbolischen
Gleichungen) ist nicht anwendbar, da es nicht gelingt die Kopplungsterme entspre-
chend zu verarbeiten. Fiir den Fall vereinfachter Randbedingungen lésst sich die
Eindeutigkeit fiir das vereinfachte Modell analog zum Beweis des Satzes zur linearen
Thermoelastizitétstheorie (vgl. [Boe07, Gaw86]) zeigen.

FEine mehr akademische Modellierungsalternative zur Losung des Problems besteht
in der Verwendung einer hyperbolischen Wirmeleitungsgleichung (vgl. [Miil72]). Im
Weiteren wollen wir hier nicht weiter auf diese Option eingehen — der Ansatz fiihrt
allerdings mit den hier verwendeten Techniken auf das urspriingliche Problem in
Punkt (7) zurtick.

Eine andere mogliche Modellierungsoption besteht darin, das Materialgesetz der
Umwandlungsplastizitdt zu regularisieren und die Kopplungsterme unveréndert zu
lassen. Die zugehorige mathematische Aufgabe bezeichnen wir mit Problem (Pj)
bzw. (Ps).

Ersetzt man im Materialgesetz der Umwandlungsplastizitdt ohne Riickspannung die
Zeitableitung von p durch einen Differenzenquotienten, z.B. durch den riickwértsge-
nommenden Differenzenquotienten erster Ordnung

p(t) —p(t—h)
h

p'(t) ~ A_p(t):=

oder durch das Steklov-Mittel

(1= Xpo4—n]) » h>0

t
D)~ ph)= g [ s b0,
t—

so gilt im Materialgesetz der Umwandlungsplastizitét

(4.16) a(s) = 3pu Zm pl max{A_pp;(t),0}, wobei

(4.17) () < el
Dabei ist ¢ eine positive, von h abhiingige Konstante. Aufgrund von

|A_ppllx, < [IP'lx, und [|pyllx, <Ip'lx,

ist die erste A-priori-Abschitzung von h unabhingig, wihrend die zweite A-priori-
Abschiitzung allerdings vom Regularisierungsparameter h abhingt. Wegen der (bei
der hier benutzten Herangehensweise) Notwendigkeit des Differenzierens der Galerkin-
Gleichungen werden bessere Regularitdtsvoraussetzungen an die rechten Seiten, die
Anfangsbedingungen, die Funktionen fr und ~ sowie die wesentliche Beschrianktheit



aller partiellen Ableitungen von ~ gestellt. Ferner gelte ®” € L*°(Q). Mit der Be-
schrinktheit von p’ zum Zeitpunkt ¢ gilt auch die Beschriinktheit zu allen vorherigen
Zeitpunkten und somit

[A-pplIx, < oo und [Ip}lx, < oo

Problem | Beschreibung

(Pr) Aufgabe (3.3), (3.6), (3.7) mit (3.4),(3.8) — (3.13)

(P2) (P1) mit (3.16) anstatt (3.6)

(Ps3) (Py) mit div(Ajpu) anstatt div(u') in (3.7) und grad (K, (0, — 6p))
anstatt grad(K,(0 — 6p)) in (3.6) bzw. (3.16)

(Py) (Py) mit A, p,p anstatt p’ in (3.17)

(Ps) (P>) mit p}, anstatt p’ in (3.17)
(Ps) | (P1) bzw. (Py) mit u = 0 auf 92x]0, T| anstatt (3.11), (3.12)

Tabelle 1: Ubersicht der Probleme

Die Tab. 1 fasst die, in diesem Abschnitt diskutierten, Problemstellungen nochmals zusammen.
Im Weiteren wird als (regularisierte) Aufgabe die volle Aufgabe mit der Regularisierung im
Materialgesetz der Umwandlungsplastizitét (Problem (Py)) betrachtet.

4.3 Existenz und Eindeutigkeit von (P;)

Die Aufgabe besteht darin, die eindeutige Existenz einer schwachen Losung des gekoppelten
Systems

u div(pe(u)) — grad(X div(u)) + 3 grad(Ka (0 — 6o)) +

4.1 —
(4.18) po 92
S p
+grad [ K 0 _1)p; | =f in Qx]0,7],
& ( ;(Pi(eo) >p> 0. 71
00 ou al

(4.19) poce 5, div(k V8) 3K, 6 dlv(@t) +po;L1pz+r in 2x]0,T7,
(4.20) p; =7(0,p) inQx]0,T[ (i=1,...,N)

mit Rand- und Anfangsbedingungen (3.4), (3.8) — (3.13) nachzuweisen.

4.3.1 Schwache Formulierung

Definition 4.3 (Schwache Losung) Unter den Voraussetzungen (3.18), (4.1) — (4.11) heifit ein
Tripel (u,0,p) € Vy X Vy x Vp mit u’ € V,, schwache Losung der Aufgabe (4.18) — (4.20), (3.4),
(3.8) — (3.13), falls gelten:
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(4.21) —/OT/onu() d:):dt+2/ //u-: (b)) da dt +

—i—/OT/Q)\div(u(t)) div(e(t)) dxdt—|—3/ /K — 6p) div(e(t)) de dt +

N
" /oT /Q r Z (Pifgo)

=1

— 1) pi(t) div(e(t))dzdt =

/ / dxdt+/ﬂpou1<p(0)dx

fiir alle ¢ € Vy, mit ¢’ € Hy und ¢(T') = 0 sowie u(0) = uy,

422
/ /poce dxdt+/ /)x@VH ) Va(t dxdt—{-/ / dO(t)Y(t)dodt =
o0

:/O 8959Fw(t)d0dt+3/ /Kago diV(u/(t))¢(t)dxdt+

T N
+/ /po ZLip;(t) d:z:dt+/ / dxdt+/p06690¢(0)dm
o Jo Q

fir alle ¢ € Vp mit ¢’ € Hp und ¢(T) =
(4.23) AW = wuO).p) i=1,....N

in ©x]0, 7.

Bemerkung 4.4 Die zusitzliche Bedingung u’ € Vy, ist notwendig, um den Grenziibergang
im Divergenzterm in Gleichung (4.22) zu rechtfertigen. Im allgemeinen Fall besitzt die schwache
Losung unter den gegebenen Voraussetzungen nicht diese Regularitét.

4.3.2 Existenz- und Eindeutigkeitsresultat

Im Unterschied zur instationiiren Aufgabe? der linearen Elastizitéitstheorie (vgl. z.B. [Boe07,
DL76, Zei88]) wird im Folgenden aufgrund der Kopplungsterme in der Bewegungs- und der
Wirmeleitungsgleichung eine héhere Regularitat der Losung benétigt.

Eine Moglichkeit die notige Regularitéit nachzuweisen, besteht darin, die Galerkin-Gleichungen
nach der Zeit zu differenzieren und so zusétzliche a-priori-Abschétzungen zu gewinnen. Somit
erhélt man eine bessere Regularitit von u und die zusitzliche Voraussetzung u’ € Vy, ist nicht
notig. Auf diese Weise ist es moglich, die kritischen Kopplungsterme zu neutralisieren.

Der Preis dieses Vorgehens ist allerdings, dass hohere Regularitdtsforderungen an die rechten
Seiten f und r, die Funktion 0r sowie die Anfangsbedingungen ug und 6y gestellt werden miissen:

(4.24) f e Wh2(0,T;Hy), r € WY2(0,T; Hy) , 0r € WH2(0,T; Kp)
(4.25) u € W2(Q)PNVy, u; € Vy, ug € Hy, 6 € RT,

wobei u”(z,0) = uz(0) und ¢'(z,0) = 61(0) in Q.

Bemerkung 4.5 Bei entsprechenden Voraussetzungen an f, r, fp, ug, u; und 6y lasst sich die
Regularitiat der Losung bzgl. t weiter erhShen.

2Zur stationdren Aufgabe vgl. [DL76, NH81, MHS3, Cia88, Val88, Zei88, Boe07].
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Satz 4.6 (Existenz und Eindeutigkeit fiir die Aufgabe der linearen Thermoelastizitdt mit
Phasenumwandlungen) Unter den Voraussetzungen (3.18), (4.1) — (4.11), (4.24) — (4.25) besitzt
die Aufgabe (4.18) — (4.20), (3.4), (3.8) — (3.13) genau eine schwache Lisung

(4.26) (W,0,p) € Vu x Vo x Vp
mitu' € Vyu, 0’ € Hy und 0 € Hy.
Bemerkung 4.7 Zusitzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 4.6 seien pg, i, A, K, «, 6y,

Cey Ky 0, Li, piy ki € X (1 = 1,...,N) Lipschitz-stetig. Dann folgt analog zum Beweis der
Eindeutigkeit die stetige Abhéngigkeit von den Parametern.

4.4 Existenz und Eindeutigkeit von (P,)

Die Aufgabe besteht darin, die eindeutige Existenz einer schwachen Losung des gekoppelten
Systems

2u
(4.27) poth — 2 div(pe(u)) — grad(A div(u)) + 3 grad(K, (0 — 6p)) +

N
+ grad (K; (pi’(’go) - 1) pz-> +2 div(pegy(u) = £ in 2x]0,T],

(4.28) 0 Ce (;0 div(Ag VO) = —3K, 0y div <a

5 >+pOZL2%+r in Qx]0,T7,

(4.29) p;=7(0,p) inQx]0,T[ (i=1,...,N)

und (3.21) - (3.23) mit Rand- und Anfangsbedingungen (3.4), (3.8) — (3.13) nachzuweisen.

4.4.1 Schwache Formulierung

Definition 4.8 (Schwache Losung) Unter den Voraussetzungen (3.18), (4.1) — (4.11) heifit ein
Tripel (u,6,p) € Vy X Vp x Vp mit u’ € V,, schwache Losung der Aufgabe (4.27) — (4.29), (3.4),
(3.8) — (3.13), falls gelten:

(4.30) / /pgu dxdt+2/ /,ue (p(t)) dzdt +

/ /Adw }) div(p! dxdt+3/ /K _ 0y) div(e(t)) da di +
+/ /KZ( .”; —1> pi(t) div(ep(t)) de dt +

pi(

+2/ / /bst ) ds e(p(t)) da di +
-2 /O /Q " /0 b(s, 1) div(u(s)) ds div(p(t)) dodt =
/ / dxdt+/p0u1<p(0)d:c
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fiir alle ¢ € Vy mit ¢’ € Hy und (7)) = 0 sowie u(0) = uy,
(4.31)
T T T
- / poce O(t) V' (t) dz dt —I—/ / Ao VO(t) Vip(t) da dt —|—/ 30(t)y(t)dodt =
0 Q 0 Q 0 onN
T

T
:/ 500 v (t) dadt+3/ /Kaeo div(w (1)) w(t) dz dt +
0 o0 0 Q

T N T
+/0 /on ;Lipi(t)w(t)dxdt+/o /Qr(t)z/J(t)dwdt—i—/onceHOQ/J(O)dx

fiir alle ¢ € Vp mit ¢' € Hyp und ¢(T) =0,
(4.32) pit) = %((t),p(t),i=1,....N
in Qx]0, T7.

4.4.2 Existenz- und Eindeutigkeitsresultat

Satz 4.9 (Existenz fiir die (regularisierte) Aufgabe der linearen Thermoelastizitdt mit Phasen-
umwandlungen und Umwandlungsplastizitit) Unter den Voraussetzungen (3.18), (4.1) — (4.11),
(4.24) - (4.25) besitzt die Aufgabe (4.27) - (4.29), (3.4), (3.8) — (3.13) mindestens eine schwache
Lésung

(4.33) (W,0,p) € Vu x Vo X Vp

mitu’ € Vyu, u”’ € Hy und 0 € Hy.

Bemerkung 4.10 Die Eindeutigkeit folgt fiir den eindimensionalen Fall ohne zusétzliche
Voraussetzungen. Die Umformulierung des Problems und die sich daraus ergebenden Apriori-
Abschitzungen liefern: 6§ € L2(0,T; H2(R2)), ¢’ € Hg und damit € C(0,T;Vp). Da fiir

beschrinkte Q C R gilt: Vy € C(Q) € L>®(Q), folgt # € X und somit die Eindeutigkeit der
Losung des Problems (vgl. [HK06, CHKO07]).
Fiir den allgemeinen Fall kann hier ohne weitere Regularitétsforderungen an die Losung keine

Aussage gemacht werden.

Satz 4.11 (Eindeutigkeit fiir die (regularisierte) Aufgabe der linearen Thermoelastizitidt mit
Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitéit) Zusdtzlich zu den Voraussetzungen des
Satzes 4.9 gebe es mindestens eine Losung uy € Vy mit

(4.34) e(uy) € X3 lle(ur)]| xsxs < cy,

d.h. mindestens eine Ldosung soll bessere Reqularititseigenschaften besitzen. Dann ist die schwa-
che Lisung (u,0,p) € Vu X Vo x Vp der Aufgabe (4.27) — (4.29), (3.8) — (3.13) im Sinne des
Satzes 4.9 eindeutig.

Bemerkung 4.12 Zusitzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 4.11 seien pg, u, A, K, a,
0o, Ce, K, 0, Li, pi, k; € X (i =1,...,N) Lipschitz-stetig. Dann folgt analog zum Beweis der
Eindeutigkeit die stetige Abhéngigkeit von den Parametern.

4.5 Losungsstrategie

Um die eindeutige Existenz einer schwachen Losung (u,0,p) € Vyu X Vy x Vp im Sinne der
Def. 4.3 bzw. Def. 4.8 nachzuweisen, wenden wir im Weiteren die folgende Losungsstrategie an:
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Zunichst wird fiir gegebenes § € Hyg die Existenz und die Eindeutigkeit einer Losung p € Vp
der Aufgabe (3.3), (3.4) gezeigt. Die Beweisidee beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz und
wird in [Hii807] ausgefiihrt. Diese Teilaufgabe bezeichnen wir als Teilproblem A.

In einem zweiten Schritt wird fiir fixiertes p € V), die eindeutige Existenz einer schwachen
Losung (u, ) € Vy x Vy der Teilaufgabe (4.18), (4.19) bzw. (4.27), (4.28), (3.8) — (3.13) mit-
hilfe des Galerkin-Verfahrens gezeigt. Diese Teilaufgabe wird im Folgenden als Teilproblem B
bezeichnet.

Teilproblem | Beschreibung

A Aufgabe (3.3), (3.4) fiir gegebenes § € Hy

B Aufgabe (4.18), (4.19) bzw. (4.27), (4.28) mit (3.8) — (3.13) fiir fixiertes p € Vp

Tabelle 2: Ubersicht der Teilprobleme

Damit ist ein Operator

(4.35) T: (@0) = p — (u,0)

definiert. Um die Existenz einer schwachen Losung (u,6,p) € Vyu X Vg x V), im Sinne der
Def. 4.3 bzw. Def. 4.8 fiir das Gesamtproblem nachzuweisen, ist es hinreichend zu zeigen, dass
der Operator T einen Fixpunkt besitzt. Zum Beweis dieser Eigenschaft findet der Schaudersche
Fixpunktsatz seine Anwendung. Ferner bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen, da der Schaudersche
Satz nur eine Existenzaussage liefert (vgl. Kap. 5.2.2 bzw. Kap. 5.3.2).

Die Tab. 2 gibt eine Ubersicht iiber die Teilprobleme A und B. Die Abb. 1 veranschaulicht
graphisch die zuvor beschriebene Losungsstrategie.
5 Beweise der Resultate aus 4

5.1 Vorbereitungen
5.1.1 Zur Teilaufgabe A

Sei 6 € Hy gegeben. Wir betrachten das System von gewdohnlichen Differentialgleichungen

(5.1) (%léi’t) = ~(0(z,t),p(z,t), € Q, t€]0,T[
(5.2) pi(xz,0) = ppo(z), z€Q

firi=1,...,N.

Bemerkung 5.1 Das Anfangswertproblem (5.1), (5.2) ldsst sich abstrakt als gewshnliches
Differentialgleichungssystem im Banachraum L () formulieren (vgl. [Emm04]).

Satz 5.2 (Globale Existenz und Eindeutigkeit) Unter den Voraussetzungen (4.7)4, (4.9) - (4.11)

existiert genau eine Lisung p € W12(0,T;Hyp) NV, des Anfangswertproblems (5.1), (5.2) fir
gegebenes 0 € Hy.
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Fixpunktalgorithmus
Startwerte
a, 0 .
L Teilproblem B
v v Bewegungs-
gleichung
. u
Tellproblem A (hyperbolische PDE)
Umwandlungs-
gleichung fiir Wirmeleitungs-
Phasenanteile gleichung
p
(ODE) (parabolische PDE)

Abbildung 1: Schema der Losungsstrategie

Die Idee des Beweises von Satz 5.2 (s. [Hii07] fiir Details) besteht darin, das Differentialglei-
chungssystem mit Abhéngigkeit von dem (Orts-)Parameter 2 und von der Zeit ¢, deren Ableitung
betrachtet wird, sowie bzgl. des Parameters messbarer rechter Seite in ein Operatorproblem
zu transformieren. Weiter lésst sich zeigen, dass der Fixpunkt des Operatorproblems auch die
Anfangswertaufgabe 16st.

Definiere den (vorerst formalen) Operator

(5.3) A:X, = X,
(5.4) P.t) = (Ap)ant) = pofe) + [ A0(.5).ple. ) ds

fiir fast alle (z,t) € 2x]0, T, fiir p € Xp und fiir fixiertes 6 € Hy.
Es ist nun zeigen, dass

(i) A: Xp = Xp , d.h.
a) Fiir alle p € X}, ist Ap : 2x]0, T[— RY Lebesgue-messbar.
b) Fiir alle p € X}, gilt: | Ap||x, := esssup(, yycax]o,r( | (AP)(2; 1) [0 < 00.
und
(ii) A ist eine strikt kontraktive Selbstabbildung auf einer abgeschlossenen Teilmenge von Xp,.

Der Banachsche Fixpunktsatzes liefert genau einen Fixpunkt und daher besitzt der Operator A
genau einen Fixpunkt bzw. die Gleichung

(5.5) p(.t) == pole)+ /0 (0, 5), p(z, )) ds

ist eindeutig losbar fiir alle 0 < ¢ < T und fiir fast alle x € Q. Jedes p ist fiir fast alle x €
eine auf [0, 7] absolut-stetige Funktion, da p € L*>(]0,T) fiir fast alle z € €. Dann besitzt
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jedes p fiir die zugelassenen = € Q) und fiir fast alle ¢ €]0,T[ eine klassische Ableitung, die
eine Funktion aus L>°(]0,7[) darstellt und gleichzeitig schwache Ableitung ist. Zudem gilt fast
iiberall p(z,0) = po(z) in Q. Also besitzt jedes p eine schwache Zeitableitung in X, d.h. es
gilt p € V. Weiterhin folgt:

(5.6) = (0(z,1), p(z,1))
(5.7) p(z,0) = po(v)

fiir fast alle ¢ €]0,7[ und fiir fast alle x € Q.
Ferner lésst sich die stetige Abhéngigkeit von dem Parameter # nachweisen:

Lemma 5.3 Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.2 sowie (4.10), (4.11) existiert fiir alle
6 € Hg genau eine Lisung p = pg € Vp, welches die Anfangswertaufgabe (5.1), (5.2) auf [0, T
erfillt. Ferner sind die Abbildungen 6 — pg und 0 — pj, stetig in folgendem Sinn: Fir jede
Folge (0%)ren C Ho mit

ps —pp in L>(0,T;Hp)

0% — 0 in Hy folgt
(pp)* = pp in [L2(Qx]0, T[N

Im Folgenden wird kurz auf die Beweisidee der stetigen Abhéngigkeit eingegangen. Fiir Details
sei auf [Hii07] verwiesen. Mithilfe der Lipschitz-Stetigkeit der Funktion ~ folgt:

Ip§ (z, 5) — Po(z, 5)l|oo < /Ot Iy (6" (2, ), PG (. 5)) = ¥(8(x, 5), Po(, 5))||oc ds
< [ 1051t )) ~ 2 0,51, ) s +
+ /Ot v (6, 5), P (, 5)) = v(6(, ), Po(z, 5)) |0 ds
< [ Lalbt ) 0t ds+ [ Lolloh(r.) oo, )
Integration iiber €2 liefert mithilfe des Satzes von Fubini und des Lemmas von Gronwall:

(5.8) Ip§(t) — po(t) 31, < ¢ 10" — 0]13,, fiir fast alle £ €]0, TT.

Ferner gilt aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von -y, mithilfe der Integration iiber 2x]0, 7T und
Anwendung der Holderschen und Youngschen Ungleichung:

(5.9) 1(P5)* — Phll, < 1 ll6” — 0l3,, + c2 |(P) — Polliz2(axjorp~-

Damit folgt aus der Konvergenz 6% — 6 in Hg zuniichst die Konvergenz p’g — pp in L*°(0,T;Hp)
(s. (5.8)) und mit (5.9) letztlich (pjy)* — pj, in [L2(Q2x]0, T[)]".

Bemerkung 5.4 Seien u € H, sowie § € Hy gegeben. Unter analogen Voraussetzungen des
Satzes 5.2 existiert genau eine Losung p € V), des Anfangswertproblems

(5.10) 8%(;0715) = yi(u(z,t),0(z,t),p(z,t), t €0,T[, z € N
(5.11) pi(2,0) = pio(x), z€Q
firi=1,...,N (vgl. [HuB07)).
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Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass in der Arbeit von [Hiil07] etwas andere
Bezeichnungen verwendet werden.

Lemma 5.5 Unter zusdtzlichen Bedingungen an die Struktur der rechten Seite v der Glei-
chung (5.1) (s. [HiB07] fir Details) und

N
(5.12) pio(z) >0 Vi=1,...,N wund ZpOi(x) =1
i=1

fiir alle x € Q folgt

N
(5.13) 0<pi(z,t) <1 Vi=1,...,N wund Zpi(:p,t)zl
=1

fir fast alle (x,t) € Qx]0,T7.

Zum Beweis von Lemma 5.5 sei auf [Hiil07] verwiesen. An dieser Stelle werden lediglich die
Beweisideen skizziert.

Die rechten Seiten der Gleichung (5.1) summieren sich zu Null. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 summieren
sich die einzelnen Phasenanteile zu Eins und in der Summe der Phasenanteile gibt es keine
Verdnderung, also gilt auch fiir jede Losung p die Bilanz-Bedingung (5.13).

Der Beweis der Nichtnegativitét ist ein Spezialfall einer allgemeineren Situation in der chemischen
Reaktionskinetik (vgl. [VCT75]).

5.1.2 Eigenschaften der Operatoren A, und Ay

Definition und Lemma 5.6 Sei (4.1) gegeben. Fir den Operator Ay : Vy — Vi mit

(5.14) (Agv,W)viv, = —2/

pe(v) :e(w)de +/ Adiv(v)div(w)dz Vv,w e Vy,
Q

Q
gult
(i) Ay € L(Vy, VY),
(i) Ay ist symmetrisch, d.h. fir alle v,w € Vy: (Ayv, wW)viv, = (AuW,V)viv,,
(i1i) Ay ist stark positiv (koerziv), d.h. es gibt eine positive Konstante ¢, so dass fir alle
veEVy: (A, V)viv, > c|]v||%,u.

Bemerkung 5.7 Fiir den Fall, dass das Oberflichenmafl von I'g identisch Null ist, ist der
Operator Ay nicht koerziv, jedoch gibt es eine positive Zahl ¢, so dass fiir alle v € V gilt:
(Auv,VIviv, + IVII§, = ¢V, (vel. 3. Kornsche Ungleichung in [DL76, Nit81, Zei88]).

Bemerkung 5.8 Folgende Darstellungen sind dquivalent:

(5.15) (Auv, W)viv, = /

Qo'(v) ce(w)dx = / o(v): Vwdzr Vv,we V,.

Q

Beweis. Im Folgenden werden nur die Beweise der starken Positivitédt und der Stetigkeit erlautert.
Zu (iii): Wegen

(Auv,V)viv, = 2/ pe(v):e(v) dx+/ Adiv(v)div(v)dz Vv eVy
Q Q

=:11 =:15
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und der 2. Kornschen Ungleichung (vgl. [DL76, Nit81, Zei88])

/s(v):e(v)dx > c/|VV|2 Vv eV,
Q Q

ergibt sich I > ¢ |ul|3;, sowie offensichtlich I5 > 0.
Zu (i): Mithilfe der Definition folgt:

(Auv, W)viv,| < 2,u/ le(v) : e(w)|dz —i—)\/ |div(v)div(w)|dz Vv,w € Vy.
Q Q

:;Il :Z]2

Die Betrachtung der einzelnen Terme liefert unter Benutzung der Holderschen und Young-
schen Ungleichung:

(f |€(V)|2d$>; (/ |s<w>2doc)é

L <

3 ( St )de)é (/Q 5 (Vw+vw! )2dx>é

- </ﬂ (w1+19) df"f (fg (L (owi+ 9wt))’ d)%

= (/ Vv/® dl‘>é (/QIVW|2 d;,;)é

< Avilva lwliv

I < (/Qldixz(v)Pda[,-)é </Q!div(w)\2dq;>;
< (/Q If-:(v)\de)é (/Q ’€(W)|2dx>é B
wegen

div(v) = tr(e(v)) =tr(Vv) VveV,

Definition und Lemma 5.9 Sei (4.3) gegeben. Der gemdf

(5.16) <Agv,w>V9*V9 ::/)\9 Vo Vwdx + dvwdo Yov,weVy
Q o0

definierte Operator Ag : Vo — VJ© ist linear und stetig, symmetrisch sowie stark positiv.
0

Beweis. Im Folgenden werden nur die starke Positivitdt und die Stetigkeit des Operators
betrachtet.

Zu (iii): Nach Definition und wegen der Norméquivalenz folgt:

(Agv,v)vpy, = /Ag[Vvlzdx—i—/ §v)>do > ch||%/0.
Q oN
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Zu (i): Nach Definition sowie unter Benutzung von Standardabschéitzungen folgt:

/)\QVUdel‘+ dvwdo
Q a0

<A9U7 ’UJ> Vo' Ve

/ Ao |Vo| |[Vw|dz +/ 0 |v| |p|do

Q o0

Ao [Vl 1, [Vl o, + 0 ([0l 2(00) [[wll 2200
Ao [Vvlly [Vl + cdllvllvg [[wllvg

c[vllvg llwlv,-

ININ N IA

5.2 Beweis des Satzes aus 4.3
5.2.1 Zur Teilaufgabe B

Satz 5.10 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Teilaufgabe B) Unter den Voraussetzungen
(4.1) - (4.4), (4.6), (4.7), (4.24), (4.25) besitzt die Aufgabe (4.21), (4.22), (3.8) - (3.13) genau
eine schwache Losung (u,0) € Vy X Vy, d.h. es gelten: Gleichung (4.21)in 2x]0,T] fir alle
p € Vy mit ¢ € Hy und o(T) = 0 sowie u(0) = ug, Gleichung (4.22) in Qx]0,T[ fir alle
Y € Vo mit Y € Hyg und (T) = 0. Ferner gelten:

(5.17) u e L(0,T; Va), o' € L0, T; V), u” € L0, T; Hy),
sowtie
(5.18) 0 € L>=(0,T; Hy), & € L>(0,T; Hy).

In der Literatur finden sich umfassende Darstellungen zur Losung der mathematischen Aufgabe
der linearen Elastizitédtstheorie (stationédr sowie instationér; vgl. z.B. [DL76, MH83, Cia88,
Val88, Zei88]) und Thermoelastizitédtstheorie (vgl. etwa [Boe07, Gaw86]).

Eine allgemeine Einfithrung zur Losung von Evolutionsgleichungen mittels der Galerkin-Methode
findet sich z.B. in [GGZ74, DL76, W1o87, Zei90b, Bra92, DL92, RR96, Evad8, HR99, Emm04,
Rou05] und speziell im Kontext der vorliegenden Arbeit in [Boe07]. Im vorliegenden Kapitel soll
die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung der Anfangswert-Randwert-Aufgabe fiir
ein System hyperbolischer und einer parabolischen partiellen Differentialgleichung im Zusammen-
hang mit der linearen instationdren Thermoelastizitdtstheorie mithilfe des Galerkin-Verfahrens
nachgewiesen werden. Es wird dabei die volle Aufgabe untersucht und auch auf Spezialfille,
wie beispielsweise die Aufgabenstellung mit vereinfachten Randbedingungen (vgl. [Gaw86]),
eingegangen.

Im Folgenden soll der Beweis von Satz 5.10 mithilfe des simultanen Galerkin-Verfahrens durchge-
fithrt werden, d.h. es werden beide Gleichungen simultan mit dem Galerkin-Verfahren behandelt.
Nach den nétigen A-priori-Abschétzungen werden die schwachen Grenziibergénge vollzogen.

Beweis. Der Beweis gliedert sich wie folgt:
(i) Existenz der Galerkin-Losungen
(ii) A-priori-Abschitzungen
(iii) Grenziibergang fiir n — oo
(iv) Eindeutigkeit
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Zu (i): Seien (Wyj)jen und (wg;);en Galerkin-Basen in 'V bzw. Vj sowie (Vum)men mit Vi, :=

Zu (ii):

Span{wul,,..,wum}a Vu = UmEN Vum und (Vbn)nEN mit Vg, = Span{wﬂl,...,wgn}a Vo =
Unen Von die zugehorigen Galerkin-Schemata.

Dariiberhinaus seien (g, )men und (u1,)men Folgen in Vy; bzw. (6p, )nen eine Folge in
Vo mit

(5.19) Uom € Vum Ym € N, ug,, — ug in V, fiir m — oo,
(5.20) Uiy € Vam Ym € N, ug,, — up in Hy, fiir m — oo,
(5.21) Oon € Vo, Vn €N, Oy, — 6y in Vj fiir n — oo.

Wir suchen Galerkin-Losungen u,, :]0,T[— Vy,, und 6, :]0, T[— Vj,, der Form
(5.22) W (t) = Cumj () Wuj bzw. O() =Y Conj (1) wo;
=1 j=1

als Losung der Galerkin-Gleichungen

(5.23)
(pO u;;z(t)7 Wuj)Hum + <Auum(t)7 V>V,’_‘|mVum +3 /Q Ka(en(t) - 90) diV(Wuj) dx +

N
po i v(wy;)de = Wui 1 =1,....,m
+/QK ; (pi(go) N 1) pl(t) d ( uj)d (f(t), u])Huma J 17 s Ty

(po ce 0, (), woi) Hy,, + (AgOn(t), woi)v; vy, = 3 /Q Ko 0o div(uy,(t)) we; da +

(5.24) N
+(60r(t), woi) iy, +/ﬂpo > Lipj(t) wei da + (r(t), woi)my, » i =1,...,n
i=1

sowie den Anfangsbedingungen
(5.25) U (0) = ugm, ul,(0) =uim, 60,(0)=6,.

Wegen der Invertierbarkeit der Gramschen Matrizen Gum = ((Wui, Wuj)Hum )i j=1,....m
und Go,, = ((wgi, we;)H,, )i j=1,...n erhalten wir nach Einsetzen der Basisdarstellung
(5.22) in (5.23) — (5.25) eine Anfangswertaufgabe fiir ein lineares System von gewohnlichen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die Koeffizientenfunktionen ym; :]0, 7[— R
bzw. (gn; :]0,T[— R. Aufgrund der getroffenen Voraussetzungen ist auf diese Aufgabe
der Satz von Carathddory (vgl. z.B. [CL55, Fil88, Wal00, EmmO04]) anwendbar und es
existiert genau eine absolut-stetige Losung (W, 0,) € ACYH(0,T; V) x AC(0,T; Vgy,).
Multiplikation der Gleichung (5.23) mit (,,,;(t) und die Summation iiber j von 1 bis m
ergibt:

(5.26)
(Po (1), ury () v vy + (Autm (t), upy () vy v, + 3 /Q Ko (0n(t) — bo) div(uy,(t) dz +

N
po ; iv(u z = u ,
[0 (i 1) 0 vt 0 = 80,

Multiplikation der Gleichungen (5.24) mit (p,;(t) und die Summation {iber ¢ von 1 bis n
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ergibt:
(5.27)
(po ce 0, (1), 0n (1)) vrvy + (Aabn(t), On(t)) vy, = 3 /Q Ko 0o div(al,(t)) 0, (t) dz+

i agwp da+/po ZLZ% t)dx + (r(t) On(t)) -

Multiplikation der Gleichung (5.26) mit 6y und Addition der beiden Gleichungen (5.26),
(5.27) sowie die Integration von 0 bis ¢, t €0, T[ liefern:

[ 000 ) v dr 4 [ (A7) (v a7 +
0 0
+ [ Aot 8 dr + [ (o) 0u(Dgrg dr+

/90/ Z( @ )pi(T) div(uy, (7)) dzdr =

=:Jg

t
= / §0p(7) O (T dad7'+//po ZLZ% 7)da dr +
0 Jo

=:J4

_
+ /O 0o (£(7), 10, ())ra, dr + /0 (r(7),00(7)) 11, A7 +
=:J1 =:J2

t
+3/ /Kaeg div(u), (7)) dzdr.
0 JQ

=:J5

Es gelten die folgenden Abschéitzungen:

90 t 90 t 2
A A G e
0 0
1t 5 I 5
Bl < g [ 1@l are g [ 100l d

1 t
Bl < ety [ 10, ds

Die Benutzung der Holderschen und der Youngschen Ungleichung sowie die Anwendung
eines Spursatzes ergeben:

t t
Tl < e /0 10r(r)IZ, dr + e /0 10a(PIZ, dr.

Partiellen Integration bzgl. ¢t sowie Standardabschétzungen (Holdersche- und Youngsche
Ungleichung) liefern:

|Js| = / K, 90 div(u,(t) — uom) dx < ¢ + e2 Hum(t)H%/u + &9 ||u0mH%,u,

| = /GO/KZ< P )pl( ) div(un(s)) dz ds +

pi(6




R

1
< e+ 2/0 [ ()37, ds + eal[um (D%, + 5 [n(0)[%,-

1) 0) [div(un () = 150) div(as(0)] o

Insgesamt folgt damit nach partieller Integration bzgl. ¢ und den Eigenschaften der
Operatoren Ay und Agy:

0o po c1 90 o C
7||um(f)||nu Jam (1) 137, + e||9 ()|l + (c3 — €1) / 16n ()13, ds <
9 C2t90+1 Po C
< C7+08+09+010+7Hulm||vu‘|’T”u0mHVu EHOOHHVQ

9 t 1 t t
% / I£(5)x, ds + 5 / ()13, ds + 5 / 160 (s)%, ds +

/|| ||Huds+/||9 9% ds+ & /|um )12, ds.

Mithilfe des Gronwallschen Lemmas ergibt sich somit:

(5.2 sup. [ (1), < e sup_[[n(®)llv, < e
te[0,7) t€[0,T]
T
(5.29) sup_ (16, (8) 11, < c. | 16nol, ae <
t€[0,7) 0

wobei ¢ eine von n, m unabhingige generische Konstante ist. Diese Abschitzung ist fiir
den Grenziibergang nicht ausreichend, da sup,c(o 1) [[w;, (t)[lv, < c fiir den Grenziibergang
im Divergenzterm der Wirmeleitungsgleichung benétigt wird (vel. (5.27)).

Daher differenzieren wir die Galerkin-Gleichungen nach der Zeit, um eine zuétzliche Regu-
laritdt der Losung bzgl. der Zeit zu erhalten. Das Differenzieren der Galerkin-Gleichungen
ist deswegen gerechtfertigt, weil die eindeutige Losung (u),, 6,) des gewohnlichen linea-
ren Differentialgleichungenssystems zweiter Ordnung nach dem Satz von Carathéodory
absolut-stetig und somit im verallgemeinerten Sinne differenzierbar auf [0, 7] ist. Unter
den gegebenden Voraussetzungen ist damit die rechte Seite des Differentialgleichungs-
systems im verallgemeinerten Sinne auf [0, 7] differenzierbar. Somit muss also auch die
Zeitableitung der Losung im verallgemeinerten Sinne auf [0, 7] differenzierbar sein.

Es seien (u1m)men und (ugm)men Folgen in Vy, sowie (61,,)nen eine Folge in Vy mit
den Eigenschaften:

(5.30) Ui € Van Ym € N, uy,, — uy in Vy fiir m — oo,
(5.31) Uy € Vum Vm € N, ug,, — us in Hy fiir m — oo,
(5.32) O1n € Vo, Vn €N, 01, — 01 in Vp fiir n — oo.

Jetzt differenzieren wir die Gleichung (5.23) nach ¢, multiplizieren die Gleichung mit

" . ) . L
um; () und summieren iiber j von 1 bis m:

(po s (8), 1, (1)) g, + (A, (1), 1w, (8)) v v, + (3 Ko 0, (1), div(uy, (£)))m, +

(533) n (K Z (/io()o . 1> ( ) le( ( ))) = (f/(t)7uxl<t))Hu .

u
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Analog liefert die Differentiation der Gleichung (5.24) nach ¢, Multiplikation der Gleichung
mit (p,.(t) und die Summation iiber ¢ von 1 bis n:

(Po ce 0 (), 0, (1)) y, + (Aolr,(£), 07.(E))vyvy = (3 Kol div(wy, (1)), 0,()) m,+

+ (r'(t), 0,(t (po > Livi(t), ) + (500(1),00(1)) g, -
Hy

(5.34)

Die Gleichung (5.33) wird zunéchst mit 6y multipliziert und dann werden die Gleichun-
gen (5.33) und (5.34) analog zum vorherigen Fall addiert. Es ist zu bemerken, dass sich
aufgrund dieser Vorgehensweise die kritischen Kopplungsterme ausléschen. Es gelten die
folgenden Abschétzungen:

< 2 LIl ar+ 2 [ e, o
5 < 5 [ I g [ ol o
= /po/ZL (G5 600060+ 52 () ) 8(s) dadis <

< exten / 164,(5)113, ds.
0

Die Standardabschétzungen liefern unter Verwendung eines Spursatzes:
2 t t
/ o / 2 ’ 2
7 < 45/0 lor%, d7+6/0 lon)2, ar.
~—~—~

Die partieller Integration bzgl. der Zeit sowie die Anwendung der Holderschen und der
Youngschen Ungleichung liefert:

g = —/Ota(]/QKipri’()go) _1> (‘?92‘ (5) 0. (s) + g;j(s)%(s)) div(, (s)) do ds +
N =1
R > <p£§0) - 1) [34(8) div(u (1)) = 5(0) v (0))] d

t t
1
= 012,13+010/0 ||97,—L(5)||%{9d5+011/0 05 ()17, ds + eal[wl, (D%, + 5 0, (0) 1%,

Somit gelangen wir mithilfe der Gronwallschen Ungleichung zu den folgenden A-priori-
Abschitzungen (vgl. vorherige Argumentation)

(5.35) sup [l (8) 1, < sup [l (B)llv, <
te[0,T] t€[0,T]
T
(5.36) sup [104,(8) 1, < c. | 160l a <
te[0,7) 0

wobei ¢ eine von n, m unabhingige generische Konstante ist. Diese A-priori-Abschétzungen
sind fiir den Grenziibergang ausreichend.

Zu (iii): Nach dem Satz von Eberlein-Schmulyan bzw. Banach-Alaoglu (vgl. z.B. [Wer05]) liefern
die A-priori-Abschitzungen (5.28), (5.29) und (5.35), (5.36) die Existenz einer Teilfolge
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von (W, )men sowie die Existenz einer Teilfolge von (0,,),en — diese seien ebenfalls mit
(W) men bzw. mit (0,)nen bezeichnet — mit:

(5.37) u, ~uinV, und u, =uinL>®(0,T;Vy),
(5.38) w, ~w inV, und u, >w in L>(0,T;Vy),
(5.39) 0, = 0inV, und 6, = 0in L>(0,T; Hy).

(Es kann nur u’ der schwach*-Grenzwert von (u},)men sein, vgl. [Zei90a].) Weiterhin folgt
aufgrund der schwachen Unterhalbstetigkeit der Normen:

(5.40) Il oo o781y + allzoc vy + 10l L 1319) + 101wy < 00,
(5.41)  [[a"llzeeqo, ) + W0, 1va) + 10l oo 0,701, + 161l < 00

Es ist zu zeigen: (u, ) ist Losung des Originalproblems.

Seien ., 09 € CL([0,T]) beliebige Funktionen mit ¢, (T) = 0 bzw. pa(T) = 0. Die
Multiplikation der Gleichung (5.23) mit ¢, und die Multiplikation der Gleichung (5.24)
mit g sowie Integration iiber [0, 7] liefert fir k € N:

T

T
/ (IOOU ( ) Sou( )Wuk)Hu dt+/0 <Auum(t)a<pu(t)wuk>vﬁvu dt +

+ o3 / / Ko (00 (t) — B0) div(sou(t)we) da df +

/O /Q K ;( ‘?20) — 1> pi(t) div(pu(t) W) de dt = /0 T(f(t),%(t)wuk)m at,

Pi

T

T
/ (90 € 00(8), 00 (L)), lt + / (Al (), 2 (tg;)v:rv; It =

0

T
/ /K 0o div(u,(t))e ()ngd:vdt—F/O (r(t), pa(t)wo;) , At +

+/0 (6 0r, po(t)wo;) Kk dt+/ /,00 ZLz% ) o (t)we; dx dt.

Partielle Integration liefert:

T T
(5.42) /0 (po U (), u () Wk )1, dt = — /O (P, (£), 00, (8) Wk )1, di+
- (Po u;n(o)7 (pu(o)wuk)Hu
r T
(5.43) /0 (po ce O (2), o (t)wo;) 1y At = — /0 (po ce On(t), ¢ (t)wo;) m, dt+

- (PO Ce U (0)7 909(0)w9j)H9

Wegen der schwach*-Konvergenz — man beachte die Linearitéit und Stetigkeit der Opera-
toren Ay, Ay, €, div — ist der Grenziibergang fiir n, m — oo moglich und liefert:

T
- /0 (P (1), & ()W )51 dE — (po W (0), 00 (0)Wark )51, +
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T
S U CROEIR / | Ko (006) = 0) div(iu(tpw) e +

/ / Z(I)f’“ —1) pit) div(iu () war) de dt = /<f<t>,sou<t>wuk>ﬂudt

und

T
- /0 (p0 ¢ 0(2), 0 (t)ws;) 1y df — (po e 6(0), 5(0)uw;) 11, +
T T
+ /(; <A99(t), go(;(t)ng>ve*v9 dt = 3/0 /QKa 90 div(u’(t)) (pg(t)ng dz dt +
T N T
Lm0 X pont cuteyan; dade+ [ @60(e)coleyun ), e +
1=1

T
T / (1 (), 9o (t)wn; ), .

Die lineare Hiille der Funktionen w, ist dicht in V, und die lineare Hiille der Funktionen
wp; ist dicht in V. Die Funktionen ¢, (t)Wy; und g (t)wey sind dicht in V,, bzw. in Vy
und somit zuldssige Testfunktionen (vgl. [Nau05]).

Nun bleibt fiir die Existenz der Lésung nur noch zu zeigen: u(0) = ug, u/(0) = u; und
6(0) = 6p. Es gelten die beiden Formeln der partiellen Integration:

T T
/ (u;n(t), Spu(t)wuk)Hu dt = — / (um(t>v @L(t)wuk)Hu dt + (u0m> @u(o)wuk)Hu
0 0
fur k=1,...,m sowie
T T
| @O eiwa, at = = [ @00 w)y, &+ @0 0wy,

fiir & € N. Der schwach*-Grenziibergang ist fiir m — oo zuléissig und damit ergibt sich:

(Wom, u(0)Wuk)pr, — (0(0),0u(0)Wur)gy, V¥ keN.

Mit dem Dichtheitsargument folgt ug,, — u(0) fiir m — oo in Hy,. Wegen ug,, — g fiir
m — oo in V, folgt u(0) = up.
Analog gelten die beiden Formeln der partiellen Integration:

T T
/ ( " m (1) pult )Wuk)Hu dt = _/ (u;n(t)ﬂpl(t)wuk)ﬂu dt + (u1m790u(0)wuk)Hu
0 0
fur k=1,...,m sowie
T T
| @O cutwag, at = = [ @0 A0, A (0] 0w

fiir k& € N. Der schwach*-Grenziibergang ist fiir m — oo zuléissig und damit ergibt sich:

m— 00

(U1m790u(0)wuk:)Hu G (u’(O),«pu(O)wuk)Hu V keN.

Mit dem Dichtheitsargument folgt uy,, — u’(0) fiir m — oo in Hy,. Wegen uy,, — uy fiir
m — oo in Vy folgt u/(0) = u;.
Es gelten die beiden Formeln der partiellen Integration:

T T
/0 (6n(1), po(t)wor) y, dt = —/0 (0n(t), wh(O)wor) 57, dt + (Bon, Po(0)wor) g,



fir k =1,...,m sowie

T T
| @@y, it = = [ 001 c00000) 5, e+ 00). o)y,
fiir £ € N. Der schwach*-Grenziibergang ist fiir n — oo zuléssig und damit ergibt sich:

(Bon> 20(0)war) g7, "= (6(0), 09(0)wer) gy, V¥ k€N
Mit dem Dichtheitsargument folgt 6y, — 6(0) fiir n — oo in Hy. Wegen 6y, — 6 fiir
n — oo in Vp folgt 6(0) = 6o.
Somit ist (u, ) schwache Losung des Originalproblems mit den angegebenen Eigenschaften.
Wegen der schwachen Unterhalbstetigkeit der Normen gilt zudem die Beschréanktheit der
Losung in den entsprechenden Réumen.

Zu (iv): Seien (uy, 61) sowie (ug, ) zwei verschiedene Losungen des Ausgangsproblems. Seien
u :=uy —uz und 0 := 01 — 5 gegeben. Dann gelten aufgrund der Linearitit u(0) = 0, u’(0) =0
und

T T
| o O3 @)viv dt+ [ (A0, v0)viv, e+
(5.44) ° 0
+ 3/0 /QKa 0(t) div(v(t))dzdt =0

fiir alle v € V,,. Analog gelten 6(0) = 0 sowie

T T
/ (poceH(t)vw(t))v;vgdH/ (Ag0(t), w(t))vyv, dt =
(5.45) 0 0

T
:3/ / Ko 0o div(d'(t)) w(t) dz dt
0 Q
fir alle w € V.
Testen der Gleichung (5.44) mit v(t) = x[o,9 u'(t) und der Gleichung (5.45) mit w(t) = x[o,9] 0(t)

fiir fast alle ¢ € [0, T sowie Multiplikation der Gleichung (5.44) mit 6y und Addition der beiden
Gleichungen liefert:

9 [
£0 0o / (u”(t), u’(t))vﬁvu dt + 6 / <Auu(t), u/(t)>V:;Vu dt +
(5.46) 0 0

I 9
+poce /0 (6(2), 0(0)) v, dt + /0 (AgB(1), B(t))vvy dlt = 0.

Die A-priori-Abschitzungen liefern insgesamt:

PO Cei9(9)|12 ! 0(s)|12. d
5 5 5 10() I, + c3 ; 10(s) Iy, ds

7] 7]
B0 ()12, + ( 0 —62) lu()Z, +
1 v 2 v 2
<5 [ 106 s+ (et e [ ue)R, ds
Damit folgt:
9
(5.47) ), + 100, < € [ 1106, + a1, ds

wobei C > 0 eine geeignet gewéhlte Konstante ist. Nach dem Lemma von Gronwall folgt
letztlich:

(5.48) a(9)[3, + 16(9)]7;, = 0 fast iiberall auf [0, T).
Daraus folgen u = 0 und 6 = 0 fast iiberall auf [0, 7. O
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Bemerkung 5.11 Der Beweis der Eindeutigkeit der schwachen Losung im Sinne des Satzes 5.10
ist vergleichsweise kompliziert. Entweder man fordert von einer Losung eine bessere Regularitét
oder man stellt hohere Regularitéitsforderungen an die rechten Seiten f und r, die Funktion 0
sowie die Anfangsbedingungen ug, u; und 6y, um so mithilfe des Differenzieren der Galerkin-
Gleichungen eine bessere Regularitidt der Losung zu bekommen. Unter der Voraussetzung, dass
die rechten Seiten f und r, die Funktion O sowie die Anfangsbedingungen ug, u; und 6y eine
bessere Regularitét besitzen, lasst sich die Eindeutigkeit nachweisen.

In der Arbeit von [Gaw86] wird der Beweis der Existenz, der Eindeutigkeit und zusétzli-
cher Regularitéit schwacher Losungen der Anfangswert-Randwert-Aufgabe fiir Gleichungen
der N-dimensionalen linearen Thermomikroelastizitit, die ein homogenes, isotropes Medium
beschreiben, erbracht. Der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der schwachen Losung basiert
auf dem Galerkin-Verfahren in geeigneten Sobolevrdumen und setzt Nullrandbedingungen sowie
konstante Koeffizienten voraus.

Im Folgenden soll auf einfachere Randbedingungen fiir unsere Aufgabe eingegangen werden.
Anstatt der gemischten Randbedingung (3.11), (3.12) betrachtet man nun die homogene Dirich-
letrandbedingung

(5.49) u(z,t) =0 auf 00x]0,T].

Aus physikalischen Griinden ist diese Randbedingung nicht sinnvoll, da sie einen Koérper
beschreibt, der von allen Seiten fest eingespannt ist — rein mathematisch betrachtet ist dieser
Fall dennoch sehr interessant.

Aufgrund von (5.49) gilt auch u/(z,t) = 0 auf 9Qx]0,T[ und es folgt mithilfe partieller
Integration beziiglich des Ortes:

3 /Q Ko div(u (7)p(r)dz = -3 /Q Ko o (1) V() da
3 /Q Koo (0(1) — 0y) div('(t) de = 3 /Q erad (K 00 0(1)) u'(¢) dz.

Fiir konstante Koeffizienten stellt man fest, dass sich somit die kritischen Kopplungsterme
komplett aufheben. Dadurch entfillt die, bei der hier verfolgten Beweisstrategie, Notwendigkeit,
die Galerkin-Gleichungen zu differenzieren und eine hohere Regularitat von den rechten Seiten f
und r von der Funktion fr sowie von den Anfangsbedingungen ug und 6y zu fordern. Im
Gegensatz zum Satz 5.10 ist u’ € H,, nun fiir den Grenziibergang in den Kopplungstermen aus-
reichend. Eine bessere Regularitdt wie im Fall gemischter Randbedingungen zuvor wird deshalb
nicht beno6tigt, da durch die partielle Integration beziiglich des Ortes im Kopplungsterm der
Wirmeleitungsgleichung u’ nicht mehr im Divergenzterm auftritt und somit keine Schwierigkeit
fiir den Grenziibergang darstellt.

Als Fazit lasst sich festhalten, dass es im Fall vereinfachter Randbedingungen unter der Vor-
aussetzung konstanter Koeffizienten jedoch geringeren Regularitdtsforderungen als im Fall
gemischter Randbedingungen gelingt, die Existenz einer schwachen Losung der Aufgabe der
linearen Thermoelastizitit nachzuweisen. Der Beweis der Eindeutigkeit benotigt, bei der hier
verfolgten Beweisstrategie, allerdings dieselben Regularitédtsvoraussetzungen wie im allgemeinen
Fall.
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5.2.2 Betrachtung des Gesamtproblems
Existenz der Lésung

Beweis. Seien V := V x Vy und H := H, x Hy. Angenommen es sei (1,0) € L2(0,T;H). Wir
haben bereits gezeigt:
(i) Zu gegebenem (i1,0) € L?(0,T; H) existiert eine eindeutige Losung p € V) des Anfangs-
wertproblems (4.32), (3.4).
(ii) Zu diesem gegebenem p € V), existiert eine eindeutige schwache Losung (u, 0) € L*(0,T; V)
des Problems (4.21), (4.22), (3.8) — (3.13) mit folgenden Abschétzungen:

Hquu S C1 ||u”L°O(0,T;Vu) S Cco
0 < ¢
(5.50) H/ HVe >~ 3 / ,
[u'flyx < eafully, < cacs |0z rvae) < co
HO,HV; < e |0y, <ecs
wobei ¢; (i =1,...,8) positive Konstanten.

Anwendung des Fixpunktprinzips: Damit ist ein Operator
T :L?0,T;H) — L*(0,T;V) C L*(0,T;H) mit T(a,d) =: (u,6)

definiert. Wir wollen nun zeigen, dass dieser mindestens einen Fixpunkt (a, é) € L*(0,T;H) mit
T(a,d) = (0,0) besitzt. Dazu ist hinreichend zu zeigen, dass es ein R > 0 derart gibt, dass

(5.51) T : Br(0) C L?(0,T;H) — Br(0)  stetig und kompakt ist.

Wir beweisen nun der Reihe nach:

(i) Selbstabbildung
Behauptung:

(5.52) JR>0 T:Bg(0)c L*0,T;H) — Bg(0).

Sei (11,0) € Br(0). Dann gilt fiir (u, ) := T(1,0) aufgrund der A-priori-Abschiitzungen:

[(u, 0
= ||(u,0
0

(w,0)| 20,1 + (W, 0) | 207wy < €

(u
= ||(u,

(u

(u

lwizomvh) <A

= |
= |

D z20mm) < G l1(w,0)llcormy < 28w, 0)|lwi2orvh < ¢ é2és

)
)
Neorn < éll(w,0)wizorvh < ac
)
D 20rm) <1628 =R <00

mit & (i = 1,2, 3) positive Konstanten. T bildet sogar ganz L?(0,T;H) in Bg(0) ab.
(ii) Stetigkeit des Operators
Zu zeigen:
T: (4,0) — p — (u,0) ist stetig.

Sei 11,, — @ in Hy und 6, — 0 in Hg. Zu zeigen ist, dass dann auch gilt:

(5.53) U, > u in V,,
(5.54) O, — 60 in Vp,
(5.55) Pn— P in V.
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Sei (p,_% )keN eine konvergente Teilfolge von_(pn)neN und (0, )ren eine konvergente Teilfolge
von (0p)nen. Da (0, )ken in Hy gegen 6 konvergiert, folgt nach dem Konvergenzsatz

von Riesz-Fischer (vgl. [KF70, Alt02, Wer05]) die Existenz einer Teilfolge (0, )ien, die
punktweise fast iiberall gegen 6 konvergiert. Mithilfe der Lipschitz-Stetigkeit von ~ folgt:

(5.56)

[Py, (8) = P(8) |1, < ; 17Oy, () Py, (5)) = 7(0(5), p(5)) 11, ds
s 17 (On, (5),P(5)) = ¥(0(s), P(5)) |, ds +

+ ) 17(0(s), Pry, (5)) = ¥(0(s), P(5)) 11, ds

t t
< / Ly 1, (5) — 8(5) 1, s + / Ly [Pre, (5) — P(5) 11, .

—0

Mithilfe des Lemmas von Gronwall folgt supyc(o7) [|Pny, (t) — P(¢)[1, — 0 und damit folgt
Pn — P in L>(0, T Hp).

Desweiteren ist noch zu zeigen:

(5.57) (Up,0,) — (0,0) in L*(0,T;H)

Sei ((Wn, ,0n,))ken eine konvergente Teilfolge von ((un,0n))nen- Da ((Un, , 0n, ) ken in
L?(0,T;H) gegen (11,0) konvergiert, folgt nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue die
Existenz einer Teilfolge ((un,,,0n,, ))ien, die punktweise fast {iberall gegen (u, 6) konver-
giert. Betrachte die Teilfolge ((unk,l , enkl))leN Aus den folgenden Abschitzungen fiir die
Eindeutigkeit des Gesamtproblems (A-priori-Abschitzungen, Satz von Lebesgue iiber die

majorisierte Konvergenz fiir [ — o) folgt analog mit

(5.58) 0 = On, —0,
(5.59) U = uy, —u,
(5.60) P = Pp, —P

die Konvergenz von ((up,, , ny, ))ien in L?(0,T; V) und damit in L?(0,7T;H) gegen (u, ).
Somit folgt (uy,0,) — (u,d) und damit die Stetigkeit des Operators T.

(iii) Prikompaktheit des Bildes des Operators
Es bleibt noch zu zeigen:

T : Br(0) — Bgr(0) kompakt.

Aus T : L?(0,T;H) — L%(0,T;V) C L*(0,T;H) und ||(u,6)|| < R folgen, dass T die abge-
schlossene und nichtleere konvexe Teilmenge Br(0) in eine Teilmenge von Bg(0) abbildet,
die zu L?(0, T'; V) gehort. Wegen der kompakten Einbettung W2(0,7;V,H) C L?(0,T; H)
aufgrund des Satzes von Lions-Aubin (vgl. [Sho97, EmmO04]) ist diese Bildmenge in
L?(0,T;H) prikompakt. Somit ist die Abbildung T : Br(0) — Br(0) kompakt.
Damit ist der Schaudersche Fixpunktsatz auf T anwendbar und somit besitzt die Aufgabe (4.21) -
(4.23), (3.4), (3.8) — (3.13) unter den gegebenen Voraussetzungen mindestens eine schwache

Losung (u,6,p) € Vo X Vo X Vp. O
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Eindeutigkeit der Losung

Beweis. Seien (uy,01,p1) und (ug, 2, p2) zwei unterschiedliche Losungen des Originalproblems.
Wir definieren: & := u; — ug, 0 := 01 — 6> und p := p1 — p2. Dann folgt fiir alle v € V,, und
fiir alle w € Vy:

(5.61)
T T
/ @ (), v(t)) vive dt+/0 (Awii(t), V(D) vave dt+3/0 /QKa div(v(t)) 0(t) dz dt +

NI

)

) §i(t) div(v(t)) dzdt = 0,

(5.62) ) )
0 Ce /0 <5/(t),w(t))v9*vg dt +/0 (Ag(01,p1)01(t) — Ag(02,p2)02(t), w(t))vyv, dt =

T
:3/0 /QKaOO div(a'(¢)) w(t) dz dt +

T N
+ po/o /Q; (Li(61(2)) vi(01(¢), p1(t)) — Li(62(t)) 7i(62(t), p2(t))) w(t) dz dt sowie

P = 01(t). pr(t) — 1(B2(0), p2(t)) , £ €10.T].

(5.63) o

mit den Anfangsbedingungen:
(5.64) @(0) =0, @' (0) =0, #(0) =0 und p(0) = 0.

Testen der Gleichung (5.61) mit X[ @' und der Gleichung (5.62) mit xjo 4| 0 fiir fixiertes
v € [0,T] sowie die Multiplikation der Gleichung (5.61) mit #y und die Addition der beiden
Gleichungen (5.61), (5.62) liefert:

9 9
9o 0o / (& (8), & () vsva dt + o / (Awii(t), &(8) veva df +
0 0

=:I3

~
v ’ [ 50 fj <pf<)30> - 1) Fi(t) div(@ (1)) dadt +

=:1g

9 N _ 9 N
e /0 (1), (1)), dt + /0 (Ag (01, 01)01 () — Ag(01,1)01 (1), B(1))vv, lt =

=:14

; . =:15 N
=0 / /Q > (L0 (6)010): p1(0) = Li(0a(6) (00 ) (0 dr .

=:1I5

Aus der Gleichung (5.63) folgt aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von ~ mithilfe des Lemmas
von Gronwall (vgl. (5.56)):

(5.65) Ip1(t) — p2(t) 1, < exp(Z;9) L /0 161() — B(t) 1, ds.
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Weiter ist mittels der Holderschen- und Youngschen Ungleichung

IN

t 2
b1 (t) — p2(t) ( / |w<01<s>,p1<s>>—vwz(s),pz(s))nﬁpds)

IN

t t
/ ds / Ir(01(5), 1(5)) — ¥(0a(s), pa(s) |2, ds
0 0

IN

9 [ (161 (51) = 2(01(6) 25D i, +
£y (02(5). p2(s)) — 7 (0(5). Bo() s, ) ds

29 ( [ B 1p106) ool s+ [ 22 10a(s) — a0l ds)

IN

und somit unter Verwendung des Lemmas von Gronwall:

t
(5.66) Ip1(t) — p2(t) 1, < eXP(2L§?92)L%219/0 161.(t) — 62() |1, ds.
=:Cp

Wegen

poBo - Po Ce \ =
|11] ZTHU/W)H%IH und |Iof = 5 16(9)171,

sowie die folgenden Abschétzungen (vgl. hierzu Kapitel 5.2.1):

cibo 2 v 2
5 1a@lv,, Ml 2 e ; 1017, dt,

|I3| >

| 75|

IN

9 N )
po/0 /Q;Li(el(t)) (v(01(), Pa(t)) — ¥ (B2(t), p2(t))) O(t) dadt +

9 N
+p0/0 /Q;(L"(Ql(t))_Li(92(t)))7(92(t),p2(t)) () dz dt <

IN

N 9 ~ ~
. ZLi(Hl(t))/O /Q(Lp\e(t)H—Lg13(t)|)9(t)d:rdt +

N 9 }
+po Z:H%'le/0 /QL|9(75)|2dmdt§
=2

19 ~
o / 16(8) 1%, dt.

IN

9 N
I = - /0 /Q K30 (040 pa0) = 2(02() pa(0) v () an i +

N
+ /QK ;ﬂm pi(¥) div(a(¥))dz <

IN

N 9
K;‘Pw‘/o /Q(Lpé(t) + Lo [B(1)]) div(i(t)) de dt +
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N
+I) ol | pito) vt do <

N 9 N 9
L, K ~ L, K N
< Y lool =2 /0 183, dt + > lpil =2 /0 [a()IR, dt +
i=1 =1

N 9 N s

Loy C, K ~ Lo K ~
> lpiol ———2— | 10@)F, dt+ D lool—5— [ 0@k, dt+
im1 2 0 i=1 2 Jo

N 20 K2 [0
(X lpal) 2 [N, at+ a1k,
=1

9 U
< o /0 la(®)lIZ, dt + & [@(@)]1%, + co /0 16013, dt

mit pio := % — 1. Damit gilt insgesamt fiir fast alle ¥ €]0,T7[:
C1 00

2

pobo - ~ poce s v
P2 )1, + (F52 — 21— 205 ) IR@)IR, + 252100 I, + e /O 18(t)I1%, at <

9 9
< o / la(O)|%, dt + (cs + cr) / 10(8) 12, dt.
0 0

Damit folgt:

~ 19 ~
161, + 5@, < € [ (IR, + 18I, ] a

wobei

maX{C5 + 4%12 ,C6 + C7 + 74?))11

min{ —‘31290 — &1 — 265, 27}

C =

eine geeignet gewéhlte positive Konstante sei. Daraus folgt mithilfe der Gronwallschen Unglei-
chung:

(5.67) 1613, + 8@, = 0

fiir fast alle ¥ €0, T[. Damit ist:

(5.68) (W) =0 und 6(9) =0

fiir fast alle ¥ €10, 7] und somit folgt ebenfalls p(¢#) = 0 fast iiberall in |0, T']. O

5.3 Beweise des Satzes aus 4.4
5.3.1 Zur Teilaufgabe B

Satz 5.12 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Teilaufgabe B des regularisierten Problems)
Unter den Voraussetzungen (4.1) — (4.11), (4.24), (4.25) besitzt die Aufgabe (4.30), (4.31), (3.8) -
(3.13) genau eine schwache Lisung (u,0) € Vo X Vg, d.h. es gelten: Gleichung (4.30) mit (4.16)
in Qx]0,T[ fiir alle p € Vo mit @' € Hq und o(T') = 0 sowie u(0) = up, Gleichung (4.31) in
Qx]0, T fiir alle ¢ € Vg mit ' € Hg und (T) = 0. Ferner gelten:

(5.69) ue L>0,T;Vy), u € L®(0,T; Vy), v’ € L>(0,T; Hy),
sowie
(5.70) 0 € L>(0,T; Hy), 0' € L>=(0,T; Hy).
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Im Folgenden zeigen wir den Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Teilaufgabe B mithilfe
des regularisierten Materialgesetzes der Umwandlungsplastizitét (vgl. (4.16)).

Beweis. Der Beweis wird mithilfe des simultanes Galerkin-Verfahrens gefiithrt und gliedert sich
in drei Teile. Die einzelnen Schritte lautet wie folgt:

(i)
(i)
(i)
(iv)

Zu (i):

Zu (ii):

36

Existenz der Galerkin-Loésungen

A-priori-Abschéitzungen

Grenziibergang fiir n — oo

Eindeutigkeit

Seien (Wy;)jen und (wp;)jen Galerkin-Basen in Vy bzw. Vp sowie (Vum)men mit Vg 1=
span{Wu, . wum t UDd (Vop)nen mit Vp, := span{wegi . u,, } die zugehorigen Galerkin-
Schemata. Dariiberhinaus seien (U, )men und (Wi, )men Folgen in Vy bzw. (6on)nen
eine Folge in Vp mit (5.19) — (5.21). Wir suchen Galerkin-Lésungen u,, : 10, T[— Vy,, und
Or, :]0, T[— Vp,, der Form (5.22) als Losung der Galerkin-Gleichungen

(po u’/n(t), WUj)Hum + (Auun(t), Wuj>V* Vam T

+3/K — ) div(wyj) dx+/KZ(

(5.71) +2/M/ a(t) &(1m(s)) exp (/Sta(T) dT> ds e(wny) do +
_/ / ) div(tn(s)) exp (/:a(f) dT> ds div(w;)dz —

Wug)Huma j - 1 , M,

) pi(t) diV(Wuj) dz +

(po ce 9;1(75),11]9,‘)]{9” + (Agb,(t), we;) Vi Vo = / K, 6y div(ul,(t)) we; dz +

(5.72)

+ (0 6r (1), woi) Ky, /Po ZLz% )wei dz + (r(t), woi)H,, , i =1,...,n
=1

sowie den Anfangsbedingungen (5.25). Nach dem Einsetzen der Basisdarstellung (5.22)
n (5.71), (5.71), (5.25) erhilt man eine Anfangswertaufgabe fiir ein lineares System von
gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die Koeffizientenfunktionen
Cumj :]0,T[— R bzw. (pn; :]0,7[— R. Aufgrund der getroffenen Voraussetzungen ist
auf diese Aufgabe der Satz von Carathéodory anwendbar und es existiert genau eine
absolut-stetige Losung (W, 0,,) € ACH(0,T; Vum) x AC(0,T; Vay,).

Multiplikation der Gleichung (5.71) mit (,,,;(t) und die Summation {iber j von 1 bis m
ergibt:

(5.73)
(Po Wy (8), Wy (8)) v v + (At (1), Wy () v v +

+3/ Ko (0n(t) — 6) div(u dx—i—/ Z( >pi(t) div(u,(t)) dz +

+2/ M/ a(t) et (s)) exp (/:a(f) dT> dse(u, (1)) dz +

_ / / ) div(u,(s)) exp (/:a(T) dT) ds div(ul,(t))dz = (F(t),u),(t))m,.




Multiplikation der Gleichungen (5.72) mit (p,;(t) und die Summation {iber ¢ von 1 bis n
ergibt:

(5.74)
(90 € 0 (1), On())v vy + (AaBn(8), On(D)vv = 3 /Q Ko O div(uly (1)) 0 (1) d +

+ 50F dO‘—i—/,O() ZLz'yz dx—i—( ()9 (t))Hg.
o0

Multiplikation der Gleichung (5.73) mit 6y und Addition der beiden Gleichungen (5.73),

(5.74) sowie die Integration von 0 bis ¢, ¢ € [0, T] liefert:

t t
/ B0 {po uly(7), W (7)) v v A7+ / B0 (At (7), Wl (7)) veva, dr +
0 0

t

+/0 <A99n(7—)79n(7)>V0*V9 dT—I—/ <p06691/1(7'),9n(7')>v9*v9 dr +

0

po ] — 1> pi(7) div(ul, (7)) dz dr +

¢ N
Jr/0 HO/QK ; <Pz‘(90
—
+206p /Ot/Q/A/OT a(7) e(uy,(s)) exp </Sta(7) dT) dse(ul,(7))dzdr =
7

_ 290// / ) div(tn(s)) exp (/:a(f)d7> ds div(u, (7)) de dr +

t
+/ §0r(7) by, dadT—i—/ /po ZLZ% 7)dzdr +
0 Jo

=:J4 =i
t t t
+ / B0 (£(r) 0, (7))ra, dr + / (r(7),00(7)) 1, AT+ 3 / / Ko 02 div(, (7)) dz dr
0 0 0 Q
=:J1 :‘132 :Tr5

Mithilfe der Holderschen und der Youngschen Ungleichung folgt:

0 [t 6 [t 2
Al < 2 [l dr+ D [ ol o
0 0
1/t 9 1/t 9
< g [l are g [ 10,

1 t
Bl < et [ 10, s

Mittels der Holderschen und der Youngschen Ungleichung sowie unter Anwendung eines
Spursatzes ergibt sich:

t t
Tl < s /0 10 (D%, dr + &1 /0 10n(r)2, dr.

Partielle Integration bzgl. t sowie Standardabschitzungen liefern:

5] < es + e llum(®)IR, + 2 luomlR,,
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1 [t 1
| Js] < 68+2/0 IIum(s)H%uds+e4||um(t)|\%zu+§Hum(0)ll%u-

Mithilfe partieller Integration bzgl. ¢ folgt

| = —290// ne [/st 7)) dr| e(u(s))dzds +

+290/ /th 7)) dr e(u(t)) dz =

Unter Ausnutzung der Differentiationsregeln fiir Parameterintegrale sowie unter Verwen-
dung der Definition der Funktionen a und b ergibt sich weiter:

= —200//ubss (s))*dxds +
—290// / 7.5) a(s) dr e(u(s)) dz ds +

+290/ /ub (1)) dr e(u(t)) do =

Die Anwendung des Satzes von Fubini sowie die bekannten Standardabschétzungen
(Holdersche und Youngsche Ungleichung) und die Abschitzung des Differenzenquotienten
erster Ordnung durch die erste Ableitung liefern im Folgenden:

< 2eoucwmxp/'/We ()2 da ds +
+200uc2|]7||x /// ))dre(u(s))dzds +
+2%wﬂwmm// )) ds e(u(t)) dz <

< Q3A\m@nﬁmds+cH2[;A [la(r) R, + lha(s), ] drds +
s a0l + exs [ IR, dr <

<

t
14 /0 lu(s)[13, ds + e [[u()]3,.

Analog folgt mit der gleichen Argumentation fiir den zweiten Term der Umwandlungsplas-
tizitét:

t
[Js| < 615/0 lu(s)IR, ds + e a5,

Insgesamt ergibt sich damit unter Beriicksichtigung der Eigenschaften der Operatoren Ay



und Ag:

to po c1 6y po €
%020 o, 1)1, + (220 — s =5 ) IO, + 25 10,0, +

t )
+(c3 —e1) / Hen(S)H%/g ds <c7+cg+cg+cio+ LIOOHulmH%/u-F
0

+0200+1

Oce
laom %, + 2 160,12, + / 1£s) |1, ds + - / Ir(s) %, ds+
tes / I6r()I, ds + 2 / I (5) 3, ds + / 16a()]12, ds+

+<2—|—014+C15>/ lam (s )Hvuds

Mithilfe des Gronwallschen Lemmas ergibt sich somit:

(5.75) sup ([ (0)]lmn, < c. sup [[um(®)llv. < c.
t€[0,T7] t€[0,T7
T
(5.76) sup [6a(8)]111, < / 10a ()13, d < c.
te[0,7] 0

wobei ¢ eine von n, m unabhingige generische Konstante ist. Diese Abschéitzung ist fiir
den Grenziibergang nicht ausreichend, da sup,co 7y [[uy, (t)[|v,, < c fiir den Grenziibergang
im Kopplungsterm der Wirmeleitungsgleichung benétigt wird. Analog zum Beweis in
Kap. 5.2.1 werden die Galerkin-Gleichungen nach der Zeit differenziert, um eine zuétzliche
Regularitat der Losung zu erhalten.

Es seien (u1m)men und (ugm,)men Folgen in 'V, sowie (61y,)nen eine Folge in Vjy mit
den Eigenschaften (5.30) — (5.32). Jetzt differenzieren wir die Gleichung (5.71) nach ¢,

multiplizieren die Gleichung mit umj( ) und summieren iiber j von 1 bis m:

(po uy,, (1), uZz(t))Hu + (Aquy,(t),ul m () vive+
(5.77) + (3. Ka 0, (1), div(uy, (1) (K > <p90 >%(t),diV(ui%(t))> +

Hy
2 /Q % [ /0 tb(s,t)s*(um(eﬁ))ds] e*(ulh (1) da = (1), ulh () gy,

Analog liefert die Differentiation der Gleichung (5.72) nach ¢, Multiplikation der Gleichung
mit (p,.(t) und die Summation iiber ¢ von 1 bis n:

(po e 0L(0), 04(1)) , + (Mgl (), 04(0)) v vy = (3 Kl div(uly (), 04 (1)), +

+ (' (1), 6L (t (po > Livi(t), > +(60r(8), 0,(1)) g,
Hy

(5.78)

Wir bemerken, dass sich aufgrund dieser Vorgehensweise die kritischen Kopplungster-
me ausloschen, wenn man die Gleichung (5.77) mit 6y multipliziert und die beiden
Gleichungen (5.77) und (5.78) addiert. D.h. es gilt: J; = 0. Es folgen weitere (Standard-
)Abschétzungen.

Mithilfe der Holderschen sowie der Youngschen Ungleichung folgt:

6
< 2 LIl ar+ 2 [ el o
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1 [t 2 1 [t 2
7 < 2/0 I, d¢+2/0 lon|?, ar
t
< et [ 10, ds
0
Die Standardabschétzungen liefern unter Verwendung eines Spursatzes:
t 2 ! 2
/
7 < 04/0 lor(r, d7+5/0 lon(2, ar.

Partielle Integration bzgl. t sowie die Anwendung der Holderschen und der Youngschen
Ungleichung liefert:

t t
T < ennas+ o / 16,(5)12,, ds + ey / I ()3, ds +
0 0

1
+ e, (I, + Sl 0],

Analog zur ersten A-priori-Abschétzung folgt:

= 2o [ [ ] [Coim <>>df} e(u'(s)) dr ds =
- _290//”ds2 / ())dﬂ e(u/(s)) dz ds +
+290/Q j[/o b(r,t) e(u(r ))dT} e(u'(t)) dz =
_ oy, /Ot/ﬂﬂi [a(s)e(u(s))—i—/osjz(T,s)e(u(T))dT] e(u'(s)) dz ds +
+260 [ ufa(®)eta(o) + /0 @ (1) e(u(r)) dr] e(ul (1) d =
= 200 [ [ 0/ e

L [jj(s u(s)) +a(s)e(u'(s)) +

Q
0
a s 32
—{—%(s) e(u(s)) + /0 %(7, s)e(u(r)) dT:| e(u'(s))dzds +

+290/Q,u[a(t)e(u(t))+/0 jf(T ) e(u(r)) dr| e(w'(t)) dz =

[a(T) b(t,s) [a%s)—k(—%(s))]] e(u(r ))dr] e(u ( ))dxds +
26, u[a(t)s(u(t)H [ b9 (= o) etutr >>df} e(u(1)) dz <

Q

C4cl(h)/0t/|s( ()] |e(u'(s))] dz s + e ea(h //\s Dl e (5))] de ds +
tes(h )/ /|s( deds+C5C3/ // le(u(r))| dr |e(u'(s))| dz ds +
+c6c3c1/// e(u(r))| dr le(u(s)] dzds +c4c3/| 1) le(w' ()] dz +
+060302/// le(u(r))] dr|e(u ))\dxds+6663//\e Dldr [e(u (8)] dz <

IN




Zu (iii):

/ 2 C% 0421 2
< (e te) WO, + T IR, +

+(0104+0204+0304+0305T+010306T+C2C3C6T / W' (7)[1%, dr +

)5 [ IR, o

Dabei héngen ¢, ¢2 und cg von h ab! Die Abschétzung des Terms J§ ist vollkommen
analog und somit gelangen wir mithilfe der Gronwallschen Ungleichung zu den folgenden
A-priori-Abschétzungen:

+(

(5.79) sup[[ul (1) s, < e sup_ [l (1), < e
te[0,T] te[0,T]
T
(5.80) sup [10,(6) 1, < e |16, a <
te[0,7] 0

wobei ¢ eine von n, m unabhingige generische Konstante ist. Diese A-priori-Abschétzung
héngt allerdings vom Regularisierungsparameter h ab, d.h. fiir alle h > 0 erhalten wir die
Existenz einer schwachen Losung im regularisieren Sinne.

Die A-priori-Abschitzungen (5.75), (5.76) und (5.79), (5.80) liefern die Existenz einer
Teilfolge von (u,,)men sowie die Existenz einer Teilfolge von (6, ),cn — diese seien ebenfalls
mit (W )men bzw. mit (6,,)nen bezeichnet — mit (5.37) — (5.39). Weiterhin folgen (5.40)
und (5.41) aufgrund der schwachen Unterhalbstetigkeit der Normen.

Es ist zu zeigen: (u, 6) ist Losung des Originalproblems.

Seien ¢y, 9 € CL([0,T]) beliebige Funktionen mit ¢,(7T) = 0 bzw. p¢(T) = 0. Die

Multiplikation der Gleichung (5.71) mit ¢, und die Multiplikation der Gleichung (5.72)
mit g sowie Integration tiber [0, 7] liefert fur k € N:

T T
/ (po Wy (1), oo (t) Wuk ), dt+/0 (Auttn (1), pu(t)Wuk)viv, di +

+3/ / Ka — 00) div(py(t)Wur) dz dt +
+/0 /QK ; (Pil()go) B 1> pi(t) div(eu(t)War) dz dt +

T t
+2/0 /QM/O b(s,t) e(um(s)) dse(py(t)wy) dz dt +

T t
_§ /0 /Q y /0 b(s, 1) div(wn(s)) ds div(w(t)wae) dz dt =
T
= [ G0 euliwam,

0

T T
/ (po e 0L(1), o (E)wng )i, it + / (Agbn(t), 0o (t)wng) v, dt =

0

T
/ /K 0o div(ul,(t))p (t)ngd:cdt—i-/o (r(t), po(t)we;) m, dt +

+/0 (601 0ty dt+/ /POZLz% ) o £y da it

=1
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Zu (iv):

42

Partielle Integration liefert (5.42) sowie (5.43). Wegen der schwach*-Konvergenz — man be-
achte die Linearitdt und Stetigkeit der Operatoren Ay, Ay, €, div — ist der Grenziibergang
fiir n,m — oo moglich und liefert:

T
po ' (t), ¢y, () Wak)m, dt — (po 0'(0), 9u(0)Wur ), +

-
' /OT vy A 3/ / Ka — 6o) div(py(t)Wur) dzdt +
/ ( o) ) pi(t) div(pu(t)wur) dz dt +

Auu(t), ¢
s
/ / t (u(s)) ds e(pu(t)Wur) d dt +
yog

T
s, t)div(u(s)) ds div(p,(t)wyk) d:cdt:/o (£(t), ou(t)Wuk w1, dt

und

T
- /0 (p0 ¢ 0(2). (£ 1, dE — (po ce B(0), 6(0)uw;) 11, +

T T
+/ (Agl(1), po(t)woj)vyv, dt = 3/ / Ko 0 div(u'(t)) g (t)we; dz dt +
0 0 Q
T N
+/ / Po ZLi 7i(t) po(t)we; dodt +
0 Je =

T T
+ /0 (601 (1), 0o (t)wn;) c, dt + /0 (1 (), 0 (t) ey ) 1, .

Die Funktionen ¢, (t)wy; und ¢g(t)we sind dicht in V,, bzw. in Vy und somit zuldssige
Testfunktionen.

Nun bleibt fiir die Existenz der Losung nur noch zu zeigen: u(0) = up, u/(0) = u; und
0(0) = 0y (vgl. hierzu Kap. 5.2.1). Dies folgt analog zum Beweis von Satz 5.10.

Seien (uy, 1) sowie (ug, #3) zwei verschiedene Losungen des Ausgangsproblems. Seien
u:=u; —uy und 6 := 6; — 6 gegeben. Dann gelten u(0) = 0, u/(0) = 0 und

(5.81)
T

T
/0 (oo (1), V(t)vyve dt + / (Awu(t), v(t)viv, di+

+3/0T/QK09(75) div(v( dxdt+2/ / / 5,1) e(u(s)) ds e(v(t)) de dt+
—;/OT/QM/: b(s, 1) div(u(s)) ds div(v(t)) dedt = 0

fiir alle v € V,,. Analog gelten 6(0) = 0 sowie

T T
/ (90 €0 0(), w(t))vsv, it + / (Agf(t), w(t)) v, dt =
(5.82) 0 0

T
3 /0 /Q K. 0y div(u'(£)) w(t) do dt

fir alle w € V.
Testen der Gleichung (5.81) mit v(t) = xjo,9 u'(t) und der Gleichung (5.82) mit w(t) =



X[o,9] 0(t) fiir fast alle t € [0, 7] sowie die Multiplikation der Gleichung (5.81) mit p und
Addition der beiden Gleichungen liefert:

9 9
L0 0o / (u”(t), u/<t))Vl*,Vu dt + 6y / <Auu(t), u/(t»vﬁvu dt+
0 p 5 0
e [ 0000 v dt+ [ (A(0).00)) v, de+

(5.83) 0

0
9 t
+290/0 /Q'u/o b(s,t)e(u(s))dse(u'(t)) dz dt+
2 9 t ) ) ,
=20 /O /Q y /0 b(s, 1) div(u(s)) ds div(w'(£)) do dt.

Die A-priori-Abschétzungen liefern insgesamt fiir fast alle 9 € [0, T7:

6o po c1 6o
Boro 1 (9) 20, + ( 1 —62) lu() 2, +

P0 ey 99|12 ! ()12 d
L : 100, + s [ 10, ds

1 Y 9
<5 [ 106, ds + (era + exs) [ o), ds.

Damit folgt fiir fast alle 9 € [0, T:

Y
(5.84) @)%, + 167, < C/O [16(s)I[7, + ()5, ] ds
wobei C' > 0 eine geeignet gewihlte Konstante ist. Nach dem Lemma von Gronwall folgt
letztlich:
(5.85) a3, + HG(Q?)H%{G = 0 fast iiberall auf [0, 7]

Daraus folgen u = 0 und 0 = 0 fast tiberall auf [0, 7.

5.3.2 Betrachtung des Gesamtproblems
Existenz der Lésung

Beweis. Seien V := Vy x Vp und H := Hy x Hy. Es sei (i1, 0) € L?(0,T; H). Wir haben bereits
gezeigt:
(i) Zu gegebenem (i, 0) € L?(0,T; H) existiert eine eindeutige Losung p € V) des Anfangs-
wertproblems (4.32), (3.4).
(ii) Zu diesem gegebenem p € V), existiert eine eindeutige schwache Losung (u, 0) € L*(0,T; V)
des Problems (4.30), (4.31), (3.8) — (3.13) mit den Abschéitzungen (5.50).

Anwendung des Fixpunktprinzips: Damit ist ein Operator
T :L?(0,T;H) — L*(0,T;V) C L*(0,T;H) mit T(a,d) =: (u,6)

definiert. Wir wollen nun zeigen, dass dieser mindestens einen Fixpunkt (@,6) € L?(0,T; H)
besitzt. Dazu ist hinreichend zu zeigen, dass es ein R > 0 derart gibt, dass

(5.86) T : Br(0) € L*(0,T;H) — Bg(0) stetig und kompakt ist.

Wir beweisen nun der Reihe nach:
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(i) Selbstabbildung
Behauptung;:

(5.87) JR>0 T:Bg(0)c L*0,T;H) — Bg(0).

Sei (11, 0) € Bg(0). Dann gilt fiir (u,6) := T(q, ) aufgrund der A-priori-Abschétzungen
(vgl. Beweis von Satz 5.10):

(0, 0) [ z2(0,7;h) < R < o0.

T bildet sogar ganz L?(0,T;H) in Br(0) ab.
(ii) Stetigkeit des Operators
Zu zeigen:

(5.88) T: (1,0) — p+— (u,) ist stetig.

(5.53) — (5.55) gilt. Sei (pPn,, )ken eine konvergente Teilfolge von (pn)neN_und (O, ) ken eine
konvergente Teilfolge von (0, )nen. Da (On, )ren in L2(0,T; Hy) gegen 0 konvergiert, folgt
nach dem Konvergenzsatz von Riesz-Fischer die Existenz einer Teilfolge (anl)leN, die

Sei @, — @ in L?(0,T;Hy) und 0, — 0 in L?(0,T; Hy). Zu zeigen ist, dass dann auch
)

punktweise fast iiberall gegen 6 konvergiert. Aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von ~ folgt
(vgl. (5.56)):

t ~ ~ t
1Pny, (£) = P() 1, < /O Lp [0y, (s) = 0(s)l 2, d8+/0 Ly pny, (s) — p(s) |1, ds.

—0

Mithilfe des Lemmas von Gronwall folgt supyc(o7) [|Pny, (t) — P(¢)|, — 0 und damit folgt
pn — p in L0, 75 Hp).

Noch zu zeigen:

(5.89) (up,0,) = (0,0) in L*(0,T;H)

Sei ((un,,,On,))ken eine konvergente Teilfolge von ((uy,0,))nen. Da ((Qn,, O, ))ken in
L?(0,T;H) gegen (11,0) konvergiert, folgt nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue die
Existenz einer Teilfolge ((un,,,0n,, ))ien, die punktweise fast tiberall gegen (u, 6) konver-
giert. Betrachte die Teilfolge ((unkl ) Gnkl ))ien. Aus den folgenden Abschétzungen fiir die
Eindeutigkeit des Gesamtproblems (A-priori-Abschéitzungen, Satz von Lebesgue iiber
die majorisierte Konvergenz fiir | — oo) folgt analog mit (5.58) — (5.60) die Konvergenz
von ((un,, , b, ))ien in L%(0,T;V) und damit in L?(0,T;H) gegen (u,f). Somit folgt
(up, 0,) — (u,0) und damit die Stetigkeit des Operators T.
(iii) Priakompaktheit des Bildes des Operators
Es bleibt noch zu zeigen:

(5.90) T : Br(0) — Bgr(0) kompakt.

Aus T : L*(0,T;H) — L*(0,T;V) C L?(0,T;H) und |(u,0)|] < R folgen, dass der
Operator T die abgeschlossene und nichtleere konvexe Teilmenge Bgr(0) in eine Teil-
menge von Br(0) abbildet, die zu L?(0,T;V) gehort. Wegen der kompakten Einbettung
Wh2(0,T;V,H) C L?(0,T;H) aufgrund des Satzes von Lions-Aubin ist diese Bildmenge
in L?(0,T;H) prikompakt. Somit ist die Abbildung T : Br(0) — Br(0) kompakt.
Damit ist der Schaudersche Fixpunktsatz auf T anwendbar und somit besitzt die Aufgabe (4.30) —
(4.32), (3.4), (3.8) — (3.13) unter den gegebenen Voraussetzungen mindestens eine schwache
Losung (u,6,p) € Vo X Vo X Vp. O
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Eindeutigkeit der Losung

Beweis. Seien (ui, 61, p1) und (ug, 02, p2) zwei unterschiedliche Losungen des Originalproblems.
Wir definieren t1 := u; — ug, 6 := 61 — 65 und p := p1 — p2. Dann folgt fiir alle v € V,, und fiir
alle w € Vy:

(5.91)

T T
0 /0 (@(8), V(D) va v di + /0 (Awit(t), v(O) v, i+
T T N
i ] i Di iv(v T
+3/0 /QKa chv(v(t))9(t)dgcdt+/0 /QK;<M(90) - )pl(t) div(v(t)) dz dt+

T t
+2/0 /Qu/o (b1(s,t) e(ui(s)) — ba(s, t) e(us(s))) dse(v(t)) da dt+

T t
_ 123/0 /QM/O (b1($,t) div(uy(s)) — ba(s,t) div(ug(s))) ds div(v(t))dzdt =0,

T T
poce/ (6" (1), wt)vyvy dt+/ (Ag(01,P1)01(t) — Ag(b2, P2)02(t), w(t))vypv, dt =
0 0

T
(5.92) =3 /0 /Q K, 6y div(@(£)) w(t) dz di+
T N
+Po/0 /Q;(Li(é?l(t))’Yi(el(t),pl(t)) — Li(02(£)) 7i(0a(t), pa())) w(t) da dt

sowie (5.63) mit Anfangsbedingungen (5.64). Das Testen der Gleichung (5.91) mit xo g @
und der Gleichung (5.92) mit X[Oﬂg]é fir fixiertes ¥ € [0,7] sowie die Multiplikation der
Gleichung (5.91) mit §p und die Addition der beiden Gleichungen (5.91), (5.92) liefern:
) 9
Po 90/ (@"(), &' (1) vy dt+90/ (A(t), o'(t))vyv, dt +
0 0

= =:15

. /019 /Q o é (;)i[();o) _ 1) 5i(t) div(@ (£)) de dt +

) t o
200 [ [ 0 [ (a(sut) o (9) = s 0) elua (o)) ds (il (6) ot +

=1,
20 ! ' ; . Y
_ 3/0 /Q'u/o (b1(s,t) div(ui(s)) — ba(s, t) div(ug(s))) ds div(a’(t)) dz dt +
. ] 5 =:Ig N
+po Ce/o (Gf(t),ﬁ(t»vg*ve dt+/0 (Ag(01,p1)01(t) — Ag(01,p1)01(2), 0(1)) vy, At =
=1 -~

9 N ~
— 1 /0 /Q ;(Liwlumwﬂt),pl(t))—Lin(t»%wz,pz))e<t>dxdt-

::I5
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Es gelten die folgenden (Standard-)Abschétzungen (vgl. hierzu die Kap. 5.2.1, 5.2.2 und 5.3.1).
2 ! 2
Ip1() = p2(D) 7, < Cp/o 161(s) — 02(s) |7, ds,
pobo c1 90 Po Ce |
0] = S0, 1B > G, sl = =100,

Ll > e /O 6O, . 1T < e /0 16013, dt.

0 9
Is| < 05/0 |3, dt+€1Hﬁ(19)H%fu+06/O 16(t)]17, dt.

Es wird folgende Voriiberlegung benétigt:

b1 (s, 1) — ba(s,8)] < ‘al(s) exp(—

ay(7) dT) —az(s) exp ( - /: as(T) dT) ‘

<1

cs[|0(s)l , +09/0 16(7)|, A7

T

{

IN

1

IN

Partielle Integration bzgl. ¢, die Anwendung des Satzes von Fubini sowie die bekannten Standar-
dabschéitzungen und die Voriiberlegung fithren auf:

117\_290/ Lr5 [/ (b1 (s, £) e(u1 (s)) — ba(s,£) e(ua(s))) ds| e(@(t)) dudt +
*290/9“/0 (b1(5,9) e(ur(s)) — ba(s, 9) e(us(s))) ds e(@(d)) dz
9
——290/0 /Q,u[al(t)s(ul(t))—ag(t)s(ug(t))] e(@(t)) da dt +
9 t
_290/0 /Q“/o %[bl(s,t)s(ul(s))—bg(s,t)s(uQ(s))] ds e(@(t)) de dt +
[
“90/9“/0 (b1(5,9) e(ur(s)) — ba(s, 9) e(us(s))) ds e(@(d)) da —
9
_—290/ /u [ar(t) — an(t)] e(ur () e(@(t)) de dt +

200/ /,uag dz:dt+

_290// / dby Og’f(st) e(us(s)) ds e(@(t)) de dt +

_200// /db2 i(s)) ds e(@(t)) dz di +

+2¢90/Qu/0 (b1(s,9) — ba(s,9)) e(ui(s)) ds e(u(9)) dz +
9
+290/Q“/0 ba(s, ) (ii(s)) ds e(@(®)) dz <
¥ R t
gzw( /0 /Q [es 18(1)| + /0 6(r) ] [e(in ()] le(@(e))| dodt +
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9 N
4 /0 /Q B> G ey 7] e [ (R0 i+
=1

=:c10

Y t
—i—/o /Q/O la1(s) a1(t) — az(s) az(t)| ey ds|e(a(t))| dz dt +

s t
+/0 /Q/o |az(s) az(t)| le(@(s))| ds |e(n(t))] da dt +
9 .
+// [Csla(t)’—i-Cg/O ’9(7)‘d7’] cv ds|e(a(¥))] dz +
// c1o le(a(s))|ds |e(u(d ))|d:£) <

9
cv C8 ~ Cy Cg ~
§290u< . /O\H(t)quedtJr 5 /OHu(t)H%udt+
cvcod [V~ cvcgd [V e
n V29 /0 ||9(t)||%{9dt+ V29 /0 ||u(t)||%/udt+010/0 Hu(t)”%/udt—i-

9 t
+cv 010/0 /Q/O (Ja1(s) — as(s)| + |a1(t) — az(t)|) ds |e(a(t))| dz dt +

cho ¥ ! a(t)||2, dt cio ¥ ! a(t)||2, dt & ! o), dt
+ [a(t)[lv, dt + a(t)|lv, dt + 10() I, dt +
2 0 2 0 482 0

03792 KN ~ 2
”H(t)HHg dt + ez [[u(d)lv, +

e lla@), +
C
o / la(0)]%, dt + e (9 )||v> <
Cvy Cg ~ Cy Cg ~
§290u< s [, e+ % [ e, s
0 0
Cvcgﬂ v Cvcgl(} v ~ v ~
+ 200 [T, ST [ R e+ en [ Hu(t>||%fudt+
08 v 2 Csg v - 2 6919
+2evend|§ [ 1001, w0+ 5 [ I0)IR, a+ G ue )2, dt +
0919 c? c?
/ la( ||Vudt} I / I8, ¢ + 10 / ()%, di+
~ 5 c2 92
+—8 / 16(6) 5t + 22 (0 [, + / 1802, dt + &3 [G(0)]13, +
C
I / 16(8)]2, dt + 4 (@ >||Vu) <

<en /0 160012, dt + 1o /0 la()|2, dt + es[a()|2,.

Analog folgt fiir den zweiten Term der Umwandlungsplastizitét:

9
C11 C12
n< S 0, a2 [ RO, e 1),

Damit ist insgesamt fiir fast alle ¢ € [0, T7:

po o - c1 6 . Po Ce |\ 7 v
00 (0}, + (5 — 1 — 205 )[Ry, + 25 E100), + 2 [ 1000, e <
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4612

9 9
- 4dc ~
< (5+-57) / [, dt + (eo + 7+ —57) / 10017, d.
0 0

Damit folgt fiir fast alle ¥ € [0, T:

~ 19 ~
1017, + IR@)IR, < C/ [Hﬁ(t)II%quI@(t)H%e d
0

wobei
4cyo denn
C maX{C5+T,CG+C7+T
min{ 01200 — &1 — 265, %}

eine geeignet gewahlte positive Konstante sei. Mithilfe der Gronwallschen Ungleichung folgt:
(5.93) 16) I3, + I8, = 0

fir fast alle ¥ € [0, 7. Damit ist:

(5.94) () =0 und 0(W) =0

fiir fast alle ¥ € [0, 7] und somit folgt ebenfalls p(¥) = 0 fast iiberall in [0, 7. O

6 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die mathematische Aufgabe der linearen Thermoelastizitat
unter Berticksichtigung von Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitét untersucht. Den
Schwerpunkt bildeten die Beweise der (unter gewissen Einschréinkungen giiltigen) Existenz-
und Eindeutigkeitsresultate fiir die schwache Losbarkeit der genannten Aufgabe via Galerkin-
Verfahren und Anwendung des Schauderschen Fixpunktprinzips. Eine ausfiihrliche Darstellung
der vorliegenden Themenstellung findet sich in [Boe07].

Hier wurde nur spannungsfreies Umwandlungsverhalten betrachtet, was eine zusétzliche Ein-
schrinkung an die Aufgabe darstellt. Unter der Annahme, dass die Funktion v nur von der
Temperatur 8 und den Phasenanteilen p abhingt, war es moglich, im Beweis der Existenz und
der Eindeutigkeit des Gesamtproblems in der Fixpunktargumentation eine Temperatur 8 € Hy
vorzugeben und den Phasenanteil p € V,, zu berechen. Mit diesem Phasenanteil lie8 sich erneut
die Temperatur 0 sowie die Verschiebung u bestimmen usw.

Der Raum L?(0,T; H) spielte eine besondere Rolle, weil dieser in den Raum W12(0,T;V, H)
kompakt eingebettet. Damit haben wir die Kompaktheit des Fixpunktoperators gezeigt.
Betrachten wir aber spannungsabhéingiges Umwandlungsverhalten, so ist die Funktion v zu-
sitzlich von der Spannung o s bzw. oy abhéngig, welche proportional zum Gradienten der
Verschiebung u ist. Nun funktioniert das Fixpunktargument nicht mehr, da u € V,, bendotigt
wird. Der Satz von Lions-Aubin kann in dieser Situation nicht angewandt werden, um die Kom-
paktheit des Fixpunktoperators zu zeigen. Eine Moglichkeit, diese Schwierigkeit zu umgehen,
besteht darin, Regularisierungsmethoden, in diesem Fall Regularisierung bzgl. des Ortes (Faltung
von u mit Glattungsfunktionen, vgl. z.B. [AF03]), anzuwenden, um die Fixpunktargumentation
in Analogie zu den Beweisen der Sitze 5.10 und 5.12 durchzufiihren.

Ausblick

Im Folgenden sei auf moglichen Fortfithrungen der Thematik hingewiesen, um die Existenz und
Eindeutigkeit einer schwachen Losung fiir die volle Aufgabe der linearen Thermoelastizitdt mit
Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitit weiter zu untersuchen.
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Eine bessere Regularitit der Losung lésst sich eventuell durch spezielle (Galerkin-)Basen fiir die
Verschiebung und die Temperatur (vgl. z.B. [Lio69]) erzielen. Die mogliche Konsequenz dieses
Ansatzes konnte sein, zusétzlich spannungsabhingiges Umwandlungsverhalten zu beriicksichti-
gen sowie ohne Regularisierung im Materialgesetz der Umwandlungsplastizitdt und zusétzliche
Bedingungen fiir den Beweis der Eindeutigkeit auszukommen.

Die zeitliche Semidiskretisierung (vgl. z.B. [HR99, EmmO04]) der Bewegungs- und der Warmelei-
tungsgleichung sowie ggf. auch der Gleichungen fiir die Phasenumwandlungen liefert vielleicht
bessere Existenzresultate. Eventuell ist es moglich, die Parameter von der Temperatur und den
Phasenanteilen abhiingen zu lassen.

Eine Entkopplung der Gleichungen der Thermoelastizitat hat sich in unserer Herangehensweise
als nicht zielfithrend herausgestellt.

Eine weitere Fortfiihrung auf der Ebene der mathematischen Modellierung wére die Verbindung
des vorliegenden Problems mit Makro-Meso-Untersuchungen oder mit einer Dimensionsanalyse,
um die Zahl der wesentlichen Parameter zu reduzieren, qualitative Untersuchungen durchzufiih-
ren oder Naherungsrechnungen vorzubereiten.

Weiterfiihrende Arbeiten

Gekoppelte Modelle der Thermo-Elasto-Plastizitidt zum komplexen physikalischen Materialverhal-
ten von Stahl, die neben der Temperatur und der Deformation insbesondere die Phasenumwand-
lungen und die Umwandlungsplastizitit beschreiben, sind bislang im engeren mathematischen
und numerischen Kontext nur wenig untersucht worden. Eine mathematische Untersuchung
dieser Anfangs-Randwert-Aufgaben besitzt nicht nur ein eigenstédndiges mathematisches Interes-
se, sondern ist von grofler Wichtigkeit fiir die Simulation und Numerik dieser Modelle, um das
Verhalten von Bauteilen in bestimmten Situationen, z.B. beim Abschrecken oder Einsatzhérten,
vorherzuberechnen.

In [CHKO07] wurde ebenfalls eine mathematische Aufgabe der linearen Thermoelastizitét unter
Berticksichtigung von Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitdt untersucht, allerdings
nur fiir die quasi-stationire Bewegungsgleichung und einfache Randbedingungen.

Besondere Beachtung und der wesentliche Schwerpunkt der weiteren Arbeit liegt auf der Formu-
lierung und der Untersuchung der mathematische Probleme der Umwandlungsplastizitidt und
deren Wechselwirkung mit der klassischen Plastizitdt. Es geht darum, Umwandlungsplastizitéit
und klassische Plastizitdt in Zusammenhang mit der Energie- und Phasenbilanz zu bringen sowie
Existenz und Eindeutigkeit der vollen Aufgabe mit klassischer Plastizitdt zu analysieren. Die
Untersuchung der mathematischen Probleme der linearen Thermoelastizitat unter Beriicksichti-
gung von Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitéit sowie deren Wechselwirkungen
mit der klassischen Plastizitét findet sich in [Boel2].

Zur numerischen Umsetzung der bereits diskutierten Modelle mit realen Daten vgl. [Suh05]
als einen Ansatz sowie [Kerll, Suh10]. Eine komplexe Implementierung des Problems (3D-
Rechnungen mit realen Daten) und eine vergleichende Bewertung mit kommerziellen Programm-
paketen (z.B. COMSOL", SYSWELD") ist noch offen und kénnte sich als groferes Projekt
anschlieflen.
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