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Zusammenfassung: Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine systematische Ubersicht (iber makros-
kopische Modelle fur die Phasenumwandlungen im Stahl gegeben. Dabei wird der Stahl als eine
koexistierende Mischung seiner méglichen Phasen modelliert. Auf mikroskopische Aspekte der
Phasenumwandlungen wird nur in geringem MaBe eingegangen.

Diese Arbeit entstand mit teilweiser Unterstitzung durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft DFG
Uber den Sonderforschungsbereich 570 ,Distortion Engineering® an der Universitat Bremen.

Abstract: It is the aim of the present paper to give a systematic review of macroscopic models of
phase transformations in steel. Thereby steel is regarded as a coexisting mixture of its phases.
Microscopical aspects of phase transformations are only considered to a minor extent.
This work has partially been supported by the Deutsche Forschungsgemeinschaft (DFG) via the
Collaborative Research Centre SFB 570 ,Distortion Engineering®.
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1. Einfuhrung

Phasenumwandlungen im Zuge von Warmebehandlungen sind ein wichtiges Phano-
men im Materialverhalten von Stahl. Diese sind mit dem thermischen und mecha-
nischen Verhalten der Bauteile gekoppelt und kénnen u.a. Ursache fur MafB- und
Formanderungen (Verzug) und Eigenspannungen sein. Eine notwendige Voraus-
setzung zur Modellierung und Simulation des Gesamtprozesses, z.B. der Warmebe-
handlung, ist das Studium von Teilprozessen unter idealisieten Bedingungen, z.B.
der Phasenumwandlungen unter vorgegebenen Temperaturverlaufen.

Die vorgelegte Arbeit hat als Ziel, eine zusammenfassende Darstellung von
makroskopischen Modellen fur Phasenumwandlungen, insbesondere unter nicht-
isothermen Bedingungen, zu geben.

Die Anwendbarkeit der einzelnen Modelle fir bestimmte Situationen und Stahlsorten
ist durch Vergleich von Rechnungen mit experimentellen Daten zu prifen. In diesem
Zusammenhang verweisen wir auf die Arbeiten [Boh02, 03], [Dac03c], in denen
Modelle fir die Umwandlung des Austenits in den Perlit beim Stahl 100Cr6 getestet

und vergleichend bewertet wurden.

Als Legierung aus mindestens den zwei Elementen Eisen und Kohlenstoff, meist
jedoch weiteren, besitzt Stahl ein sehr komplexes physikalisches Verhalten. Die
chemische Zusammensetzung beeinflusst wesentlich die Eigenschaften des Stahls.
Charakteristisch flr den Stahl sind eine sehr differenzierte Mikrostruktur (Phasen,
Korner, Textur) und die wesentlich temperaturabhangigen Phasenumwandlungen
(FUr Einzelheiten und weitere Quellen sei auf [Mac92], [Dah93] sowie auf [Bur65]
und [Chr75] verwiesen.)

Da wir in dieser Arbeit nur auf sogenannte makroskopische Modelle eingehen, die
eine Modellierung im Rahmen der Kontinuumsmechanik ermdéglichen, wird auf
Erscheinungen auf der Meso- oder Mikroebene nur in sehr geringem Male
eingegangen. Wir betrachten den Stahl als koexistierende Mischung seiner Phasen
(z.B. Austenit, Perlit, Martensit), die in diesem Rahmen als Mischungskomponenten
erscheinen. Von der konkreten Situation ist abhangig, welche Bestandteile in eine
Phase eingehen. Als Beispiel sei der Perlit genannt, der bekanntlich aus Ferrit und
Zementit besteht. Bei der makroskopischen Modellierung der Phasenumwandlung
von Austenit zu Perlit werden seine beiden Bestandteile meist als eine Phase

behandelt.



Durch Dichteanderungen und andere Effekte konnen bei Phasenumwandlungen
unerwunschte Form- und MaBanderungen, sogenannte Verzige, auftreten, die die
Qualitat von Bauteilen stark beeintrachtigen kénnen. Die Kenntnis Uber die
Phasentransformationen unter den verschiedenen auBeren Bedingungen ist von
groBer Bedeutung fur die mogliche Vorhersage von Verzug bzw. fir dessen
Minimierung durch geeignete MaBBnahmen (vgl. z.B. [Hof02]).

Die Phasenumwandlungen sind nicht nur stark temperatur-, sondern auch
spannungsabhangig. Somit liegt in den meisten Anwendungsféllen eine
wechselseitige Kopplung zwischen den Phasen, der Temperatur und der
mechanischen GroéfBen wie Verzerrungen und Spannungen vor (vgl. z.B. [Ino85, 89],
[Sj685, 94], [Mit87], [Ver87], [Vis87], [Bes93], [H6M95, 96, 02], [Fis96, 00], [Ron00],
[Den97, 02], [Ber99], [Fuh99], [Obe99], [Pie00a, 00b], [Ahr00, 02], [Wol00, 02a, 02b,
03b, 03c], [Dac03a, 03b] und die dort zitierten Quellen.).

Wie allgemein Ublich, werden in einfachen, relativ gut beherrschbaren Versuchen
einzelne Aspekte des Materialverhaltens studiert, um aus den gewonnenen
Erkenntnissen dann kompliziertere Modelle zu gewinnen. Derartige Experimente sind
z.B. Dilatometerversuche oder Versuche unter definierter Temperaturfihrung und
Belastung (z.B. Zug, Druck oder Torsion) auf speziellen Maschinen (vgl. z.B. [Ahr0O0,
02], [Wol03d]). Im Dilatometerversuch wird meist die unbelastete Probe einer
bekannten Temperaturfuhrung unterworfen, wobei bei der Auswertung des Versuchs
von einer homogenen Verteilung der Temperatur und der Phasen ausgegangen wird.
Aus diesem Grunde wird bei dem Versuch, die Phasenumwandlungen zu
modellieren, zuerst von einem gegebenen Temperaturverlauf 0:[0, T] - R (T > 0)
ausgegangen.

In dieser Arbeit werden nur Phasenumwandlungen bei Abwesenheit von
Spannungen betrachtet. Bezlglich der Modellierung von spannungsabhangigem
Umwandlungsverhalten sei z.B. auf [Ino85, 89], [Sj685, 94], [Den97], [Ahr00, 02],
[Wol03d] verwiesen. Weiter setzen wir Homogenitat der Phasenverteilung in den
Proben voraus und unterdricken daher die Ortsabhangigkeit.

In der Werkstoffkunde ist es Ublich, mit den Volumenanteilen der Phasen zu arbeiten.
Es ist ebenso moglich, mit Massenanteilen zu arbeiten. Beim Stahl ist die Differenz
dieser beiden GréBen klein, so dass bei den meisten praktischen Anwendungen

zwischen Massen- und Volumenanteilen nicht unterschieden werden muss. Zu einer



ausfihrlichen Diskussion der hiermit zusammenhangenden Fragen sei auf [Wol03a]
verwiesen. In der vorliegenden Arbeit verstehen sich die Phasenanteile stets als
Volumenanteile. Aus der Mischungstheorie folgt, dass die Phasenanteile zwischen
null und eins liegen und ihre Summe stets gleich eins ist.

Die Numerierung der Formeln erfolgt separat in jedem nur aus Ziffern gebildeten

Unterpunkt, um die Ubersicht zu erhéhen und zu groBe Zahlen zu vermeiden.

2. Zweiphasenmodelle

Wir betrachten zuerst die Umwandlung einer Phase in eine andere, ohne dass eine
weitere Phase hinzutritt. Dabei nehmen wir vorerst an, dass die gegebene
Temperatur (6 = 6(t) far tO[0, T], in der Regel wird die Celsius-Skala benutzt) sich
nur in dem Bereich andert, in dem diese Situation gegeben ist. Damit vermeiden wir,
in die nachfolgenden Gleichungen Schalterfunktionen einfigen zu muissen. Im Punkt

3 soll dieser Aspekt behandelt werden.

2.1. Diffusionsgesteuerte Umwandlungen

Die Umwandlungen des Austenits in die anderen Phasen auB3er in den Martensit
laufen diffusionsgesteuert ab, da die Diffusion der Legierungselemente eine
wesentliche Rolle spielt. Diese Umwandlungen laufen im Zeitraum von Sekunden bis
Jahren ab und sind damit wesentlich langsamer als die (nicht diffusionsgesteuerte)
Umwandlung des Austenits in den Martensit, die mit Schallgeschwindigkeit
vonstatten geht. Die Ruckumwandlung der ubrigen Phasen in den Austenit ist in den

meisten Fallen ebenfalls diffusionsgesteuert.

2.1.1. Isotherme Umwandlungen - die Johnson-Mehl-Avrami-Gleichung

Strenggenommen sind isotherme Umwandlungen eine ldealisierung. Wir verstehen
eine Umwandlung als isotherm, wenn die Uberfilhrung der Probe auf die
Haltetemperatur keinen Einfluss auf die nachfolgende Umwandlung hat. Die
Dilatometerprobe wird ,schnell“ auf die gewunschte Temperatur gebracht und diese
dann konstant gehalten. Bei einer sehr schnellen Umwandlung ist dieser Versuch
schwer zu realisieren. Aus diesem Grunde wird die Bildung des Austenits aus den
ferritischen Phasen oft unter konstanter Autheizgeschwindigkeit untersucht (vgl. z.B.
[Gar98], [Cab01], [Mio03], [Sur03] sowie die Ausfihrungen zu Beginn von Punkt



2.1.2.). In der Praxis werden die Umwandlungen meist durch Zeit-Temperatur-
Umwandlungs-Diagramme (ZTU-Diagramme) bzw. Zeit-Temperatur-Austenitisie-
rungs-Diagramme (ZTA-Diagramme) beschrieben. Wir verweisen auf den Atlas der
Warmebehandlung [Ros72] fur detailierte Ausfuhrungen.

Bis auf die Umwandlung Austenit zu Martensit werden die anderen Umwandlungen
bei konstanter Temperatur 6 fast immer in guter Ubereinstimmung mit Experimen-
ten durch die Johnson-Mehl-Avrami-Gleichung (abgekirzt JMA-Gleichung) (vgl. z.B.
[Joh39], [Chr75], [Leb84], [Hun99]) beschrieben. Um uns festzulegen, betrachten wir
die Umwandlung von Austenit zu Perlit. Die Probe wird bei mehr als 800 °C
austenitisiert und danach auf eine konstante Umwandlungstemperatur 6 unterhalb
einer bestimmten Temperatur 6,, der Perlit-Starttemperatur (unterhalo der die

Bildung des Perlits méglich ist) gebracht. Es gilt also

(1) 8 <6,
Falls zum Zeitpunkt t =0 kein Perlit vorliegt, also
(2) p(0)=0

gilt, lautet die JMA-Gleichung fir den zum Zeitpunkt t gebildeten Volumenanteil der

Perlits p:
(3) p(t) =B (1 — exp(— ()")

Verschiedentlich wird die Gleichung (3) durch die Einfilhrung eines neuen

Parameters b :=1™ umgeschrieben zu

(4) p(t) =p (1 —exp(-bt")).

Hierbei sind p mit 0 < p <1 der (der konstanten Umwandlungstemperatur 6

entsprechende) Gleichgewichtsanteil vom Perlit, T und n positive

Materialparameter. Die Parameter p, n, T sind Funktionen der Umwandlungstempe-
ratur 8. Solange wir Umwandlungen bei konstanter Temperatur betrachten,

schreiben wir die Parameter ohne ihr Argument 6.

Im Falle von p =1 wird von einer vollstandigen Umwandlung (Reaktion), ansonsten
von einer unvollstandigen gesprochen (vgl. [Rét87, 97] zur Systematik von soge-

nannten kinetischen Differentialgleichungen).



Der Materialparameter 1 ist die Zeit, nach deren Ablauf sich 63,2% vom maximal
moglichen Perlit p gebildet haben (0,632 = 1 — e7"). Diese Aussage gilt unabhangig

von n. Das heif3t, fiir gleiche t und p verlaufen die Kurven, die den Perlit-Anteil
Uber der Zeit darstellen, flr verschiedene n durch den gleichen Punkt (t, 0,632).

Die Rolle der Parameter t und n wird im folgenden Bild deutlich.

Phasenanteil

Zeit
Bild 1: Fir gleiches 1 und p verlaufen die Kurven durch den gleichen Punkt (1, 0,632 p).

Wir erinnern an die Voraussetzung fur den Punkt 2, dass die (Umwandlungs-)
Temperatur 6 nur in dem Bereich liegen soll, in dem die Bildung weiteren Phasen
ausgeschlossen ist.

Wird die Gleichung (3) nach der Zeit t abgeleitet (bei konstanter Temperatur 0), so

folgt die lineare Differentialgleichung

1 ~ 1 n n-— 1 n
(5) Pty =p ()" nt" " exp(— (7))
Mit Hilfe der Losung (3) lasst sich der Exponentialterm eliminieren, was zu einer

ebenfalls linearen Differentialgleichung

(6) p'(t) = (o—p(1)) (%)n it
fuhrt. Aus (3) folgt die Beziehung

1
(7) t=1[-In(1 -pt) p7") I".
Somit ist es méglich, in der DG (6) (wie auch in der DG (5), was wir hier aber nicht
tun) den Ausdruck t"~' ganz oder teilweise mit Hilfe von (7) zu ersetzen. Aus der

offensichtlichen Beziehung, die sich bei [Rét97] findet,

6



(8) t"T=tet 9
wobei q ein positiver (méglicherweise auch von der Temperatur 6 abhangiger)

Parameter sei, sowie (6) und (7) ergibt sich

non-q ;1
(9) Pt =@E-pt)nT 9t [-In(1-pt)yp')] ©

Fir die Wahl q :=n erhalten wir aus (9) eine autonome Differentialgleichung, in der
die Zeit t nicht mehr explizit auftritt:

]
(10) p'(t) = (o p(1)) ? [-In(1-pt)p") 1 "
Die Differentialgleichung (10) soll als JMA-Differentialgleichung (JMA-DG)
bezeichnet werden. In anderem Kontext ist sie semi-additiv (vgl. [Rét97]). Die nicht-
linearen Gleichungen (9) und (10) besitzen ein anderes Ldsungverhalten als die
linearen Gleichungen (5) und (6). Wahrend die Differentialgleichungen (5) und (6) zur
Anfangsbedingung (2) die einzige Losung (3) besitzen, besitzen die
Anfangswertaufgaben (9), (2) (fir n = g > 1) sowie (10), (2) (fir n > 1) neben der
(nicht-trivialen) Lésung (3) auch die triviale Losung p(t) = O fur alle t, was bei der
Anwendung auf Phasenumwandlungen der Realitat widerspricht.
Die Gleichung (10) hat gegenuber der einfacheren Gleichung (6) den Vorteil, dass
sie explizit nicht die Zeit t enthalt, also autonom und somit invariant gegenuber einer
Verschiebung des Anfangszeitpunktes ist. Daher wird die Gleichung (10) bei
Anwendungen bevorzugt, bei ihrer numerischen Lésung wird statt des Anfangs-
wertes p(0) = 0 oft ein von null verschiedener kleiner positiver Wert
(11) p(0) = p, mit z.B. o =107
gewahlt (vgl. z.B. [B6h02, 03]). Dann ist die Anfangswertaufgabe (10), (11) eindeutig
|6sbar. Ein Nachteil ist, dass der Anfangswert p, als zusatzlicher Parameter auftritt,
von dem das Ergebnis abhangt. Méglichkeiten, dieses auch bei nicht-isothermen
Umwandlungen auftretende Problem zumindest teilweise zu lésen, bestehen darin,
mit einer anderen Prozedur einen neuen Startpunkt t, und Anfangswert p, zu
erhalten. Neben der Anwendung der Scheil-Regel (vgl. Punkt 2.1.2.2.) oder der
Modelle nach Hougardy oder Denis (vgl. Punkt 2.1.2.1.3) bietet sich folgendes
Vorgehen an, wenn die Anfangsbedingung (2) vorliegt. Mit Hilfe der JMA-Gleichung
(3) berechnen wir die Zeit t,, nach der sich ein bestimmter Anteil p, > O der neuen
Phase gebildet hat. (Fir p, = 0,01 wird diese Zeit wird oft als Inkubationszeit

bezeichnet). Aus der Beziehung



(12) Po =P (1—exp(—(2)"))

erhalten wir

1
(13) tb=T[IN(1=po ") I
AnschlieBend stellen wir zur JMA-DG (10) die neue Anfangsbedingung
(14) p(to) = Po (> 0).
Diese Aufgabe (10), (14) ist eindeutig l6sbar. Dieses soeben skizzierte Vorgehen ist

auch fur nicht-isotherme Umwandlungen (vgl. weiter unten) anwendbar, wenn in (13)

fir T, n und p entsprechend die Werte 1(8,), n(6,) bzw. p(6,) (mit 6, — Temperatur
fir t = 0) genommen werden.

Zusammenfassend kdnnen wir festhalten: Flur konstantes 0 besitzen die DG (5), (6),
(9) und (10) zur Anfangsbedingung (2) die gleiche nicht-triviale Lésung (3). Wirde
jedoch die bisher als konstant angenommene Umwandlungstemperatur 0 als eine

Funktion von t angesehen, so waren die Lésungen dieser Anfangswertaufgaben

(jetzt mit p = p(B(1)), T = 1(B(t)), n = n(B(t))) i.a. verschieden. Somit ergeben sich
Moglichkeiten zur Modellierung nicht-isothermer Umwandlungen, worauf wir im
nachsten Punkt zu sprechen kommen. Zusatzlich kann dann q als eine Funktion der
Temperatur 8 angenommen werden, allerdings werden dann zur Parameterbestim-
mung auch nicht-isotherme Experimente benétigt (vgl. [Rét97]).

Wir weisen darauf hin, dass fir die allgemeinere Anfangsbedingung (14) die
Lésungen der Anfangswertaufgaben fur die einzelnen Ditferentialgleichungen (5), (6),
(9) und (10) i.a. verschieden sind. Die einzige Lésung der Aufgabe (6), (14) lautet,

wie leicht nachzuprifen

(15) p(t) =B (1—exp( ("= (") ) + po exp( (3= &)

Fur po, # 0 lautet die einzige Lésung der Aufgabe (10), (14) dagegen

]
— t — 1\ man

(16) pt) =P (1-exp(= (;~7+[-In(1=pp")1")")).

Diese Unterschiede sind bei der Entwicklung von Diskretisierungsverfahren (s. Punkt

2.1.2.1.) fuar nicht-isotherme Umwandlungen zu beachten, wenn auf kleinen

Zeitintervallen mit konstanter Temperatur gerechnet wird.



Zum Schluss dieses Punktes wollen wir noch erwahnen, wie aus einem isothermen
Umwandlungsdiagramm fir eine bestimmte Stahlsorte die entsprechenden
Materialparameter 1 =1(8) und n =n(B) bestimmt werden kénnen.

Im Bild 2 ist ein schematisches isothermes Umwandlungsdiagramm mit der typischen
-Nase“ gegeben (vgl. z.B. [Mac92], [Dah93] fur detaillierte Erlauterungen). Uns

interessiert hier nur der Temperaturbereich unterhalb der Perlit-Starttemperatur 6,.

AuBerdem mége gelten p(6) = 1. Fur jede Temperatur 6 unterhalb von 6, wird die
linke Kurve, die Ein-Prozent-Kurve, zu einem Zeitpunkt t; und die rechte Kurve, die

Neunundneunzig-Prozent-Kurve, zu einem Zeitpunkt t, erreicht.

Om -

0

Bild 2: Schema eines isothermen Umwandlungsdiagramms

Wir erhalten somit zwei Gleichungen zur Bestimmung von 1(8) und n(8), namlich

t

(17) 0,01 =1-exp(- (7)),
t

(18) 0,99 = 1-exp(~ (7).

Wird diese Prozedur flr hinreichend viele Temperaturen 6 durchgefiihrt, so erhalt
man die Materialparameter 1 und n als Funktionen der Temperatur (vgl. hierzu
auch [H6m96]).

2.1.2. Nicht-isotherme Umwandlungen
Eine formale Anwendung der fur isotherme Umwandlungen aus der JMA-Gleichung
im vorigen Punkt erhaltenen Differentialgleichungen auf nicht-isotherme Umwand-

lungen fuhrt oft zu unbefriedigenden Resultaten.



Wie Experimente zeigen, beschreibt die JMA-DG (10) bei nicht-isothermen Umwand-
lungen, besonders bei Abkuhlung, die realen Prozesse oft zu ungenau (vgl. [Leb84],
[Hun99], wahrend [Rét97] eine bessere Anwendbarkeit bemerkt).

Es ist verschiedentlich méglich, die JMA-DG (10) in hinreichender Ubereinstimmung
far die Umwandlung mit konstanter Aufheizgeschwindigkeit in den Austenit zu
verwenden, wir verweisen auf [Mio03] beziglich 42CrMo4 sowie auf [Gar98]
bezligliches eines eutektoiden Stahls sowie auf [Sur03] beziglich der Stahlsorten
100Cr6 und 16MnCr5. In der letzizitierten Arbeit wird mit von der Aufheiz-
geschwindigkeit ' abhangigem 1 gearbeitet.

Offenbar ist die Anwendbarkeit der JMA-DG wesentlich von der Art der Umwandlung
(z.B. Bildung oder Zerfall des Austenits), der untersuchten Stahlsorte und der
Temperaturfuhrung abhangig. Somit besteht eine wichtige Aufgabe darin, far
konkrete Stahlsorten die verschiedenen Umwandlungsmodelle fir beliebige
Temperaturfuhrungen (lineares, exponentielles Abkuhlen, mit Halten zwischendurch
usw.) zu testen, zu vergleichen und somit zu einem fir die betrachtete Situation
geeignetem Modell zu gelangen. In [B6h02, 03] und [Dac03c] wurden von den
Autoren einige Schritte auf diesem Weg fir den Stahl 100Cr6 gegangen.

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die JMA-Gleichung (3), mit variabler Temperatur
0 betrachtet, zur Modellierung der nicht-isothermen Umwandlung nicht geeignet ist.
Denn bei diesem Vorgehen wurde die Gleichung (3) zu jedem Zeitpunkt t den
Perlitanteil angeben, der sich auch bei als konstant angenommener Temperatur 6(t)
nach Ablauf der Zeit t gebildet hatte. Fir einen geeignet zu wahlenden
Abkuhlverlauf unterhalb der Perlit-Starttemperatur ergebe sich dann fir den
Perlitanteil keine monoton wachsende Funktion, was der Realitat widersprache.

Im Gegensatz zur (diffusionsgesteuerten) isothermen ist eine befriedigende
Modellierung der nicht-isothermen Umwandlung noch nicht gegeben. Es wurden im
Laufe der Zeit verschiedene Modelle vorgeschlagen, um allgemeinere nicht-
isotherme Umwandlungen hinreichend genau zu beschreiben. Im Wesentlichen
werden und wurden dabei drei Wege beschritten:

- Modifizierung der JMA-DG

- Verbinden von JMA-DG und Scheil-Regel

- Ansatze mit anderen Differentialgleichungen

10



2.1.2.1. Modelle auf der Basis der JMA-Differentialgleichung

Die aus der JMA-Gleichung (3) erhaltenen Differentialgleichungen (5), (6), (9) und
(10) wurden im vorigen Punkt fur eine konstante Umwandlungstemperatur 0
betrachtet. Daher wurde die Abhangigkeit von 0 in diesen Gleichungen nicht aufge-
zeigt. Um nicht-isotherme Umwandlungen zu beschreiben, kann 8 als Funktion der
Zeit t angenommen werden, was zu den entsprechenden Differentialgleichungen
mit variablem 0 flhr, die jetzt alle i.a. verschiedene Lésungen besitzen und somit
auch verschiedene Modelle reprasentieren. Wir erhalten also die folgenden
Differentialgleichungen

(1) ) = BlOW) ("™ (BN t "~ exp( — (55 )",

n(B() n(e() - 9(6(t) .
@) P = {E6m) - pW) n(E®) Tt @ [~ In(1 —p(t) pem) )1,

(B)  p'(t) = (PB(H)) — p(t)) ( T(;(t)) )OO n(g(t)) t O,

1
() P = EE1) ~ ) T [~ IN(1 —p) OB '™ "CO.

mit der allgemeinen Anfangsbedingung

(B5)  plty) =po mit 0 <p, < 1.

Hierbei ist q eine positiv-wertige Funktion (vgl. die Ausflihrungen zur Gleichung (9)
in 2.1.1.). Aus (2) erhalten wir fir q = n die Gleichung (4), fir q = 1 die
Gleichung (3).

(Fir den Anfangswert p, = 0 sind wiederum fir die Gleichungen (2) und (4)
zusatzliche triviale Losungen moglich — s. oben) Wir nehmen an, dass die Material-
parameter stetige Funktionen der Temperatur und die Temperatur eine stetige
Funktion der Zeit seien.

Ist die betrachtete Umwandlung (bei uns exemplarisch die des Austenits in den
Perlit) nicht fur alle in Frage kommenden Temperaturen vollstandig, so missen die

Differentialgleichungen (1) — (4) korrigiert werden. Es seien

(6) 0<p(B(s)) <1 fir s=0
und
(7) Po < P(6(0)).

Die letzte Bedingung (7) sichert, dass die Umwandlung beginnen kann. Die
Umwandlung findet aber nur dann statt, wenn

11



(8) p(t) < p(6(1)
gilt. Die Differentialgleichungen mussen also mit der Schalterfunktion

©) H(p(6(t)) — p(1))
multipliziert werden, wobei H die bekannte Heaviside-Funktion mit

g1, fur s>0
(10) H(S) =50, fur s<0

darstellt. In [Rét97] wurde die nicht-isotherme Umwandlung (mit konstanter
Abkuhlungsrate) des Austenits in den Perlit fur einen niedrig legierten eutektoiden
Stahl untersucht. Dabei wurde gefunden, dass die Anwendung der Differential-
gleichung (4) eine besseres Ergebnis als (3) liefert. Es wurde mit theoretischen
Uberlegungen gezeigt, dass die Gleichung (1) nicht anwendbar ist.

Ausgangspunkt der verschiedenen Bemuhungen, ein geeignetes Modell zu finden,
ist oft die DG (4), die aus physikalischen Griinden den Vorzug erhalt, da in ihr die
Zeit t nur Uber die Temperatur eingeht. Diese DG wollen wir in der Folge ebenso
JMA-DG nennen wie im Falle konstanter Temperatur (vgl. (10) aus 2.1.1.). Wir
wenden uns jetzt den folgenden Mdéglichkeiten einer Modellerweiterung zu:

o) Multiplikation der JMA-DG (4) mit einem Korrekturfaktor,

B) Modellbildung durch Diskretisierung,

y) Berucksichtigung der Temperaturgeschichte.

a) Korrekturfaktor in der isothermen JMA-DG

Eine Moglichkeit, die JMA-DG (4) flr eine nicht-isotherme Umwandlung (besonders
bei AbkUhlung) anzupassen, besteht darin, die rechte Seite von (4) mit einem von 0
und 6° abhangigen Faktor

(11) f(6, 6 mit (6, 0) =1

zu multiplizieren. Dabei wird in [Hun99] die Darstellung

(12) f(6, 6 =1 + g(8)6",

und im Programm-Paket SYSWELD™ [SYS00] der Ansatz

(13) f(6, 6 = h(6")

verwendet. Das Problem besteht im Auffinden der Funktionen g und h durch
Experimente und / oder theoretische Uberlegungen. In [Hun99] wird hierfiir ein

Ansatz vorgestellt, der zwei freie Parameter enthalt.
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Aus (4) und (12) erhalten wir eine modifizierte JMA-Differentialgleichung
1

(14)  p'(t) = (P(B(1)) — p(1)) ?{3{3} [- In(1 = p(t) PO®)™) T " (1 + g(B(1))6'(t) )-

Wird die Anfangsbedingung (2) aus 2.1.1. gestellt, tritt das schon angesprochene

Problem der Nicht-Eindeutigkeit auf. Beim numerischen Verfahren ist also wiederum
ein kleiner positiver Wert als Anfangswert zu wahlen.

Als Ausgangspunkt einer Erweiterung mit einem Korrekturfaktor (12) (oder (13))
kénnen auch die Differentialgleichungen (2) und (3) dienen. Bei nichtvollstandigen
Umwandlungen sind die rechten Seiten der modifizierten Differentialgleichungen mit
dem Schalter (9) zu multiplizieren. So erhalten wir z.B. flir die mit (12) korrigierte
JMA-DG

1

(15)  p'(t) = (P(B(Y)) — p(1)) ?{3{3} [- In(1 = p(t) POW)™) 1 "C (1 + g(B(t)6'(t) ) *

* H(p(6(1) —p(1),
wobei die offensichtliche Beziehung

(16)  (p(B(H) — p(t)) H(P(B()) — p(t)) = max{ p(6(t)) — p(t), O}

verwendet werden kann.

3) Modellbildung durch Diskretisierung

* Modell von Hougardy / Yamazaki:

Ausgehend von der integralen JMA-Gleichung (16) aus 2.1.1. fir die allgemeine
Anfangsbedingung haben Hougardy und Yamazaki [Hou86] ein Modell vorge-
schlagen, das den realen Abkuhlverlauf naherungsweise durch stickweise konstante
Temperaturstufen beschreibt. Auf jedem dieser isothermen Abschnitte wenden sie
die JMA-Gleichung unter Berlcksichtigung der Temperaturabhangigkeit der
Modellparameter n und 1 an.

Das Zeit-(Grund-)Intervall [0, T] wird in endlich viele Teilintervalle zerlegt:

(17) [tiqs t] mit i=1, ..., N, NON, t; <t, <... <ty

Sei p.y (i=1, .., N) bekannt. Es wird eine fiktive Zeit t berechnet, die bendtigt
wulrde, um mit dem (konstanten) Wert 6(t) den Anteil p,, zu bilden. Dann wird der

Anteil p; mit der korrigierten Zeit t + (t; - t;) mit der Losungsformel (16) aus 2.1.1.
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berechnet, also mit der JMA-DG (10) aus 2.1.1. und der allgemeinen
Anfangsbedingung (5).

Der lterationszyklus lautet somit:

(18) fari=1,..,N

8, = 6(t), T, =1(6), n; = n(6), pi = p(8);

falls p.,>p, so Pi = Pit;
1
ti*= [FtNiIn(1—pypi )IN;

Pi =P (1 —exp(- T/ M (& + (t — tq))™) )

falls i <N, so i:=i+ 1, sonst Ende.

Im Bild 3 haben wir einen lterationsschritt hach Hougardy schematisch dargestellt,

der die physikalische Intention gut widerspiegelt.

A
P

-

oy 4t t

Bild 3: Zur lllustration des Modells nach Hougardy / Yamazaki

Zur Zeit t., liege der Perlitanteil p,, vor. Die rechte Kurve beschreibt die isotherme
Umwandlung mit der Temperatur 6. Diese Kurve wird in Richtung der t-Achse so

parallel verschoben, so dass sie durch den Punkt (i.,, pi4) verlauft (gestrichelte

Darstellung). Der Perlitanteil p, zum Zeitpunkt t; ist gleich dem, der zur Zeit t; bei
der konstanten Temperatur 0, gebildet wirde. Wegen der Parallelverschiebung der

einen Kurve in die andere gilt

t,—t =t —t.,, woraus natiirlich b=t + (-t

folgt.
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* Modell von Denis et al. [Fer85], [Den92]:

Wir nehmen eine Zerlegung des Zeitintervalls [0, T] wie in (17) an. AuBerdem sei
ein Wert p gegeben, der fiir den Phasenanteil nach Ablauf der Inkubationszeit steht.

Oft wird p := 0,01 gewahlt.
Wir betrachten folgenden lterationszyklus
(19) fari=1,..,N

8, = 6(t), T, =1(6), n; = n(6), p: = p(6), sowie p; := p,,, falls p.; =p.

nach der Scheil-Regel (s. Punkt 2.1.2.2.) wird die Inkubationszeit iterativ
berechnet.
Seien s,=0,i=1,
solange s;< 1,
1

TO) =[-tNIn(1-pp )N,
s =S4 + (t—ty) T(B),
i=i+1
Po =P, to = 14
Von hier ab wird die lteration nach Hougardy (18) durchgefihrt.

Dieses Verfahren wird z.B. in [Ber99] angewendet. Zum Vergleich der vorstehenden
Modelle (Korrekturfaktoren, Modelle nach Hougardy und Denis) werden in [B6h02,

03] einige Vergleichsrechnungen durchgefihrt.

* Allgemeine Diskretisierung

Bei praktischen Anwendungen der Umwandlungsmodelle werden in aller Regel die
zugrunde liegenden DG fur die numerische Behandlung (Simulation) diskretisiert,
zumal die nicht-linearen DG mit zeitabhangigem 6 i.a. keine Lésung in Quadraturen
gestatten. Es ergeben sich die unterschiedlichsten Diskretisierungs- oder lterations-
verfahren.

Wir wenden uns der Diskretisierung der Anfangswertaufgabe (4), (5) zu.

Wir beschreiten hier folgenden Weg: Das Grundintervall [0, T] wird wieder geman

(17) in endlich viele Teilintervalle [t.,, t] zerlegt. Auf jedem Teilintervall [t,, t]
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werden die Anfangswertaufgabe (4), (5) flr eine konstante Temperatur gelést und
die so entstehenden Losungen stetig zusammengeklebt. Dadurch wird die
Lésungsformel (16) aus 2.1.1. auf jedem dieser Teilintervalle anwendbar.

Im Einzelnen verfahren wir wie folgt:

Seien 0=06(t) auf [t, ty] und der Anfangswert p, :=p(t,) gegeben.

Zu der Folge von Teilungspunkten t, < t; < ... <ty wahlen wir Folgen von

Zwischenpunkten
(20) <oyt <0<t <. <ty <oy <t <o)<t <. <ty
<Oy <t <07 <t,<...<ty, t,<Oy <t <0 <t <. <ty

Die temperaturabhangigen Materialparameter 1, n und p betrachten wir als
gegeben.

Die Anteile der sich bildenden Phase p;:=p(t) (i=1, ..., N) werden durch folgenden
Iterationszyklus bestimmt:

@1) firi=1,..,N

n

0:=6(c), T :=T(6(0), n; :=n(8(ai)), Pi = P(B(0));

falls p.,>p, so Pi *= Pi1s
]

— t ot _
pii=Pi (1 —exp(— (L =+ [=In(1 —piy B7) 1n)™))
falls i <N, so i:=i+ 1, sonst Ende.

Im Fall, dass sowohl 6 stetigvon t und 1, n, p stetig von 6 abhéngen, gilt die
Aussage:

Geht die Feinheit der Zerlegung, d.h. die maximale Lange der Teilintervalle, gegen
null, so nahert sich die durch lteration erhaltenen Lésung derjenigen der Aufgabe (4),
(5) an (im Falle p, = 0 der nicht-trivialen Lésung), wie durch Vergleich der
Beziehung (16) in 2.1.1. mit der vorletzten Zeile im lterationszyklus (21) sichtbar wird.
Die Konsequenz dessen ist somit, dass bei feiner werdender Zerlegung des Grund-
intervalls [0, T] die iterative Lésung den realen Sachverhalt ungenugend wider-
spiegelt, wenn ihn die JMA-DG (4) ungenau widerspiegelt. Bei nicht zu feiner
Zerlegung besteht Hoffnung, durch geeignete Wahl der Zwischenpunkte in (21) ein

befriedigendes Ergebnis zu erzielen.
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Wir erhalten aus dem obigen lterationsverfahren (21) das von Hougardy und
Yamazaki vorgeschlagene Modell, wenn die Zwischenpunkte in (20) wie folgt

spezialisiert werden:

(22) o =0 =0 =0 :=t firi=1,..,N.

y) Berucksichtigung der Temperaturgeschichte
Bei den folgenden Modellen wird der frihere Temperaturverlauf (die ,Geschichte®)

insgesamt berlcksichtigt.

* Verallgemeinerung von JMA: Fir konstante Materialparameter kédnnen wir die

JMA-Gleichung wie folgt umschreiben (vgl. [Rét97]):

n
o

(23) p(t) =p (1 —GXD(—(%)"))=5(1 —exp(— | w(t—s)"""ds)).

oO— ~

Ebenfalls flr konstante Materialparameter erhalten wir durch Ableiten nach t die

Integro-Differentialgleichung

(24) pt) = [ " (t—s)y*ds exp(— [ 5 (t—s)" ds).
0

O — ~
'—|=|3

Mit Hilfe von (23) kdnnen wir in (24) den Exponentialterm ausschlie3en und erhalten
t
. _ n(n - 1) n—
(25) P =@-pt) | T (t—s)""*ds.
0

Damit die Integrale existieren, sollte n > 1 sein. Jetzt kdnnen wir wiederum eine
Temperaturabhangigkeit der Materialparameter von 8 annehmen und erhalten z.B.

aus (25) die Integro-Differentialgleichung

(26) p'(t) = (B(B() — p(t) [ f(8(s)) (t —8)"*~2ds
0

mit

) B(s)) - 1
@7) f(8(6)) 1= "

Fir n=4 und p =1 findet sich dieser Ansatz in [Leb84] und in [Ino85, 89]. In den
beiden letztgenannten Arbeiten wurde dieser Ansatz verallgemeinert, indem die
Funktion f von den Spannungen und der Kohlenstoftkonzentration im Austenit
abhangig sein darf. Wir bemerken, dass fur unvollstandige Umwandlungen an Stelle
von (26)
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(28) p'(t) = max{ B(8(M) — p(t), 0} [ 1(8(s)) (t— )"®~>ds
0

ZU verwenden ist.

* Einfuhrung einer Zustandsvariablen: In [Mit92, 02], [Lar95] wurde folgende
Verallgemeinerung der JMA-Gleichung (3) aus 2.1.1. vorgeschlagen (fur vollstandige
Umwandlungen)

(29) p(t) = 1—exp(-B"),

mit einer Zustandsvariablen 3

(30) B=[ ko exp(~ o) ds.
0

In dem Ansatz (30) ist R die Gaskonstante, die materialspezifischen Parameter E
(,Aktivierungsenergie) und k, sind mit Hilfe von speziellen Experimenten zu
bestimmen. Unter 6 ist in (30) die absolute Temperatur zu verstehen. Der Exponent
n wird fir den Fall ©° = const (,lineares Abkuhlen oder Erwarmen®) als konstant
angenommen. Unter einer Kleinheitsannahme kann das Integral in (30) durch eine

Naherungsformel ersetzt werden (s. [Lar95]).

* Berucksichtigung einer gemittelten Temperatur:

Im folgenden Modell einige der Autoren (M. B, S. D, M. W.) vor, in der JMA-DG (4)
aus 2.1.2.1. anstelle der aktuellen Temperatur 0(t) eine geeignet gemittelte
Temperatur zu verwenden, womit die Geschichte der Temperatur bertcksichtigt wird.
Zu einem gegebenen Temperaturverlauf 6 kann ein gewichtetes Mittel berechnet

werden:

A t

(31) 6(t) = a(1 —e -1t )" | 6(s) e~ ds flir t>t, mita>0,
)

N

B(to) = B(to).-
Dabei ist t, der Zeitpunkt, ab dem die Perlit-Starttemperatur unterschritten wird.
(Nach unserer generellen Annahme soll der Temperaturverlauf im weiteren dann
unterhalb der Perlit-Starttemperatur bleiben, und es soll sich keine weitere Phase

bilden.) Dann ersetzen wir den Augenblickswert der Temperatur in der JMA-DG (4)
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N
durch den Wert 6(t) und erhalten (unter Beachtung einer méglichen unvollstandigen

Umwandlung)

(32) p'(t) = max{ B(B(t) — p(t), 0 }ﬁ [~ In(1 = p(t) BOBY™) T vy

Ein wesentlicher praktischer Vorteil von (32) besteht darin, dass auf bisherige Werte

fir die Materialparameter p, T und n aus den isothermen Umwandlungen
zuruckgegritffen werden kann. Fur konstante Temperaturverlaufe ergibt sich die
bekannte JMA-Differentialgleichung (10) aus 2.1.1. Der Abklingparameter o ist
durch Experimente anzupassen.

In [Dac03c] stellen die Autoren erste Ergebnisse hierzu fir den Stahl 100Cr6 vor. Bei
exponentiellem Abkihlen geben dieses Modell und die JMA-Differentialgleichung (4)
aus 2.1.2.1. eine vergleichbar gute Beschreibung der Realitat mit Vorteilen des
Modells (32) bei schnellerem Abkuhlen. Die nach Hunkel et al. modifizierte JMA-
Differentialgleichung (14) aus 2.1.2.1. liefert flir die betrachteten AbkuUhlverlaufe

bessere Werte als die beiden vorgenannten Modelle.

N
Fir Diskretisierungen bietet sich an, die Formel (31) so zu modifizieren, dass 6

stickweise konstant ist. Dann kann wiederum die Formel (16) aus 2.1.1. in jeder

Iteration benutzt werden (vgl. den lterationszyklus (21)).

2.1.2.2. Modelle auf Basis der JMA-Differentialgleichung und der Scheil-Regel
Die sogenannten Additivitatsregel von Scheil ([Sch35], [Wev52], [Cah56], [Chr75],
[Fas95], [Fon96], [Rét97, 99a, 99b]) kann zur Beschreibung der diffusionsgesteu-
erten Umwandlung des Austenits (bei vollstandiger Umwandlung und mit p(0) = 0)
verwendet werden. Bevor wir die Scheil-Regel angeben und mit der Untersuchung
fortfahren, méchten wir kurz auf ihre die Motivation eingehen, wobei wir den
Uberlegungen in [Wev52] folgen.

Im Bild 4 ist wiederum schematisch ein isothermes Umwandlungsdiagramm
dargestellt, vgl. Bild 1, wobei wir nur die 1%-Kurve eingetragen haben.

Wir nehmen zuerst an, dass der Temperaturverlauf stickweise konstant sei. In
unserer dargestellten Situation habe sich nach der Zeit t ein Perlit-Anteil p(t)
gebildet. Im Zeitintervall [0, t;] war die Probe der Temperatur 0;, im Zeitintervall

[t, ] der Temperatur B, unterworfen. Der Ansatz von Scheil lautet nun:
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Bild 4: Zur Interpretation der Scheil-Regel

Der im Intervall konstanter Temperatur gebildete Anteil am Gesamtanteil p(t) ist
gleich diesem, multipliziert mit dem Quotienten aus der Lange des Intervalls
(,Haltezeit®) und der Zeit t.,(6, p(t)), die zur isothermen Bildung des Anteils p(t) bei

der Intervalltemperatur 6 erforderlich ware. Also gilt fir die zwei Intervalle im Bild 3

() —h o) + - p(t) = p(t).

4@, p) PV T e, pty P
Fir endlich viele Teilintervalle einer Zerlegung 0 =1, <t; <... <ty =1t des Intervalls

[0, ] ergibt sich dann nach Klrzen des Wertes p(t):

N t -t
— L —_ 4

@) 2,0, p) -
wobei wir den auf [t,, t] konstanten Wert von 6 mit 6(t) bezeichnen. Der
Ubergang zum Integral liefert dann die als Scheil-Regel (oder Additivitatsregel)

bezeichnete Formel

t

do _
© | e pm =

Dabei ist t, = t,(0, p) die Zeit, die bendtigt wird, um bei konstanter Temperatur 6

den Perlit-Anteil p zu bilden. Meist wird t, aus der JMA-Gleichung (3) aus 2.1.1.

berechnet zu

N
(4) t,(8, p) = 1(6) (— In(1 — p) )n®.

Aus Griinden der Ubersicht setzen wir p =1 voraus. Aus (3) und (4) folgt dann
t

_1
®) | T(91(o)) (= In(1 —p(t)) ) "€ do=1.
0
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Urspranglich wurde die Regel von Scheil (3) flr erstarrende Schmelzen, bei denen
auch wesentlich Keimbildungsprozesse eine Rolle spielen, entwickelt. Spater wurde
sie von anderen Autoren zur Beschreibung der diffusionsgesteuerten Bildung der
Gefligearten angewandt und verallgemeinert (s. die Dissertation von Medeiros
Fonseca [Fon96] fur Einzelheiten, kritische Einwande zur Scheil-Regel und weitere
Quellen sowie [Rét97, 99b]).

Eine theoretische Untersuchung und Auswertung der Gleichung (3) im

Zusammenhang mit ,,semi-additiven Gleichungen der Form
d
(6) = =h(p, )

findet sich in [Rét99b]. AuBerdem sei angemerkt, dass die Scheil-Regel (3) flur

Prozesse gilt, die sich mit einer ,additiven kinetischen“ Gleichung
d
(7) at = N(p) K(®)

beschreiben lassen. Die Gleichung (6) bericksichtigt nicht die Geschichte der
Temperatur (vgl. Punkt 2.1.2.1 y). Eine erweiterte nichtlineare Scheil-Regel, die die
Temperaturgeschichte, aber auch andere GroéBen wie etwa die Spannung
bericksichtigt, wird in [Rét99b] entwickelt.

In [Ver87], [Vis87], [HO6mM95] wird direkt mit der Formel (5), also einer
Integralgleichung, gearbeitet. In [H6mM96] wird (5) nach t differenziert, um eine DG

zu erhalten, namlich

1

1 t SPR R I
8) p(t) = (1 _p(t))W{J 600)) neiey &N =pt)) 1) *new) do } 7.
0

Die zugehorige Anfangsbedingung ist

9 p(0)=0.

Hier haben wir dasselbe Problem wie im Punkt 2.1.1. Es tritt zuséatzlich die triviale
Lésung p(t) =0 furalle t auf. Ein praktischer Ausweg besteht wieder darin, anstelle
der Null einen kleine positiven Wert in (9) vorzugeben. Wir bemerken, dass flr
konstantes 0 aus (8) unter Zuhilfenahme der JMA-Gleichung (3) aus 2.1.1. die DG

(5) und (B) aus 2.1.1. folgen (mit p=1).
Bisher wurde von der Anfangsbedingung (9) ausgegangen. Es ist auch mdglich,

anstelle von (9) die allgemeinere Anfangsbedingung
(10) P(to) = Po
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(mit 0 < p, < 1) zu verwenden. Dann kann auf die Bildung des ausstehenden Perlits
(wir bleiben bei der Situation ,Austenit zu Perlit*) die Additivitatsregel angewandt

werden. Allerdings ist dann die Beziehung (16) aus 2.1.1. zu verwenden (wieder der

Einfachheit halber mit p = 1). Somit ergibt sich

1 1

(1) t(p, B) =t + T(B) [~ In(1 = p(t)) I"® — 1(B) [~ In(1 — po) I"©.
Die allgemeinere Scheil-Regel lautet dann

1

t 1
(12) | {to+1(6(0)) [~ In(1 = p(t)) "®) — 1(6(0)) [~ In(1 — po) @) " do = 1.
to

Ein Ableiten nach t fiihrt zu einer Differentialgleichung in Analogie zu (8)

(13) p'(t) =0 —p®) Flp®), t, ...)

mit einem geeigneten Ausdruck fur F.

Verschiedentlich wird die Scheil-Regel benutzt, um die Inkubationszeit zu berechnen.
Darunter wird oft die Zeit verstanden, nach deren Ablauf sich ein Prozent der neuen
Phase gebildet hat. Also

fo do

(14) £ t,(6(0),0,01) ~

1.

Danach kann die Gleichung (13) mit dem Anfangswert p, = 0,01 verwendet werden
(vgl. [H6MOEB]).

2.1.2.3. Modelle auf der Basis von weiteren Differentialgleichungen

Neben den vorstehend aufgefihrten Umwandlungsmodellen, die sich wesentlich aus
der JMA-Differentialgleichung und ggf. der Scheil-Regel speisen, wurden auch
Modelle vorgeschlagen und untersucht, die andere Differentialgleichungen benutzen.
a) Fir die Modellierung nicht-isothermer Umwandlungen wurden von Leblond et al.
[Leb84, 85] eine lineare Differentialgleichung zur Modellierung einer unvollstandigen

Umwandlung vorgeschlagen:

(1) o' =2

Dabei ist p(6) wiederum der Anteil des Perlits, der sich nach unendlich langer Zeit

bei der konstanten Temperatur 0 einstellen wirde, p ist ein temperaturabhangiger

22



Materialparameter. Fur den Fall n =1 folgt aus den Differentialgleichungen (2) und
(4) aus 2.1.2.1. sofort die Leblond-Gleichung (1) und es gilt p=T.

In der Arbeit [Leb85] findet sich auch ein Zusammenhang der Umwandlung geman
(1) mit der Kohlenstoftkonzentration im Austenit.

Der Vorteil des durch (1) beschriebenen Modells liegt in seiner Einfachheit.
Schwierigkeiten zeigen sich bei der Auswahl von geeigneten Ansatzen fur die
Funktion p, um eine hinreichend gute Beschreibung der Umwandlungen fur
unterschiedliche Abkuhlverlaufe zu erreichen. In [Dac03c] wird flr einen speziellen
Ansatz fur p das Modell (1) mit der JMA-Differentialgleichung (4) aus 2.1.2.1. sowie
mit dem in (31), (32) in 2.1.2.1. vorgeschlagenen Modell, das die Temperatur-
geschichte beriicksichtigt, verglichen. Dabei zeigt das Modell (1) eine schlechtere
Ubereinstimmung mit dem Experiment als die beiden anderen.

B) In [Rét97] wird die Modellierung von nicht-isothermen Umwandlungen mit Hilfe
nichtlinearer Differentialgleichungen, sogenannter ,kinetischer® Differentialgleichun-
gen diskutiert. Einige dieser Gleichungen folgen direkt aus der JMA-Gleichung bei
konstanter Temperatur (vgl. (5), (6), (9), (10) aus 2.1.1.) und werden dann flr nicht-
isotherme Umwandlungen angesetzt (vgl. (1) — (4) in 2.1.2.1.). Darliber hinaus wird
in [Rét97] eine DG aufgefihrt, die sechs (aus Experimenten anzupassende)
Parameter besitzt und die vorher genannten DG als Spezialfélle enthalt.

y) Ansatze in Form linearer Differentialgleichungen erster Ordnung fur die
Umwandlung des Austenits zum Perlit finden sich auch in [Fuh99] und [Wol00]

finden.

2.2. Martensitische Umwandlungen

Im Unterschied zu den bisher betrachteten diffusionsgesteuerten Umwandlungen
verlauft die Umwandlung von Austenit zu Martensit sehr schnell (mit Schall-
geschwindigkeit) (vgl. z.B. [Mac92], [Bur65], [Chr75]).

Wir treffen zunachst die idealisierenden Voraussetzungen wie zu Beginn von Kapitel
2.1., insbesondere sei zu Beginn der Martensit-Bildung nur Austenit vorhanden.

Bei vielen Stahlsorten hangt die gebildete Martensit-Menge nur von der Temperatur
ab. (Diese muss sich unterhalb der Martensit-Starttemperatur befinden.) Nach

Koistinen / Marburger [Koi59] bildet sich bei einer Temperatur 6 kleiner als die
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Martensit-Starttemperatur 6., folgender Martensitanteil (aus angenommenen allein

vorhandenem Austenit)

0 ﬁue)=1-—exp(-9§$9).

Dabei ist 0o ein positiver (temperaturunabhangiger) Materialparameter.
Experimente zeigen, dass beim Vergleich verschiedener Stahlsorten dieser
Parameter stark vom Kohlenstoffgehalt abhangt. In [Koi59] findet sich der Wert
Bmo =91 K.

Die Formel (1) sagt nichts Uber die Evolution der Martensitbildung aus. Experimente
zeigen, dass die Martensitbildung ,sehr schnell®, (mit Schallgeschwindigkeit) verlauft.
Oft wird bei der Modellierung gekoppelter Vorgange eine Aussage Uber die Evolution
gebraucht. Hierzu ist folgender Weg denk- und gangbar:

Wir nehmen einen monoton fallenden Temperaturverlauf 6 = 6(t) unterhalb von 6,

an und unterstellen, dass sich zu jeder Zeit t der Martensitanteil m(t) := m(6(t))
»sehr schnell bildet“. In diesem Fall wirde (1) auch die Evolution des Martensitanteils

beschreiben, also

@) m(t) = 1 - exp( — ).

Aus (2) erhalten wir eine Differentialgleichung
- ot
6

mO0

(3) m(t) = (1 —m(t))

mit der Anfangsbedingung

(4) m(0) = 0.

Die Probe zeigt, dass im Fall 6(0) = 6, durch (2) die einzige Lésung der Anfangs-
wertaufgabe (3), (4) angegeben wird.

Bei der Herleitung von (3) wurde ein monoton fallender Temperaturverlauf
angenommen, da der nach der Koistinen-Marburger-Formel (1) berechnete Endanteil
des Martensits eine monoton wachsende Funktion (fur 6 < 6,,.) darstellt.

Ist der Abkuhlverlauf nicht streng monoton fallend, so kann sich erst dann weiterer

Martensit bilden, wenn die Temperatur ,unter das letzte Minimum fallt“ (s. Bild 5).
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Temperatur

Martensit-
bildung

&,
Martensit-
bildung

Zeit
Bild 5: Bereiche der Martensit-Bildung

In diesem Fall mussen wir die Gleichung (3) in folgender Weise modifizieren. Wir

definieren eine Funktion

(5) 6(t) := min {6(s)}

O<s<t

Wir ersetzen in (3) die Temperatur 8 durch 6 (flir & mindestens Lipschitz-stetig)

und erhalten

‘ -1 _‘
(6) m'{t) = (1 —m(t) 5 o)
Aus (6) folgt, dass (zum Zeitpunkt t) Martensit nur gebildet werden kann, wenn
gelten
(7) 9(t) <0 und (t) = B(t).
Darliber hinaus muss naturlich sein
(8) 0(t) < Oppe-

Die Differentialgleichung (6) wird in folgender Weise korrigiert, wobei mogliche

Anlasseffekte unbericksichtigt bleiben:

9) m(t) = (1 —m(t)) E-)_,l) 6'(t) H(B — B(1))-

Dabei ist H die Heaviside-Funktion (vgl. (10) in 2.1.2.1.). Die Gleichung (9)

berucksichtigt also nicht nur den Augenblickswert 6'(t), sondern auch die Geschichte
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der Temperaturfiihrung. Ist aus anderen Uberlegungen bekannt, dass 6 monoton

fallend ist, so kann anstelle von (9) die (auch numerisch) einfachere Gleichung

(10) m‘(t) = (1 —m(t) max{— 6'(t), 0} H(B,,, — 6(t)),

%
verwendet werden. Verschiedene Autoren (z.B. [H6m96], [Fuh99]) benutzen
Differentialgleichungen der Form (3), wobei heuristische Argumente zur Begriundung
verwendet werden (Bildungsrate proportional der vorhandenen Austenitmenge und
der negativen Temperaturableitung).

Es gibt Modifikationen der Koistinen-Marburger-Gleichung (1) der Art, dass der

Ausdruck im Exponenten geandert wird. So wurden z.B. in [Wil86]

n

(11) m(6) = 1-exp(— =),
sowie in [Yu77]

_ 0 —Bua
(12) M) =1 - expl- [ = F)

mit geeigneten Parametern n > 1 und 6, (,Martensit-Endtemperatur®) vorge-
schlagen.

Diese Formeln enthalten ebentfalls ohne zusatzliche Annahmen keine Information
uber die Evolution des Martensits. Wird wiederum angenommen, dass die
Umwandlung so schnell ablauft, dass zu jedem Zeitpunkt t der vorhandene
Martensit-Anteil bereits gleich dem bei dieser Temperatur maximal méglichen ist, so
kénnen durch Ableiten der Formel (11) und (12) nach der Zeit t Differential-

gleichungen gewonnen werden. So ergibt sich z.B. aus (11)
(13) M) = (1 = M) 0N B = 6O)™

sowie nach Berucksichtigung der obigen Ausfuhrungen zu den Voraussetzungen fur

die Martensitbildung

(14) m(t) = (1 —m(t)) E-)_nl B'(t) N (B — B(1)™" H(B, — B(1)).

In den Arbeiten [Leb84], [Leb85] wird vorgeschlagen, das Model der linearen
Differentialgleichung (1) aus Punkt 2.1.2.3. auch fur die Beschreibung der Martensit-
bildung zu verwenden. Dabei wird der sich bei konstanter Temperatur 8 einstellende

Wert aus der Koistinen / Marburger — Formel (1) genommen. Somit ergibt sich

(15) me(t) = @9(%1&@
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Die (fur viele Stahlsorten) temperaturunabhangige Gro3e P muss aus speziellen
Uberlegungen und Experimenten bestimmt werden. Zusammen mit den obigen
Voraussetzungen fur die Martensitbildung erhalten wir ein korrigiertes Modell nach
Leblond

m(6(t)) - m(t

(16) mi(t) =" B He. - 011,

oder naherungsweise vereinfacht (vgl. die Argumentation zu (10))

(17) mi(t) = OO s 61(), O H(E, - B0

3. Einfuhren von Schaltern zur Steuerung der Umwandlungen

Bisher haben wir vorausgesetzt, dass sich die Temperaturen in den Bereichen
bewegen, in denen die betrachteten Umwandlungen wirklich stattfinden.

Bei unvollstandigen Umwandlungen muss der aktuelle Wert der sich bildenden

Phase, z.B. p(t), kleiner sein als der der aktuellen Temperatur 6(t) entsprechende

Maximalwert p(6(1)). In den vorstehenden Ausfiihrungen wurde diese Bedingung
durch entsprechende Schalterfunktionen berucksichtigt.

Falls der Temperaturverlauf Bereiche beruhrt, in denen die betrachtete Umwandlung
nicht moéglich ist, so sind den Umwandlungsgleichungen weitere Schalter
hinzuzufugen. Fur die Umwandlung des Austenits in den Perlit ergibt sich z.B. aus

der korrigierten JMA-Differentialgleichung (15) aus 2.1.2.1.
;

(1) p(t) = max{ p(8(t)) — p(t), O} :4(34(%1 [- In(1 = p(t) pO(t)™) 1"~ "O® «
* (1+9(8(t)6'(t) ) H(B,. — 6(1)

Dabei ist 6,, die Perlit-Starttemperatur. Fur die Falle von Umwandlungen, bei denen

es Endtemperaturen gibt, ist in die Umwandlungsgleichungen ein weiterer Schalter
einzubauen. Die Anfangsbedingung lautet wiederum

() P(0) = Po.
wobei gelten soll

(3) Po < P(8(0)) (fir 6(0) < B).
Es sei angemerkt, dass die Gleichung (1) nur die Bildung des Perlits, nicht jedoch
eine mogliche Bildung des Austenits beschreibt. Hierzu verweisen wir auf den
nachsten Punkt dieser Arbeit.
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In ahnlicher Art kdnnen die anderen in den vorigen Punkten aufgefiihrten Differential-
und Integro-Differentialgleichungen gesteuert werden.

In [H6m96], [Fuh99], [Wol00] wird mit derartigen Schaltern gearbeitet. In den
Iterationsprozeduren mussen entsprechende Abfragen eingebaut werden. Die
Verwendung der Heaviside-Funktion kann wegen der Unstetigkeit zu mathema-

tischen Problemen fuhren, die sich durch Glattung beheben lassen.

4. Mehrphasenmodelle

In der Realitat laufen oft mehrere Umwandlungen ab (vgl. z.B. [Leb84], [HEM96],
[Fuh99], [Wol0Q]). Bei der Abkiihlung des Austenits ist dieser der Rohstoff fur alle
anderen Phasen. Diese kénnen im Prinzip hintereinander oder auch parallel gebildet
werden. Beim sogenannten Austenitisieren werden alle vom Austenit verschiedenen
Phasen in diesen umgewandelt, entweder nacheinander oder auch parallel. Wir

wollen zuerst wieder exemplarisch bei der Abkuhlung bleiben.

4.1. Modell der Umwandlung des Austenits in mehrere Phasen
Wie beginnen mit der Gleichung (1) in Punkt 3. fir die Umwandlung des Austenits in
den Perlit bei Abwesenheit anderer Phasen, die in abgekulrzter Form lautet
(1) p'(t) = F(t, p)
mit
]
— n(B(t)) — _ -n
) F(t, p) = max { B(8()) = P(t), 0} gy [ - IN(1 —p(t) BOD)Y™) I' 60 «
* (1 +9(6) 6) H(6, - 6(1))
Die Gleichung (1) schreiben wir in aquivalenter Weise um zu

3) pi) = (1 - p(Y) =0~

Die GréBe F gemaB (2) kédnnen wir als Produktionsrate des Perlits interpretieren,

den Quotienten

(4) Fralt, P) :=$tf%2 flir p<1, sonst F(t, 1):=0,

als relative Produktionsrate des Perlits bezuglich des fur die Umwandlung noch
vorhandenen Austenits. Damit gilt also
(5) Produktionsrate =

= Anteil des vorhandenen Austenits x relative Produktionsrate.
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Dieser Ansatz ist verallgemeinerungsfahig auf mehrere Phasen. Bei m Phasen ist

der Anteil der vorhandenen Mutterphase (hier Austenit) zum Zeitpunkt t gleich
m-1

(6) Pm(t) =1 -3 pb),
j=1

wobei p; (j=1, .., m—1) flrdie sich aus dem Austenit bildenden Phasen stehen.
Der Austenit selbst tritt hier als m-te Phase auf. Wir ersetzen also den Faktor
(1 - p(t)) in der Gleichung (3) durch den in (6) stehenden Ausdruck. Analog verfah-
ren wir mit den restlichen Umwandlungsgleichungen fur die Phasen 2 bis m-1. Es
ergibt sich ein (im Allgemeinen nichtlineares) System gewohnlicher Differential-

gleichungen

(7) pit)=(1~- TZ: Pit) ) Frenit, P) i=1,..,m-1,

wobei die F.,(t, p) die relativen Produktionsraten der jeweils i-ten Phase sind. Bei
diesem Ansatz wird davon ausgegangen, dass diese relativen Produktionsraten von
den anderen Phasen unabhéangig sind. Im Allgemeinen ist es méglich,

(8) Freni = Freni(t, P1s -y Prm-1)

anzusetzen. Wir verweisen auf die Arbeit [Rét01] fur Fragen der Modellierung von
Mehrkomponentensystemen und f{ir die Anwendung auf eine konkrete
Abschrecksituation nebst Berechnung der Phasenanteile anhand der Daten. Zur
mathematischen Modellierung von Mehrphasensystemen beim Stahl unter etwas

anderen Voraussetzungen sei auch auf die Arbeit [Leb84] verwiesen.

Die zum System (7) gehérenden Anfangsbedingungen sind

m -

1
9) Pi0) = P, mit Po<1 und pg20.
j=1

j=
(Es wurde o0.B.d.A. t, = 0 gesetzt.) Das System (7) lasst gleichzeitige Bildung der
auftretenden Phasen (z.B. Perlit, Bainit oder Martensit) aus mathematischer Sicht zu.
Durch geeignete Wahl von Schaltern in den relativen Produktionsraten mit Hilfe von
Start- und / oder Endtemperaturen lassen sich die Moglichkeiten gleichzeitiger oder
nacheinander erfolgender Bildung der Phasen modellieren.

Wir kdnnen das System (7) fur m — 1 Phasen formal als System fur m Phasen
schreiben, indem wir die m-te Gleichung flr den Austenit hinzufigen. Dessen
Produktionsrate muss namlich gleich der negativen Summe der Produktionsraten
aller aus ihm sich bildenden Phasen sein, wie aus der Mischungstheorie folgt (vgl.
hierzu auch [Wol03a)). Somit gilt
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m-1 m-1 m-1
(1 O) pm‘(t) = _( 1- .21 pj(t) ) _21 Frel’i(ts pl) =- pm(t) _21 Frelsi(t’ pl)
] = 1= 1=

mit der Anfangsbedingung

m-1
(11) Pm(0) =Pmo=1- z Pio-

In den Gleichungen (7) kann dann ebenfalls gemaB der Beziehung (6) der
Austenitanteil p,, aufgefihrt werden.
Aus den Gleichungen (7) und (10) sowie den Anfangsbedingungen (9) und (11) folgt,

dass jede Losung die allgemeine Bilanz fur Mischungen
(12) > pit) =1 fir t=0
j=1

erfullt. Unter geeigneten Voraussetzungen an die relativen Produktionsraten lasst
sich zeigen, dass die zu erwartenden Bedingungen

(13) p(t) =0 fur 120 und j=1,..,m

erflllt sind, und somit das durch (7), (9), (10), (11) beschriebene Modell konsistent
ist. Dieses Modell beschreibt den Zerfall einer Phase (der m-ten) in die anderen
m - 1, was dadurch ausgedrickt wird, dass die Produktionsraten der Phasen 1 bis

m — 1 nicht-negativ sind.

4.2. Modell mit Berucksichtigung der Austenitisierung

Méglich sind naturlich auch Umwandlungszyklen, bei denen zwischenzeitlich in den
Austenit umgewandelt wird, falls die Temperatur die Austenitstart-Temperatur
Ubersteigt. Fir diesen Fall ist das obige Modell aus 4.1. zu erweitern.

Das Modell soll nun auch die Bildung des Austenits aus den anderen Phasen und
somit den Zerfall dieser in den Austenit beschreiben. Wir erweitern also das System
(7), (10) aus 4.1. zu

(1) pl‘(t) = pm(t) Frel’i(t= pl) - pl(t) Grel’i(t’ pl)
i=1,...,m-1,
m-1 m-1
(2) pm‘(t) = pm(t) z Frel!i(ts pl) + z pl(t) Grelsi(ts pl)
i=1 j=1
Dabei sind die G,,(t, p) fur i=1, ..., m —1 die relativen Zerfallsraten der i-ten

Phase in den Austenit. Zu (1), (2) sind die Anfangsbedingungen (9), (11) aus 4.1.

hinzuzufigen. Das System (1), (2) lasst allgemein gleichzeitige Bildung und Zerfall

30



einer Phase zu. Beim Stahl lasst sich durch den Einbau von Schaltern in die relativen
Produktions- und Zerfallsraten eine solche Situation ausschlieB3en.

Wir wollen als Beispiel ein Modell betrachten, das Bildung und Zerfall von Austenit,
Perlit und Ferrit beschreibt, wobei wir annehmen, dass die Temperatur wahrend des
gesamten zu betrachtenden Prozesses immer oberhalb der Martensit-Start-
temperatur bleibt. Wir bezeichnen entsprechend mit p; den Volumenanteil des
Austenits und mit p,, p, die des Perlits bzw. Ferrits. Dabei mégen sich Perlit und
Ferrit gemaB der modifizieten JMA-DG (1) aus Punkt 3. mit jeweils speziellen
Materialparametern bilden. Aus Grinden der Ubersichtlichkeit nehmen wir an, dass
in dem Temperaturbereich, in dem sich Perlit und Ferrit bilden kénnen, eine

vollstandige Umwandlung maéglich ist. D.h., es soll gelten

(3) pi=1, Po=1.
Damit gelten fur die Bildung von Perlit und Ferrit entsprechend
1

@) P (B = Polt) T (~ (1= py(0))" Tnu®) (1+,(6) 8) H(B,. — B(1),
1
) (B = Pot) g (~ (1= paft) ) "na®) (1+04(6) 8) H(B,, - B(t)

mit den spezifischen Materialparametern fur Perlit (mit Index 1) und Ferrit.

Es ist bekannt, dass fur konstante Umwandlungstemperaturen sich der Austenit aus
den ferritischen Phasen nach einer JMA-Differentialgleichung (4) aus 2.1.2.1. ohne
Korrekturfaktor bildet. Diese Aussage wurde in Experimenten (fur einige Stahlsorten)
auch fur lineares Aufheizen bestatigt (vgl. hierzu die Ausfihrungen im Punkt 2.1.2.)).
Far allgemeines Aufheizen ist den Autoren kein diesbezugliches Ergebnis bekannt.
Daher nehmen wir fir die Austenitbildung Korrekturfaktoren der Form

(6) (1 +9x(6, ) 6%, (1 + 9s2(6, 6) 6)

an, der fur lineares Erwarmen gleich eins ist. Dabei bezieht sich der Index 31 auf die
Bildung des Austenits aus dem Perlit, entsprechend 32 auf die Bildung aus dem

Ferrit. Die Bildung des Austenits kdnnen wir also wie folgt beschreiben

31



)
7) P/ = p1(t) (e) (~ (1= ps(®)) )" “a(®) (1+ Gar(8, ©) 6%) (1 — H(B, — B(H) ) +

]
+ pz(t) 7(0) (- In(1- py(©))' Tn®) (1+ 0(6, 8) 6%) (1 — H(., — 6(1) )

Dabei beschreibt der erste Summand in (7) die Bildung des Austenits aus dem Perlit,
der zweite die Austenitbildung aus dem Ferrit. Uberdies koénnen beide
Umwandlungen vollstandig sein.

Somit erhalten wir aus (4), (5) und (7) flir das Dreiphasensystem Austenit — Perlit-

Ferrit die Gleichungen (als Spezialfall von (1), (2))
1
@ piH= ps(t) . (e) ( IN(1-py(1))' “ni®) (1+94(6) &) H(B,, — B(t)) +

1
~ P Tig (~In(1=ps)) 1@ (1+ (6, 8) 8 (1 = H(BL — 1) ),

@  p/M)= ps(t) (e) L (—In(1-pa(t) )’ _”2% (1+92(6) 6) H(8, - B(1)) +
— Pa(t) - (e; (- In(1- ps(t)) )’ @ (1+ 922(6, 6) 8%) (1 —H(8, — 8(1)) ),
(10)  psit) = — palt) b () 2 (—in(1-py(t) ) _m% (1+94(6) 6) H(8,, — 6(t)) +
p1(t) (e) = (— In(1- p(t))! ”3% (1+ 944(6, 8) 67) (1 —H(8,, - 6(1)) ) +

1
—palt) 2 " (9) 2 (—In(1-pat) ) “nat®) (1+ 0:(6) ) H(6, — B(t)) +

I
pz(t) (e) ) (—In(1- ps() )" ne(® (1+ Gx(6, 8) 6) (1 — H(B. — B(1))

wobei 0 = O(t) ein gegebener Temperaturverlauf sei, derart, dass nur die Phasen
Austenit, Perlit und Ferrit vorliegen kénnen. Die zugehdérigen Anfangsbedingungen
zu (8), (9), (10) lauten

(11) P+(0) = Po1, P2(0) = Poz, Ps(0) = Poa;
wobei die Beziehungen
(18) Po1 + Poz2 + Pos= 1, Po1 2 0, Po2 2 0, Pz 20

gelten mussen. Aus den oben erwahnten mathematischen Grinden (vgl. Punkt
2.1.1.) missen die Anfangswerte poy, P UNd py; Verschieden von null und eins

sein.
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Wie im System (7), (10) aus 4.1. sind die Gleichungen (8), (9), (10) voneinander
abhangig, die Summe ihrer rechten Seiten ist gleich null. Somit gilt dann fur alle

Zeiten (als Spezialfall von (12) aus 4.1.) die Bilanzgleichung

(19) P+(t) + Pa(t) + Pa(t) = 1.
Daher genligt es bei praktischen Aufgaben, nur zwei der drei (oder allgemein m - 1

statt m) Phasen zu betrachten.
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