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Volumenanteile versus Massenanteile — der Dilatometerversuch
aus der Sicht der Kontinuumsmechanik
M. Wolff, M. Bohm, S. Dachkovski

Zusammenfassung: Auf der Grundlage der Kontinuumsmechanik wird der Dilatometerversuch
modelliert. Unter den (blichen Annahmen, dass die Proben wéhrend der Phasenumwandlung
homogen beziiglich Temperatur- und Phasenverteilung sind, werden aus den Grundgleichungen der
linearen Thermoelastizitat fir spezielle Mischungen die Gleichungen hergeleitet, mit denen anhand
der aufgenommenen Dilatometerdaten die Massen- und Volumenanteile der beteiligten Phasen
berechnet werden kénnen (im Falle von insgesamt zwei Phasen).

Die erhaltenen Formeln sind unabhéngig von den verschiedenen bekannten Umwandlungsmodellen
zur Beschreibung spezieller Phasenumwandlungen im Stahl und kénnen daher zum Testen derartiger
Modelle verwendet werden. Obwohl wir die Anwendung auf Phasenumwandlungen im Stahl vor
Augen haben, gelten die Ergebnisse auch fir andere Materialien, solange die getroffenen generellen
Voraussetzungen zutreffen. Dabei ist fir Materialien wie Stahl, bei denen die Dichteunterschiede der
verschiedenen Phasen nicht groB3 sind, eine linearisierte Theorie méglich, wahrend sonst mit
nichtlinearen Zusammenhangen zu rechnen ist.

Es wird gezeigt, dass sich bei der Phasenumwandlung im Stahl die Massen- und Volumenanteile
wenig voneinander unterscheiden (um weniger als ein Prozent), da die Dichteunterschiede der
Phasen klein sind. Wahrend in der Werkstoffkunde allgemein mit Volumenanteilen gearbeitet wird,
haben die Massenanteile den Vorteil, von Temperatur und Deformation unabhangig zu sein.

Far kleine Dichte&nderungen folgt aus den erhaltenen Gleichungen, dass bei vollstandiger isothermer
Umwandlung der Massenanteil der sich bildenden Phase gleich dem Umwandlungsgrad ist. Dieser
bestimmt sich als Quotient aus der aktueller Langendnderung und der Léngenanderung nach
Abschluss der Umwandlung. Dagegen kann der Unterschied zwischen dem Massen- (und damit auch
dem Volumenanteil) und dem Umwandlungsgrad bei vollstdndiger nicht-isothermer Umwandlung
betréchtlich sein.

Diese Arbeit entstand mit teilweiser Unterstiitzung durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft im
Rahmen des Sonderforschungsbereiches 570 ,Distortion Engineering®.
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Abstract: Based on the continuum mechanics the dilatometer experiment is modeled. Assuming that
the specimens are homogenous with respect to temperature and phases‘ distribution during the phase
transformation we derive from the equations of the linearized thermoelasticity for special mixtures the
equations which allow to calculate the mass and volume fractions from the dilatometer dates (in the
case of two phases).

The formulas we get are independent of any known models for phase transitions in steel. For this
reason they can be used for testing such models. Although we focus on steel, the results are also
valid for other materials, as long as the general assumptions are given. For materials like steel where
the density differences in various phases are small a linearized theory is possible while otherwise we
have to count on nonlinear relations.

It is shown that during phase transformation in steel mass and volume fractions have only a small
difference (less than 1%) as the phases’ density differences are small. While in material sciences one
generally works with volume fractions mass fractions have got the advantage of being independent of
temperature and deformation.

For small density changes it follows from the equations obtained that in the case of complete
isothermal transformation the mass fraction of the forming phase equals to the so-called
transformation degree. The last one is the quotient of the actual length change and the length change
at the end of the transformation. In contrast to this the difference between the mass fraction (and
therefore also the volume fraction) and the transformation degree can be remarkable in the case of
complete but non-isothermal transformation.
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1. Einleitung

Untersuchungen zu Phasenumwandlungen und Materialverhalten von Stahl sind von
groBBer aktueller Bedeutung fur die weitere Entwicklung und Testung geeigneter
Modelle zu ihrer Beschreibung. Ziel dieser Anstrengungen sind — neben dem
theoretischen Verstandnis — moégliche Vorhersagen des Verzugs von Stahlbauteilen
bei Warmebehandlung und moglicher mechanischer Belastung (s. hierzu [Ahr02],
[Hof02]).

Auf Dilatometerversuchen bei Umwandlungen ohne Belastung bauen sich
komplexere Experimente auf, bei denen die Umwandlung unter kontrollierter Zug-,
Druck- und / oder Torsionsbelastung sowie gegebenem Abkuhlverlauf erfolgt (Vgl.
z.B. [Ahr00, 02]). Bei der Modellierung der Phasenumwandlungen mit nicht
konstanter Umwandlungstemperatur gibt es noch wichtige offenen Fragen. Wahrend
bei isothermer Umwandlung die Johnson-Mehl-Avrami-Gleichung die Kinetik der
Phasenumwandlung hinreichend genau beschreibt, ist sie bei nicht-isothermer
Umwandlung dazu unzureichend geeignet (Vgl. z.B. [Den97], [Fis96], [Lar95],
[Leb83], [Hun00], [Hou86], [Mit92, 02] sowie die dort zitierten Quellen). In den
Arbeiten [Mit92, 02], [Lar95] wird fur die vollstandige Umwandlung einer Phase in die
andere ein ,Umwandlungsgrad® (degree of transformation) geman folgender Formel

eingefuhrt:



(1.1) i(t) :=K|f_LI'

In (1.1) sind I, I{t), |; entsprechend die Langen der Probe zu Beginn der
Umwandlung, wahrend der Umwandlung zum Zeitpunkt t sowie nach Abschluf3 der
Umwandlung. Die GréBe f wird als Volumenanteil der sich bildenden Phase
interpretiert. Beim Stahl unterscheiden sich die Dichten der einzelnen Phasen nur
wenig. Unter dieser Voraussetzung leiten wir aus den Grundannahmen der
Kontinuumsmechanik mit Phasenumwandlungen her, dass fur vollstandige isotherme
Umwandlungen die GréoBe f in (1.1) gleich dem Massenanteil (Massenbruch) der
sich bildenden Phase ist.

Es zeigt sich auch, dass bei Stahl die Abweichung zwischen Massen- und
Volumenanteil im Bereich von unter einem Prozent (s. u. fur ausfihrlichere
Untersuchungen) ist, was bei vielen Anwendungen tolerierbar ist. In der Theorie
sollte jedoch zwischen beiden GréBen unterschieden werden.

Im Falle einer nicht-isothermen Umwandlung werden in den genannten Arbeiten
[Mit92, 02], [Lar95] Ansatze entwickelt, mit deren Hilfe der Umwandlungsgrad f als
Funktional der Temperaturgeschichte beschrieben werden kann. Wie wir zeigen
werden, ist die GroBe 1 in (1.1) in diesem Falle weder gleich dem Volumen- noch
dem Massenanteil. Im ungunstigen Fall kann die in (1.1) definierte GréBe negativ
oder sehr gro3 werden, oder auch gar nicht definiert sein, wie folgende
Uberlegungen zeigen. Im Bild 1 sind fiir einen angenommenen Dilatometerversuch

die gemessene Lange der Probe | als Funktion der Zeit aufgetragen.

l"'

Bild 1

Bis zum Zeitpunkt t, zieht sich die Probe infolge Abkihlung (ohne Umwandlung)
zusammen, zum Zeitpunkt t, setzt die Umwandlung ein. Dabei ist es méglich, dass

zwischenzeitlich (zwischen t, und t;) die umwandlungsbedingte Ausdehnung das
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thermisch bedingte Schrumpfen Ubertrifft. Zum Ende der Umwandlung t, hat die
Probe dann genau die selbe Lange wie zu Beginn der Umwandlung t,. (Eine solche
Situation kann erreicht werden, wenn die Temperatur sich nicht weit von der
Umwandlungs-Starttemperatur entfemnt). Versuchen wir nun, den Umwandlungsgrad
f nach (1.1) fir die dargestellte Umwandlung zu definieren. Wahlen wir als Beginn
und Ende der Messungen entsprechend Umwandlungsbeginn und -ende t, und t,,
so ist der Nenner in (1.1) gleich null und die GréBe f somit nicht definiert. Beginnen
wir z.B. jedoch mit |, zum Zeitpunkt t =0 und héren mit I, zu t, oder mit I; zu t;
auf, so ist die GroBe f definiert, liegt aber nur im zweiten Falle standig zwischen 0
und 1. Diese Uberlegungen zeigen, dass der Umwandlungsgrad fiir nicht-isotherme
Umwandlungen zumindest eine sehr problematische Groie ist.

Im Verlauf unserer Arbeit zeigen wir, dass der Zugang Uber die Massenanteile (=
Massenbriiche) zu einfacheren Formeln fuhrt.

Die in dieser Arbeit abgeleiteten Formeln fiir die Massen- bzw. Volumenanteile sind
unabhangig von den verschiedenen Umwandlungsmodellen zur Beschreibung von
Phasenumwandlungen (z.B. Johnson-Mehl-Avrami) und kénnen somit zum Test
derartiger Modelle fir spezielle Stahlsorten verwendet werden. Wichtig dabei ist die
moglichst genaue Bestimmung oder Kenntnis der Dichten der beteiligten Phasen.
Wie Vergleichsrechnungen zeigen, ist die getroffenene Annahme Uber die
Homogenitat der Dilatometerprobe wahrend der Umwandlung in guter Naherung
erfallt [Hun03].

Bei der Auswertung von Dilatometerversuchen, z.B. zur Umwandlung von Austenit

zu Perlit, wird allgemein die folgende Formel verwandt (Vgl. z.B. [B&h03]).

8) - 1,(8)
(1.2) Pe=1(0)- 1,0 "

Hierbei sind p, der Volumenanteil des Perlits, 1(0) die aktuelle Lange der Probe zur
Temperatur 6, 1,(6) und 1(B) die entsprechenden Langen, wenn die Probe nur aus
Austenit bzw. Perlit bestlinde. Die Formel (1.2) folgt aus der Anwendung der linearen
Mischungsregel bezuglich der Volumenanteile auf die aktuelle Lange und stellt
gegeniber den im Punkt 3 hergeleiteten Formeln eine Naherung dar (Vgl. Punkt
5.5.).

Die Berechnung der Massenanteile anhand aufgenommener Messdaten flir konkrete
Stahlsorten, z.B. C80 oder 100Cr86, sowie der Vergleich der einzelnen Formeln bleibt

spateren Arbeiten vorbehalten.



2. Vorbereitungen
In diesem Kapitel stellen wir einige aus der Kontinuumsmechanik und der Theorie
der Mischungen bendtigte Begriffe und Zusammenhange bereit, auf denen die

Berechnungen fur den Dilatometerversuch beruhen (s. Kapitel 3).

2.1. Verzerrungstensor, Spannungstensor, Bewegungsgleichung

Wir betrachten Stahl als Festkdrper und zugleich als koexistierende Mischung seiner
Phasen (z.B. Austenit, Perlit) (Siehe Punkt 2.2.). Im Rahmen der linearisierten
Theorie verwenden wir zur kontinuumsmechanischen Modellierung des
Materialverhaltens den linearisierten Greenschen Verzerrungstensor € und den
Cauchyschen Spannungstensor o, der in diesem Fall mit den anderen
Spannungstensoren zusammenfallt. Bekanntlich gelten zwischen € und dem

Verschiebungsvektor u der Zusammenhang

1 0u Jdu oo s .
(2.1) aijzg(&;+&: mit i, gleich 1,2 oder 3,

(bei drei Raumdimensionen) sowie die Bewegungsgleichung

(2.2) p%z—tl;l—div0= F in Q.
Dabei sind p die Massendichte und F die Dichte der Massenkrafte. Mit Q sei die
Referenzkonfiguration des Korpers bezeichnet. Fir quasi-statische Aufgaben gilt
entsprechend

(2.3) —divo=F in Q.

Den Gleichungen (2.2) und (2.3) sind Randbedingungen, der Gleichung (2.2)
zusatzlich Anfangsbedingungen hinzuzufugen. Im Falle des reinen Spannungs-
problems lautet die Randbedingung

(2.4) O N =@ auf 0Q

(naq - auBerer Normalenvektor an 0Q - Oberflache des Korpers Q, g — gegebener

Spannungsdichtevektor auf der Oberflache)

2.2. Massen- und Volumenanteile — Stahl als Mischung

Sei eine Mischung aus n =22 Komponenten gegeben. Wir betrachten hier Stahl als
eine Mischung seiner meist als Phasen bezeichneten Geflugearten Austenit, Perlit,
Martensit usw. Es sei darauf hingewiesen, dass eine Modellierung der

Phasenumwandlungen, insbesondere des Austenits in den Martensit mit sehr groBBer
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Umwandlungsgeschwindigkeit, auch méglich ist, indem an einem Punkt nur Austenit
oder Martensit sein kann, wobei sich eine Phasengrenze ausbildet. Hierzu verweisen
wir auf [Lev98] und die dort zietierten Arbeiten.

In der Mischungstheorie wird angenommen, dass die Komponenten in jedem
Kérperpunkt simultan prasent sein kénnen (Vgl. z.B. [Hau00], [Mul73]). In Arbeiten
zum Materialverhalten von Stahl werden die Begriffe Phase und Komponente oft
synonym benutzt, wahrend in der Mischungstheorie eine Phase oft als ein Bereich
erklart ist, in dem nur eine Komponente vorkommt, z.B. wenn ein raumlicher Bereich
eines Stahlwerkstlicks ganz aus Perlit bestinde (vgl. z.B. [L1dOQ]). Bei Stahl
vernachlassigen wir eine Diffusion der Komponenten (Phasen), sie wandeln sich
ineinander um und verbleiben am Ort. Der fir die Umwandlungen wichtige
Kohlenstoff wird in diesem Modell nicht berucksichtigt. Deshalb besitzen in diesem
hier betrachteten Fall die Komponenten keine von null verschiedenen
Diffusionsgeschwindigkeiten (Vgl. [HauO0], [MuI73]) und die makroskopische
Modellierung von Stahl ist ein Spezialfall der allgemeinen Mischungstheorie (s. auch
[Wol02], [Dac02]). Wir stellen einige wichtige Begriffe bereit (z.B. [Ber99]).

Wir betrachten ein (Kontroll-)Volumen V mit der Masse m. Zuerst nehmen wir an,

dass die Mischung homogen sei. Dann ist die (Gesamt-)Dichte p gemal3

m

(2.5) pi="y
definiert. In dem Volumen V nehme die i-te Phase (oder Komponente) das Volumen
V, ein und besitze die Masse m,. Dann sind der Volumenanteil p, der Massenanteil

X; sowie die Dichte p, deri-ten Phase entsprechend durch

Vi m; LT
(26) Pi = \YA Xi = m? pi = \V/

definiert. FUr inhomogene Mischungen werden anhand von (2.5), (2.6) die GréBen p,
P Xio Pi 1N jedem Koérperpunkt erklart, indem jeweils der Grenzwert dieser GroBen flr
ein sich auf einen Punkt zusammenziehendes Volumen genommen wird. (Die
Existenz dieser Grenzwerte sei angenommen.)

Bekanntlich gelten dann die folgende Bilanzen (in allen Punkten und zu allen Zeiten)
(2.7) > pi=1, >xi=T1; Oi=1,..,n: p;=20, x;20.

i=1 i=1
Aus (2.5), (2.6) folgen der Zusammenhang zwischen Massen- und Volumenanteilen

(2.8) Xi=5p



sowie die Mischungsregeln fur die Dichte und die reziproke Dichte (Vgl. [Ber99])

(2.9) pP= > PPy
i=1
1 <1
(2.10) p‘i;pi X:

Die Produkte p; p; werden auch Partialdichten genannt. Aus dem Bisherigen folgt,
daf3 die Kenntnis der Dichten p und p, ausreicht, um mit Hilfe von (2.8) Volumen-
und Massenanteile ineinander umzurechnen. Der Vorteil der Massen- gegenuber
den Volumenanteilen besteht jedoch darin, daf3 diese weder von der Temperatur
noch von umwandlungsfreien mechanischen Verzerrungen abhangig sind, da die
anteiligen Massen im Kontrollvolumen sich nicht verandern, solange keine
Phasenumwandlungen auftreten. Dagegen kénnen sich die Volumenanteile allein
durch elastische Verzerrungen &andern, falls sich die elastischen Module der
einzelnen Phasen voneinander unterscheiden. Aus der Beziehung (2.8) folgt dann far
verschiedene Temperaturen und Verzerrungen — solange keine Umwandlungen

stattfinden —

6 pi(8
@1 x=2rpe, e) =222 pe, e,

(Dabei gehoéren entsprechend 0,, €, bzw. 0,, &, zu einem Zustand.)

2.3. Volumenanderung infolge von Dichteanderungen

In der Kontinuumsmechanik mit Phasenumwandlungen ist es nétig, den Anteil der
Verzerrungen, der durch Dichteanderungen hervorgerufen wird, zu bestimmen.

Wir betrachten ein (dreidimensionales) Kontrollvolumen V, mit der Dichte p,, das
(z.B. infolge von Phasen- und / oder Temperaturanderungen) sein Volumen auf V
mit der neuen Dichte p andert. Nehmen wir an, dass sich die Masse des

Kontrollvolumens nicht andert, so gilt offenbar

V-Vo_po-p
(2.12) Ve = p
Sei das Kontrollvolumen V, ein Wirfel der Kantenlange | Bei allgemein

angenommener |sotropie der Volumenanderung gilt dann
(2.13) V = (1 + Al

wobei Al die Langenanderung jeder einzelnen Kante ist. Somit erhalten wir



V-V, (+a)3-P
(2.14) V0°=(+A|3) =35 +3 01+ @)

Aus (2.12) und (2.14) erhalten wir

Al 8 Po- P
(2.15) T=\/1+ 0 -1,

Bei kleinen Dichteanderungen folgt aus (2.15) durch Linearisierung
Al _1po-p
(2.16) =3

fir die relative Langenanderung in jeder Richtung. Bei den meisten Anwendungen
auf Phasenumwandlungen im Stahl scheint die einfachere Formel (2.16)
gerechtfertigt, da die relativen Dichteanderungen ,klein“ sind (s. weiter unten). Daher
werden wir in der Folge meist mit der einfacheren Formel (2.16) arbeiten und nur im

Punkt 4 kurz auf die Verwendung der Formel (2.15) eingehen.

2.4. Lineare Thermoelastizitat mit Phasenumwandlungen

Die klassischen Duhamel-Neumann-Beziehungen der linearen isotropen
Thermoelastizitat werden in der Weise modifiziert, dass sie die Verzerrungen
integrieren, die aus Anderungen der Phasen entstehen. Der Einfachheit halber
arbeiten wir mit der linearisieten Formel (2.16). Im Punkt 4.1. erértern wir die
Konsequenzen, wenn mit der Formel (2.15) gearbeitet wird. Auf der Grundlage von

(2.16) setzen wir an

1+v 1 Po-p(®
(2.17) &= E oij-étr(cr) 5'i+§BOP(GL)()6“’

wobei p, die Dichte der Referenzkonfiguration (also bezogen auf 6,) und p(6) die
aktuelle Dichte sind. Manchmal kann es nutzlich sein, den letzten Term in (2.17)

aufzuspalten in thermische und Umwandlungsverzerrungen. Dann gilt

1+v v 1 Po - P(Bg)

Unter p(6,) ist jetzt die Dichte des aktuellen Phasengemischs, aber bezogen auf die
Referenztemperatur 6,, zu verstehen.

E, v und a sind entsprechend Young-Modul, Poisson-Zahl und
Warmeausdehungskoeffizient bezuglich 6,, o ist der Einheitstensor. Fur Materialien
ohne Mischungskomponenten (Phasen) fallt der letzte Term in (2.18) weg, und man
erhalt die  klassischen Duhamel-Neumann-Beziehungen  der  linearen

Thermoelastizitat.



Wir bemerken, dass in diesem Modell die durch Temperatur- und
Phasenanderungen hervorgerufenen Verzerrungen und Spannungen isotrop sind.

Durch Auflésen der Gleichungen (2.17) und (2.18) nach ¢ erhalten wir

(2.19) o= 2ug+Aire)5— KJW(G)B

(2.20) o= 2ue+A(re) 5- 3Ka (G—GO)B_KBO(%()GO)é
mit den Lamé-Koeffizienten A und p, sowie dem Kompressionsmodul K geman

E VE E
(2.21) H=21 +vy =T v[ 2wy K=31-20)

Wir haben die Méglichkeit, den letzten Term in (2.17) bis (2.20) entweder mittels (2.9)
durch die Volumenanteile oder mittels (2.10) durch die Massenanteile auszudriicken.
Jede einzelne Phase kann ihre individuellen, temperaturabhangigen
Materialparameter besitzen. Fur den Dilatometerversuch ist es nicht notwendig, die
Frage zu diskutieren, nach welchen Mischungsregeln welche GréBen zu berechnen
sind. Im Punkt 4 werden wir aus den beiden Formel (2.17) und (2.18) eine Folgerung
herleiten, die fur den Warmeausdehnungskoeffizienten die Anwendung der
Mischungsregel mit den Volumenanteilen, bezogen auf die Referenztemperatur 6,
nahelegt.

Da die Volumenanteile von der Temperatur und den Verzerrungen abhangen (Vgl.
(2.11)), geben wir den Massenanteilen den Vorzug. Danach fihren wir die
entsprechenden Betrachtungen mit Volumenanteilen durch. Es gilt offenbar gemaf

der Formel (2.10)

Po-p®) _ ¢ 1 s 1y
(222) p(e) - ( i=z1 pl(e) Xi ) ( i=z1 pl(eo) XOi ) 1;

wobei X, die Anfangsmassenanteile sind. Aus den Beziehungen (2.20), (2.22)
sowie (2.1) folgt das Materialgesetz fur die (isotrope) lineare Thermoelastizitat mit
Phasenumwandlungen (also fur Korper, die Mischungen sind) in der Abhangigkeit
von den Verschiebungen u, der Temperatur 8 sowie der Massenanteile .

Analog zu (2.22) erhalten wir mittels (2.9) die Darstellung mittels Volumenanteilen zu

23 B (3 080 pu®) (3 p(0)P(O)" -

wobei p, die Anfangsvolumenanteile sind. Die Beziehungen (2.7) werden fur die

Anfangsmassen- bzw. — volumenanteile vorausgesetzt. Wahrend die Beziehung
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(2.22) bezlglich x; linear ist (abgesehen von einer moglichen Abhangigkeit der
Parameter von Y), ist es (2.23) bezuglich der p; nicht. Hierin liegt ein weiterer Vorteil

bei der Arbeit mit Massenanteilen.

3. Herleitung der Gleichungen fur den Dilatometerversuch

Wir betrachten eine zylindrische Probe kreisformigen oder kreisringférmigen
Querschnitts, die sich unbelastet umwandeln soll. Aus mathematischen Grinden
nahmen wir an, dass zu Beginn des zu untersuchenden Umwandlungsprozesses,
also bei der (Referenz-) Temperatur 6, die Probe die Lange | und den (AuBBen-)
Durchmesser d besitze. Wir weisen besonders auf diesen Umstand hin, da in der
Dilatometrie als Ausgangslange |, gewohnlich die Lange der Probe bei 20 °C
genommen wird. Wollen wir z.B. die Umwandlung einer vollstandig austenitisierten
Probe des C80 in Perlit untersuchen, so kénnen wir z.B. 6, = 723 °C oder auch ein
groBeres 6, wahlen. Die Lange | ist dann die Lange, die die Probe bei der
Temperatur 6, besitzt. Alle auBeren Krafte — auch die Schwerkraft — seien
vernachlassigt.

Die folgenden Erorterungen beziehen sich gleichermaBen auf die Voll- und die
Hohlprobe. Bei den Versuchen wird oft der (dinnen) Hohlprobe der Vorzug gegeben,
weil dann die Annahme einer homogenen Temperatur und Phasenverteilung eher

gerechtfertigt erscheint. Offenbar ist

(3.1) 0=0
Lésung der statischen Gleichung
(3.2) -divo=0

und genugt den Randbedingungen der Spannungsfreiheit. Weiter sei die x,-Achse

parallel zur Zylinderachse. Somit folgen aus (2.17)

1 po - p(6)
(3.3) €1=73 p(6)
1 Po - p(6)
(3.4) €2 =83 =3 @) -

alle anderen Komponenten von € verschwinden. Bei angenommener Homogenitat
der Temperatur und der Phasenanteile entspricht dem értlich konstanten

Spannungszustand ein ortlich konstanter Verzerrungszustand. Insbesondere gilt

Al Ad
(3.5) &= €p = &3 ="4,
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dabei ist %d die relative Anderung des Durchmessers d. Somit erhalten wir fiir die

lineare homogene Thermoelastizitat mit Phasenumwandlungen im spannungsfreien

Fall die zwei Gleichungen:

Al _ 1 po-p(®)
Ad _1po-p(8
(3 7) d =3 p(6)

die die Isotropie der thermischen und Umwandlungsverzerrungen ausdricken. Bei
Dilatometerversuchen (d.h., ohne zusatzliche Belastungen) gibt die Gleichung (3.7)
gegenuber (3.6) keine zusatzlichen Informationen.

Wir betrachten jetzt ein Zweiphasenmodell, z.B. die Umwandlung von Austenit zu
Perlit. Die Massenanteile seien mit x, und ¥, die Volumenanteile mit p, und p,
bezeichnet, ihre Anfangswerte seien

(3.8) Xoa =1, Xop =0, Poa =1, Pop = 0.

Unter Beachtung von ¢, =1 —c¢, erhalten wir aus (2.22) und (3.6)

Al 1 pa(Bg) 1 Pa(6) - Pp(®)
(39) | —8 ( pa(e) 1) + 3 pa(eo) pa(e) pp(e) Xpa
woraus dann leicht folgt
_ Al Pa(6) Po(6)
(3.10) % ={BT+D 5 0y~ 1 o0 - nor

wobei die Gréf3en xp,ATI und 0O i.a. zeitabhangig sind.

Aus der Formel (3.10) kann also die Evolution der Massenanteile des Perlits leicht
berechnet werden, wenn die zeitlichen Verlaufe von Temperatur und
Langenanderung Al gemessen werden. Als 6, wird die Temperatur zu Beginn der
Messung gewahlt.

Um die Formel (3.10) sowie entsprechende folgende anzuwenden, ist die Kenntnis
der Dichten der beiteiligten Phasen als Funktionen der Temperatur notwendig. Im
Punkt 4 gehen wir gesondert darauf ein, wie sich aus den aufgenommenen (und
weiteren Daten) eine Formel fir die Temperaturabhangigkeit der Dichten gewinnen
lasst.

Aus den Formeln (3.6) und (3.10) folgt, dass der Massenanteil der sich bildenden
Phase solange null bleibt, solange keine Phasenumwandlung stattfindet. Diese
Tatsache kann bei der Dichtebestimmung der zuerst vollstandig vorhandenen Phase

benutzt werden. Das Experiment muss auch nicht bei der Perlit-Starttemperatur
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begonnen werden, sondern es ist auch eine héhere Temperatur moglich, solange
keine anderen nicht gewlnschten Effekte auftreten.

Analog zu (3.10) kénnen wir eine entsprechende Beziehung fur den Volumenanteil
des Perlit erhalten. Aus (2.23) und (3.6) folgen

Al 1 Pa(69)

17300 0~ (0.0 - po@) P&

(3.12) Pr={(3 ATI +1) Pa(0) - Pa(8o) } { (3 ATI +1) (P«(6) - Po(8)) }.

In (38.12) hangt der Volumenanteil i.a. von der Zeit und von der Temperatur ab,

(3.11)

Uberdies ist der Zusammenhang zwischen p, und ATI nicht mehr (affin-) linear wie

der zwischen x, und ATI in (38.10). Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir

ab jetzt

(3.13) y(t) = (AT')(t) = tf'

fur die relative Langenanderung zum Zeitpunkt t.
Wir méchten einige Schllisse aus den hergeleiteten Formeln ziehen.

Bei isothermer Umwandlung (also mit 6 = 8,) erhalten wir aus (3.10) und (3.13)

_ _ P60
(3.14) Xe(t) = 3 ¥(t) Pa(Bo) - Pp(B0) ’

sowie aus (3.12) und (3.13)

Pa(B0)
(Pa(®0) - Po(B0)) (1 + 3 (1))

(wiederum mit nichtlinearer Abhangigkeit von y(t)). (Wegen der Modellannahme gilt

(3.15) Pe(8o, 1) = 3 ¥(t)

natirlich y(t) << 1.)
Aus den Zusammenhangen (2.8), (2.9) folgt die Fehlerabschatzung

Bo) - Pu(8
316)  Ipy8 1) -yl < 1 AEEEE (1 0, 1) 0

Der Bruch in (3.16) ist fur Stahl klein, wie gleich sichtbar wird. Fir den Stahl C80
lauten die Dichten des Austenits und des Perlits flir 6, = 600 °C (s. [Roh96], dabei
stammen die Angaben flr den Perlit aus der angegebenen Tabelle, die fir den

Austenit wurden durch lineare Regression erhalten.)

(3.17) Pa(6,) = 7688, Po(6o) = 7655 [Kg / m?,
sowie entsprechend fir den 100Cr6 fir 6, = 600 °C
(3.18) Pa(6o) = 7715, Po(6o) = 7599 [Kg / m?.
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Somit folgen aus (3.16) und (3.18) fiir den C80:

(3.19) 1Pp(Bo, 1) - Xp(t)] < 0,004 (1 — p,(By, 1)) X,(t) < 0,0011
sowie aus (3.16) und (3.19) fiir den 100Cr®6:
(3.20) 1Pe(Bo, 1) - Xp(t) < 0,01 (1 —p,(By, 1)) X,(t) < 0,0038

als maximaler Wert etwa zur halben Umwandlung. Zu Beginn und zu Ende der
vollstandigen Umwandlung ist dieser Fehler gleich null. Fir viele Belange ist also der
Unterschied zwischen Massen- und Volumenanteil bei Stahl nicht erheblich. Bei
einer konsistenten Modellierung sollte er beachtet werden. Bei anliegenden
Spannungen kénnte der Unterschied etwas gro3er werden.

Wir bemerken, dass fir die uns interessierende Temperaturen, also unter 1000 °C
der Austenit jeweils die gréBere Dichte als der Perlit besitzt (bei gleicher
Temperatur), so dass die Differenzen in den Nennern der Ausdricke in (3.10) und

folgende nicht verschwinden.

Fur die vollstandige isotherme Umwandlung ergibt sich eine wesentliche

Vereinfachung von (3.14). Nach ,unendlich langer Zeit“ gilt

v (o) = 2 vfog) —Pe®)
(3.21) T=Xe(2) = 3Y(=) {60) - @)

(y(«0) ist die relative Langenanderung nach der vollstandigen Umwandlung). Aus
(3.21) kann eine der beiden beteiligten Dichten berechnet werden. Aus (3.21) und
(3.14) folgt dann die gut zu handhabende Formel fiir den Massenanteil der sich

bildenden Phase

(3.22) Xp(t) = ¥(t) (Y(e0) )" = |I(:o)_.l|-

Wie bereits in Kapitel 1 ausgefihrt (s. Formel (1.1)), findet sich diese Formel u.a. in
den Arbeiten [Mittemejer, Larsson / Mangard]. Dort als ,degree of transfomation®
definiert und als ,fraction transformed und Volumenanteil interpretient.

In der Praxis wird statt ,,unendlich groBBer Zeit“ eine Zeit t. so grof3 gewahlt, dass die
Umwandlung als abgeschlossen gelten kann. In den entsprechenden Formeln wird
dann o durch t. ersetzt.

In analoger Weise folgt aus (3.15) die Formel flir den Volumenanteil bei vollstandiger
isothermer Umwandlung

©28) B8 =y (M) ) @) + 1) @) + 1) = 0 T
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Im Falle einer vollstandigen isothermen Umwandlung kénnen wir aus (3.22) und
(3.23) die Abweichung zwischen Massen- und Volumenanteilen sehr gut bestimmen.
Wir erhalten aus (3.22) und (3.23) leicht

I(t) - 1 3 It,) - 2| I -1 I(t) - I(t
B2 %O =P =3 T (1= 51 -21) = 3,71 "B -2

Bei der isothermen Umwandlungen von Austenit zu Perlit gilt

(3.25) I <I(t) < I(te),

somit sind beide Seiten in der Gleichung (3.24) nichtnegativ, und die Volumenanteile
sind in diesem Falle nicht kleiner als die Massenanteile. Aus (3.24) erhalten wir auch

die maximale Abweichung, indem wir die Funktion
s-| I(to) - 8
826)  4(5)=3, 0 Ee

auf dem Intervall [l, I(t.)] untersuchen. Wie leicht nachzurechnen, nimmt die

Funktion ¢ ihr Maximum im Punkt

(327) Sy Z=é(2+\/@ )

an. Damit betragt die maximale Abweichung zwischen Volumen- und Massenanteil
bei vollstandiger isothermer Umwandlung

(3.28) d(so)-

Wir bemerken, dass die GroB3e in (3.28) nur von den Langen zu Beginn und Ende der
Umwandlung abhangt. Da die relativen Langenanderungen sehr klein sind, kann die

Wurzel in (3.27) unter Benutzung von

(3.29) /3|(to<i)-2|:1 +gl(tml)-l

naherungsweise umgeformt werden, so dass wir angenahert

(3.30) So =3 (I(t) + 1),

3 It) -1 31(tw) - |
(3.31) ¢(S°):§3(I(t:,)-|:z( =

erhalten. Mit anderen Worten, die maximale Abweichung zwischen Volumen- und
Massenanteil betragt rund drei Viertel der relativen Gesamtlangenanderung. Diese
Abweichung wird erreicht, wenn die Lange der Probe etwa ihre halbe Ausdehnung
erfahrt.

Es sei angemerkt, dass die letzten Resultate (egal ob mit oder ohne Rundung)

unabhéangig von der Stahlsorte sind, wir haben nur die Beziehung (3.25) benutzt,
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also die Eigenschaft, dass der Austenit eine gro3ere Dichte als der Perlit hat. Fir die
umgekehrte Umwandlung sind nur in (3.25) die Relationen zu wechseln und das
qualitative Resultat bleibt, nur dass jetzt der Massenanteil nicht kleiner als der
Volumenanteil ist.

Uberdies sind diese Abschatzungen auch fiir andere Umwandlungen anwendbar, so
lange nur zwei Phasen auftreten, die Umwandlung vollstandig ist, konstanter
Temperatur stattfindet und die Phasen keine groBen Dichteunterschiede aufweisen.

Sonst muss auf der Grundlage von Formel (2.15) gearbeitet werden.

Aus (3.10) erhalten wir fur die vollstdndige nicht-isotherme Umwandlung

- - PaOt=)) Po(B(t))
(3.32) 1=X(te) = { B Wte) + 1) = ) 1%@%»%@MY

woraus sich p,(6,) eliminieren lasst, mit 6, — Starttemperatur und 6(t.) —

Endtemperatur. Somit kénnen wir (3.10) umschreiben zu

3yt +1  pa(6) ) Pp(B(t)
3 ¥(te) + 1 pp(O(t)) Pa(8() - pp(B(H))”

Analog erhalten wir aus (3.12) fr den Volumenanteil

(B y) + 1) pa(8(1)) - (3 Y(tw) + 1) Py(Bi(teo))
(B y(t) + 1) (Pa(6(1)) - Po(8(1)) )

Die Formeln (3.33) und (3.34) sind unabhangig von der Art der Temperaturanderung,

(3.33) Xp(t) = {

(3.34) Pe(B(1), 1) =

es mussen wahrend der Umwandlung nur maximal zwei Phasen prasent sein.
Wir wollen auch hier die Abweichung zwischen Massen- und Volumenanteilen

abschatzen. Analog zu (3.16) erhalten wir

335)  Ipy(6). - xp(t1 < 1 AEAEEEE (1~ py(60), 1) 00

was zu keiner anderen qualitativen Aussage als nach (3.16) fuhrt: Auch far
nichtisotherme Umwandlungen sind die Unterschiede zwischen Massen- und
Volumenanteil oft vernachlassigbar.

Die Differenz zwischen Massenanteil x, und Umwandlungsgrad f aus (1.1) bei der

vollstandigen nicht-isothermen Umwandlung berechnet sich zu:

3yt +1 pa(6(t) ) PB) v
3 y(to) + 1 Pp(B(teo)) Pa(0(1) - Pp(B(1)  Vit)

Mit den nachfolgenden Uberlegungen zeigen wir, dass die Unterschiede zwischen

(3.36) Xp(t) = 1(t) = {

Massenanteil x und Umwandlungsgrad f flr nicht-isotherme Umwandlungen
durchaus nicht vernachlassigbar sein kdnnen.

16



Vorher bemerken wir: Solange keine Umwandlung stattfindet, bleibt der Massenanteil
der sich bildenden Phase null, zugleich kann sich infolge thermischer Dehnung aber
bereits der Umwandlungsgrad andern.

Auch bei ,sofort beginnenden Umwandlungen sind teils betrachliche Unterschiede
moglich, wie die folgenden Ausflhrungen zeigen. Die Daten wurden wiederum
[Roh96] enthommem.

Wir stellen uns einen beliebigen Abkuhlverlauf von 750 °C zu 250 °C fur eine
Dilatometerprobe des eutektoiden Sathls C80 vor. Dieses Temperaturintervall werde
nicht verlassen, so dass nach hinreichend groBBer Zeit eine vollstandige Umwandlung
in Perlit stattfinde. Die maximale relative Langenanderung berechnet sich dann nach
der Formel (3.6) zu

pa(750) - p(250)
Pp(250)

B37)  Yt)=3

was mit den Daten aus [Roh96] zu

(3.38) y(t.) = - 0,007708

fuhrt. Weiter nehmen wir an, dass die Abkuhlung so verlaufe, dass bei der
Temperatur 700 °C die relative Langenanderung zu einer betimmten Zeit t; genau
ein Funftel von y(t.) betrage. Nach der Formeln (3.36) erhalten wir dann

(3.39) Xp(ts) —f(ty) =- 0,251.

Unter Beachtung dessen, dass die GroBen X, zwischen O und 1 liegt (f kann
ungunstigerweise zwischenzeitlich auch negativ werden), ist die Abweichung in
(3.39) zu hoch. Insbesondere flr langsame Abkuhlverlaufe kann sich ein groBer
Fehler ergeben, bei schnelleren Abkuhlverlaufen wird dieser geringer. Gehen wir z.B.
sehr schnell auf 250 °C und halten diese Temperatur, so liegt eine isotherme

Umwandlung vor, und die GréBen x, und f stimmen — wie oben gezeigt — Uberein.

4. Zur Berechnung der Dichten als Funktionen der Temperatur

Sind die Dichten der auftretenden Phasen nicht aus anderen Quellen bekannt,
mussen sie — unter Zuhilfenahme weiterer Daten — aus den Dilatometerdaten
errechnet werden. Wir bleiben bei der Situation der vollstandigen Umwandlung des
Austenits in den Perlit beim Stahl C80, obwohl das Prinzip auch auf andere

Situationen Ubertragbar ist.
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Wir erértern zwei Méglichkeiten, wobei die erste von der Genauigkeit der Geometrie
abhangt, dafur aber keine Dichtebestimmung nach dem Archimedischen Prinzip
erfordert.

Aus dem Zusammenhang (3.6) ergibt sich durch Umstellung

a.1) 0(6) = p(By) (1 + 35",

wobei ATI die relative Langenanderung ist, die der Temperatur 0 entspricht. (Wie

oben ausgefuhrt, bezieht sich die Ausgangslange | auf die Temperatur 6,. Solange
nur Austenit vorhanden ist, sind beide Werte der Dichten in (4.1) die des Austenits.
Insofern ist es glnstig, einen Abkuhlverlauf zu wahlen, bei dem die Umwandlung
nicht zu schnell erfolgt, oder bei dem die Anfangstemperatur Uber der Perlit-
Starttemperatur liegt. Werden ein paar Temperaturen nebst zugehdrigen
Langenanderungen gemessen, so kénnen einige Werte der Dichte nach (4.1)
berechnet werden, so die Dichte p(8,) bekannt ist, worauf wir gleich zuriickkommen.
Danach kann z.B. fur den Austenit durch lineare Extrapolation eine Formel fur die
Dichte gewonnen werden.

Um die Dichte p(8,) zu berechnen, wird die Masse m der Probe bendtigt. Bei einer
zylindrischen Vollprobe werden deren Lange und AuBendurchmesser bei der
Temperatur 6, bendtigt. Bei klassischen Dilatometern lasst sich oft nur die Lange
messen. Ein Ausweg besteht darin, die Probe bei Zimmertemperatur zu vermessen
(Lange, AuBen- und Innendurchmesser bei Hohlproben). Aus dem
Ahnlichkeitsverhéltnis

(4.2) 1(6o) : da(8) = 1(8,) : d.(6,)

erhalt man den bendtigten AuBenurchmesser d.(6,), sowie analog den
Innendurchmesser d(6,). (zi steht fur Zimmertemperatur, z.B. 20°).

Somit erhalten wir das Volumen V(6,) der Probe zur Temperatur 6, und danach

m

(4.3) P(Bo) = Pa(Bo) =Yg

Zur Bestimmung der Dichte des Perlits verfahren wir analog, nur zum Ende der
Umwandlung hin, wenn kein Austenit mehr vorhanden ist, und sich der Perlit bei
weiterer Abkihlung nur noch zusammenzieht.

Eine Fehlerquelle kann darin liegen, dass die Probe zu stark von einem idealen

Zylinder (Hohlzylinder) abweicht. Daher zeigen wir eine zweite Mdoglichkeit, die
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Dichte p(6,) zu berechnen. Mit Hilfe des Archimedischen Prinzips bestimmen wir die
Dichte bei 20 °C, also p(0,), und auBerdem die Lange der Probe 1(8,), ebenfalls bei
20 °C. Aus den Uberlegungen des Punktes 2.3. folgt dann die Formel

(4.4) P(8o) = Pa(Bo) = P(6) (:%3 )%,

Analog lasst sich die Dichte des Perlits zu einer Temperatur am Ende der

Umwandlung bestimmen.

5. Einige Ergdnzungen

5.1. Verzicht auf Linearisierung des Dichte-Dehnungs-Zusammenhangs

Bisher haben wir die linearisierte Formel (2.16) verwendet, um den Zusammenhang
zwischen der relativen Langenanderung und der Dichtanderung zu beschreiben. Wir
geben an, wie sich einige Formeln andern, wenn (2.16) durch die nichtlineare

Beziehung (2.15) ersetzt wird. Anstelle von (2.17) ist dann

3
1+v \Y / Po- P

als Ausgangspunkt zu wahlen. Fir den Dilatometerversuch folgt dann anstelle von
(3.6) die Beziehung

a2 po-p
(5.2) 1= 1+—°p—-1.

Zusammen mit (2.22) und (3.8) erhalten wir fur unsere Situation der Umwandlung
von Austenit zu Perlit eine Verallgemeinerung der Formel (3.10) fur den

Massenanteil des Perlits

(5.3) Xe(l) = {ia(% (1+y(®)° -1 }p_(;;%

Die Linearisierung der letzten Formel bezlglich y ergibt sofort (3.10). Aus (5.3)
ergibt sich mit den obigen Uberlegungen die Verallgemeinerung zu (3.33) (fir

vollstandige Umwandlungen), namlich

1+ yt)®  pa(Bt) } Pp(B()
(14 Y(t))® Pp(B(t) Pa(B() - Po(B(1)"

Fir vollstandige isotherme Umwandlungen folgt aus (5.3) leicht

(1 +y)°- 1
(5.5) Xl = 1 vep -1

(5.4) Xe(t) = {
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Naherungsweise ergibt sich far ,kleine® relative Langenanderungen die
Ubereinstimmung mit dem Abbildungsgrad f aus (1.1). Die Abweichung betragt in

diesem Fall

A+yt)®-1 )
1+ V(to)® -1 Vit)’

Ein Uberschlag zeigt, dass diese Abweichung in der GréBenordnung von 0,0025 ist

(5.6) Xs(t) — 1) =

und somit toleriebar scheint. (Erfahrungsgeman Ubersteigt y(t.) dem Betrage nach
nicht 0,01. Der Ausdruck in (5.6) erreicht ein Maximum in der Nahe von vy(t) = 0,5
¥(t)-)

Bei nichtisothermer Umwandlung koénnen sich — besonders, wenn groBe
Temperaturunterschiede vorliegen — die Effekte der Umwandlung und der
thermischen Dehnung verstarken. Wir kénnen die Differenz der nach den Formeln

(3.10) und (5.3) berechneten Massenanteile bilden und erhalten

p®) . p,60)
(5.7) diff = (60 " putB()) - pycee) YO + VO).

Ein Uberschlag mit den Daten fiir den C80

(5.8) 6,=750°C, 6(t) =700 °C, 6(t.) =250 ° C, y(t) =0,2 y(t), ¥(t=) =-0,007708
fihrt unter Beachtung von [Roh96] zu

(5.9) diff = 0,052.

(Dabei wurden (3.38), (3.39) benutzt.) Diese Abweichung erscheint schon recht grof3.

Im Einzelfall ist ein Uberpriifen des méglichen Fehlers fiir eine konkrete Stahlsorte

und fur ein konkretes Temperaturintervall nétig.

5.2. Zur Mischungsregel fur den Warmeausdehnungskoeffizienten
Wir kommen kurz auf die Formeln (2.17), (2.18) zurlck, in denen ein Zusammenhang
zwischen den Dichten und dem (mittleren linearen) Warmeausdehnungskoeffizienten

enthalten ist. FUr den Dilatometerversuch (Spannung gleich null) folgt leicht

1 o - p(6 1 py - p(6
610 g EP=ae-0)+z2 0N

Es sei daran erinnert, dass p, die Dichte der Referenzkonfiguration (also bezogen
auf ) ist, wahrend p(B) und p(6,) die aktuellen Dichten sind, bezogen auf die
aktuelle Temperatur 0 bzw. auf die Referenztemperatur 6,.

Die Umstellung nach dem Warmeausdehnungskoeffizienten a ergibt leicht
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Po 1
(5.11) Y=36- eo)(p(e) p(eo))

Die Mischungsregel fur die reziproke Dichte (2.10) fuhrt zu

R I N
36 %(zg%) 2 (50 o6 ) X T

(5. 12)a——°—

3(0- 6,) Z(mm mw)*

wobei die GroBen a; geman

Pi(6o) 1 1
3(8-80) "pi®) p(8o)

die auf 6, bezogenen Warmeausdehnungskoeffizienten der i-ten Phase sind. Aus

(5.13) Q=

dem Zusammenhang (2.8) zwischen Massen- und Volumenanteilen folgen

(0 Pi(6o)
614 x=2pe,), Xor= 262 P

Unter Benutzung von (5.14) erhalten wir aus (5.12) die lineare Mischungsregel fur
den Warmeausdehnungskoeffizienten mit Hilfe der auf B, bezogenen

Volumenanteile:
(5.15) a= > p(6,) a
i=1

In Anbetracht der geringen Abweichungen zwischen Massen- und Volumenanteile —
zumindest beim Stahl — lasst sich naherungsweise auch die lineare Mischungsregel

mit den Massenanteilen verwenden.

5.3. Zur Umrechnung des Warmeausdehnungskoeffizienten auf eine andere
Bezugstemperatur

In den Ublichen Tabellen (s. z.B. [Roh96], [Ric73]) werden die (linearen mittleren)
Warmeausdehnungskoeffizienten in der Regel auf 6, = 20 °C bezogen. Da die
Referenztemperatur bei Abschreckversuchen erheblich davon abweichen kann, ist
es nétig, den Warmeausdehnungskoeffizienten auf eine andere Bezugstemperatur
8, umzurechnen. Wir gehen von den Definitionen fur die Ausdehnungskoeffizienten

aus, also von

G18) o (0) (06,
17y g (9) (8-0)).

6,)
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Aus (5.16) ergibt sich
(5.18) 1(8,) = (1 + 01, (64) (8 - 6) ) 1(60)-
Aus (5.16) und (5.17) folgt unter Beachtung von (5.18) die gesuchte Formel

g, (6)
%,(8) =77 tg, (6) (81 - 85)

(5.19)

5.4. Darstellung des Volumenanteils durch die Dichten

Die Formel fiir den Volumenanteil des Perlits (3.12) kann so umgeschrieben werden,
dass nur die Dichten des Gemischs sowie der beiden Phasen Austenit und Perlit
auftreten. (Wir betrachten wiederum die Umwandlung einer Probe, die zu Beginn nur
aus Austenit besteht, zu Perlit.) Unter Beachtung der stets angenommenen

Homogenitat und der Formel (3.6) erhalten wir aus (3.12)

_ Pa(®) - p(B)
(5.20) PoO) = (0) - po(0)

Diese Formel folgt auch sofort aus der Mischungsregel (2.9) fur die Dichte.

5.5. Darstellung des Volumenanteils durch die Langen
Wie in der Einleilung erwahnt, werden bei der Auswertung von Dilatometerversuchen

meist Formeln der Art

~ 1p(6) - 1L(®)

verwendet. In unserer Standardsituation sind p,(6) der Volumenanteil des Perlits,

1(6) - 1,(6
(12 P® =1 a0

I(6) die aktuelle Lange der Probe zur Temperatur 6, 1,(6) wund [(6) die
entsprechenden Langen, wenn die Probe nur aus Austenit bzw. Perlit bestiinde. Die
Formel (1.2) folgt aus der Anwendung der linearen Mischungsregel bezlglich der
Volumenanteile auf die aktuelle Lange der Probe. Wir wollen hier kurz der Frage
nachgehen, ob diese Formel (1.2) sich in Ubereinstimmung mit den in Punkt 3
hergeleiteten befindet.

Wir dricken die in (1.2) vorkommenden Langen mit Hilfe der zu (5.16) analogen

Formeln

(5.21) 1(B) = lo + 0 (8 - 6) o,
(5.22) 1,(8) = lop + 01, (8- 6y) I,
(5.23) 1.(B) = loa + O, (B - ) loa
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aus. Dabei sind alle Warmeausdehnungskoeffizienten auf die Starttemperatur 6,
bezogen. Aus der Versuchsanordnung ergibt sich |, = I,,. Benutzen wir fir a die
Mischungsregel (5.15), so folgt aus (1.2) und (5.21) — (5.23)

(6 - 8g) (ap - 0)

lop, - | lop, - |
(6 - 6,) (ap-aa)HTQﬁmp(e-eo)ﬂ"EQﬁ

(5.24) Po(8) = Py(60) *

Wird die Umrechnungsformel (2.11) benutzt, so erhalten wir aus (5.24) leicht

(5.25) 0.(6) = p.(6) Pp(®) Po | (6 - 69) (ap - az)
. P P

p(e)pOP (e_eo)(o(p_aa)+lQD|-_IQﬁ+ap(e_eo)lopl-_lQﬁ’
0a 0a

dabei sind p, die Dichte der Probe fur 6, (gleich der Dichte des Austenits flr 6;), py,
die Dichte des Perlits fur 6,, p,(6) und p(6) entsprechend die Dichten des Perlits
und des Gemisches fur 6. Ware die Formel (1.2) genau im Rahmen der im Punkt 3
getroffenen Annahmen, so musste der in (5.25) auf der rechten Seite bei p,(6)
stehende Faktor gleich eins sein. Anhand konkreter Dilatometerdaten ist ein

Vergleich der Formeln (1.2) und (3.12) méglich.

5.6. Beruicksichtigung von nicht umwandelnden Mischungsbestandteilen

Bisher haben wir angenommen, dass die umwandelnde Probe aus genau zwei
Komponenten (Phasen) bestehe, von denen die eine in die andere umwandele.
Verschiedentlich kann es vorkommen, dass nicht an der Umwandlung beteiligte
Mischungskomponenten vorhanden sind, wie z.B. Primarkarbid beim Stahl 100Cr6 in
Abhangigkeit von den Austenitisierungsbedingungen. Wir nehmen an, dass diese
Komponente homogen verteilt und ihr Massenanteil ¢ (0 < ¢ < 1) bekannt sei.

Eine mogliche Modellierung als Dreikomponentenmischung mit einer konstanten
Komponente entsprechend den Darlegungen im Punkt 3 erfordert die Kenntnis der
Dichte der nichtumwandelnden Phase als Funktion der Temperatur. Das kénnte auf
gréBere Probleme sto3en.

Ein anderer Weg sieht wie folgt aus:

Wir behandeln die Mischung als Zweikomponentensystem. Wir betrachten also als
erste Phase z.B. das Gemisch aus Austenit und Primarkarbid und als zweite etwa
das von Perlit und Primarkarbid. Wir verfahren wie im Punkt 3 dargelegt. Die Dichten

mussen dann in der im Punkt 4 beschriebenen Weise gewonnen werden. Nach
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Erhalt des Massenanteils fur das Gemisch Perlit / Primarkarbid, wird dieser mit der

Zahl (1 —c) multiplizient.

5.7. Mehrkomponentensysteme

Sind n > 2 Komponenten (Phasen) mit sich verandernden Anteilen an der
Umwandlung beteiligt (z.B. Austenit zu Perlit und Martensit), so fuhrt das Vorgehen
nach dem Kapitel 3 zu einem unterbestimmten Gleichungssystem fur n — 1
Variable. Selbst ein Messen der Querdehnung wurde wegen der Homogenitat keine
zusatzliche Information erbringen (Vgl. (3.5)). Theoretisch denkbar ware, eine
weitere physikalische GroBBe, z.B. den elektrischen Widerstand, simultan zu messen.
Bei n =3 kénnte dann die Evolution der Phasenanteile bestimmt werden. Dem
stehen groBe Probleme technischer Art gegenuber, wie z.B. Widerstandsmessung
bei hohen Temperaturen, starker Einfluss der chemischen Zusammensetzung,
Gewinnung der Widerstande fur die einzelnen Phasen als Funktionen der
Temperatur, geringe Unterschiede zwischen den Phasen im Vergleich zu méglichen
Stérfaktoren und Messfehlern. In der Werkstoffkunde werden daher andere Wege

gegangen (Vgl. z.B. [Mac94]).
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