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Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitat bei Stéhlen
im Konzept der Thermoelasto-Plastizitat

Michael Wolff, Michael Bohm

Zusammenfassung: In der vorliegenden Arbeit werden Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitat
(TRIP) beim Stahl im Rahmen der Kontinuumsmechanik modelliert. Das Ergebnis ist ein makroskopisches
Modell, das die Kopplung von mechanische GrdRen (Verzerrungen, Spannungen), der Temperatur und den
Phasenanteilen beschreibt. Ausgangspunkt ist ein geeignet verallgemeinertes Konzept einer spannungsfreien
Zwischenkonfiguration, die in der hier betrachteten Situation durch die Umwandlungsplastizitat hervorgerufen
wird. Aus der Clausius-Duhem-Ungleichung werden Folgerungen fiir die postulierten Materialgesetze
hergeleitet.

Das hier vorgeschlagene Modell gestattet die Einbindung unterschiedlicher Modelle fur die
Phasenumwandlungen wie auch fir die Umwandlungsplastizitat. Effekte der klassischen Plastizitat bleiben in
dieser Arbeit unberiicksichtigt, lassen sich jedoch in das vorgestellte Konzept ohne prinzipielle Schwierigkeiten
einbinden (Vgl. hierzu die Arbeit der Autoren [Wol02a]).

Diese Arbeit entstand im Rahmen des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) eingerichteten
Sonderforschungsbereiches SFB 570 ,,Distortion Engineering*“.

Die Autoren bedanken sich herzlich bei den Herren Prof. P. Haupt und Dr. D. Helm aus Kassel fur die
fruchtbaren Diskussionen zum Thema.

Summary: In this work we formulate a model the describing coupled phase change and transformation induced
plasticity (TRIP) in steel. The essential feature of the model is an appropriately generalised concept of stress-
free intermediate configuration generated by TRIP. By means of the Clausius-Duhem inequality we restrict the
set of admissible material laws.

The model permits the use of various of the known models for phase transitions as well as of TRIP. We do not
consider classical plasticity, although the present model can be adapted to allow for plastic deformations (cf.
[Wol02a]).
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1. Einfuhrung

Die vorliegende Arbeit versteht sich sowohl as Beitrag zur Materialtheorie im Kontext der Rationalen
Kontinuumsmechanik als auch als Versuch, wesentliche Seiten des Materiadverhatens von Stahl, wie
Phasenumwandiungen und Umwandlungsplastizitat in ein allgemeineres Modell der Thermoelasto-Plastizitét
einzufiigen. Dabei orientieren wir uns an dem wesentlich von Coleman und Noll (\VVgl. z.B. [Col63]) entwickelte
Konzept der Rationalen Mechanik sowie an dem einer spannungsfreien Zwischenkonfiguration bei der
Modellierung von plastischen, allgemeiner nichtelastischen Verformungen (Vgl. z.B. [Hau00]).

Stahl liegt i.a. als eine Mischung seiner Phasen (z.B. Austenit, Martensit, Perlit) vor, die sich durch ihre
Mikrostruktur unterscheiden und unterschiedliche Materialparameter besitzen. Diese Phasen werden im hier
verwendeten Modell als kontinuierlich verteilt angenommen, so daf® der Stahl als eine koexistierende Mischung
seiner Phasen (= Komponenten) erscheint, wobei Diffusionsvorgénge vernachlassigt werden. Bei thermo-
mechanischen Prozessen sind daher die mechanischen Groflen (Verzerrung, Spannung) nicht nur mit der
Temperatur sondern auch mit den Phasenanteilen wechselseitig miteinander gekoppelt. Hinzu kommt als
wesentliche Besonderheit im Materialverhalten die Umwandlungsplastizitit. Wéhrend der Phasenumwandlungen



fuhren Spannungen, die wesentlich unter den FlieRspannungen der beteiligten Phasen liegen, zu bleibenden
Verformungen.

In dieser Arbeit werden die Effekte der klassischen Plastizitit aus Platzgriinden nicht berticksichtigt (\Vgl. hierzu
[Wol02a]). Wir nehmen an, daB wahrend der ablaufenden Prozesse keine groRere mechanische Energie
eingetragen wird, wie etwa beim Walzen oder Schmieden. Fur moderate Abschreckprozesse z.B. erscheint die
Vernachléssigung der klassischen Plastizitdt gerechtfertigt.

Wir verweisen auf die sehr umfangreiche Literatur und die dort zitierten Quellen zum Material- und
Umwandlungsverhalten von Stahl: [Den83, 97], [Leb85], [Ino85], [Wan85], [Sj685], [Ino89], [Leb89a],
[Leb89b], [Bes93], [Fis96, 99], [Hun99], [Obe99], [Ron00], [Ahr00, 02], [Pie00a, b], [Vog01].

Eine Zusammenstellung von verschiedenen Umwandlungsmodellen sowie Vergleichsrechnungen finden sich in
den Arbeiten [Hun02], [Wol02c]. Diese bekannten Modelle der Phasenumwandlungen sind Spezialisierungen
unseres allgemeineren kontinuumsmechanischen Ansatzes (Vgl. Kapitel 7 der vorliegenden Arbeit).

Fur spezielle Anwendungen und Simulationen zu gekoppelten Problemen verweisen wir auf die Arbeiten
[HEmO6], [Fuh99], [Obe99], [Wol00], [Ron00], [Pie00a, b] sowie die dort zitierten Quellen.

Verschiedentlich ist es notwendig, weitere Kopplungen, z.B. mit elektromagnetischen Feldern, zu betrachten,
wie etwa beim Induktionsharten oder Elektroschweillen. Auf diese Effekte wollen wir in der vorliegenden Arbeit
nicht eingehen (vgl. [HOm97], [Fuh99], [H6m99a], [HOm99b]).

Im Anhang werden einige mathematische Begriffe und technische Definitionen erldutert, um den laufenden Text
kompakter zu halten.

2. Thermoelasto-Plastizitat mit Phasenumwandlungen - Vorbereitungen

Im Rahmen der rationalen Thermomechanik (z.B. [Col64], [Tru66], [Nol73], [Mul73], [Hau77, 98, 00], [SIu92],
[Sil97]) wollen wir ein recht allgemeines Modell fiir das thermomechanische Verhalten von (Fest-) Kérpern
unter Berucksichtigung von Phasenumwandlungen (im Sinne von koexistierenden Mischungen ohne Diffusion)
entwickeln. Sukzessive werden Spezialisierungen vorgenommen, wobei wir uns auf die Einbindung der schon
erwahnten Umwandlungsplastizitat konzentrieren.

Zuerst stellen wir bekannte, in der Folge von uns fir die Entwicklung der Materialtheorie bendtigte Begriffe
bereit. Rein mathematische Definitionen und Erlduterungen finden sich im Anhang.

Fur unsere Zwecke genlgt die folgende Definition eines Korpers, in der dieser mit seiner Referenzkonfiguration
identifiziert wird. Fur allgemeinere Darstellungen sei auf z.B. auf [Sil97], [HauOO0] verwiesen. Eine axiomatische
Darstellung der Kontinuumsmechanik auf der Basis differenzierbarer Mannigfaltigkeiten findet sich in [Ber89],
beziiglich eines alternativen Plastizitdtsmodells, das ohne Zwischenkonfiguration auskommt sei auf [Ber92, 98,
99, 02] verwiesen. Eine darauf aufbauende entsprechende Erweiterung, die Phasenumwandlungen einschliefit,
wird in [Dac02] vorgestellt.

Furein T>0 sei J:=[0, T] ein (Zeit-) Intervall, welches im weiteren fixiert sei.

Definition 2.1. (Kérper) Die AbschlieBung Q eines beschrankten Gebietes QOR" (n = 2 oder n = 3) mit
Lipschitz-stetigem Rand dQ nennen wir Kérper (in seiner Referenzkonfiguration).

Definition 2.2. (Bewegung, Deformationsgradient, Temperatur, Phasenvektor, thermokinetischer ProzeR mit
Phasenumwandlungen) Sei Q ein Korper.

(i) Eine Abbildung x : Q xJ — R" heiRt Bewegung (oder auch Deformation) des Kérpers Q , falls

a) Ot0J ist x(o, 1) : Q - X(Q, ) bijektiv;

b) XD Cpyd: '@,

2
c) O tOJ  besitzt die Jacobi-Matrix Ox(e, t) : Q — R" eine positive Determinante. Ox wird
Deformationsgradient genannt und oft mit F bezeichnet.

(i) Eine Abbildung 6: Q xJ - R heilt (absolute) Temperatur des Kérpers Q, falls
a) 80 Cppy(J; CHQ).

b) Ot0y, 0&OQ B(¢, t) > 0.

(iii) Eine Abbildung p: Q xJ — R™(m > 2) heiBt Phasenvektor des Korpers Q, falls

) pOCHM [C@IM.



b) Fir alle (&,t) 0 Q xJ gelten die folgende Bilanz sowie die Nichtnegativitatsbedingungen:

@) S pt

(2.2) Ip,_zlo fur i=1,...,m

(iv) Ein Tripel (x, 8, p) mit X Bewegung, 6 Temperatur und p Phasenvektor des Kérpers Q heift
thermokinetischer ProzeR mit Phasenumwandlungen auf QxJ. SinngemaB verstehen wir einen

thermokinetischen ProzeR auf QxJ; mit J;0J.

Bemerkung 2.3. Ein thermokinetischer Prozel3 mit Phasenumwandlungen (X, 6, p) bestimmt eindeutig einen
ProzeR (F, 6, p) mit F = Ox. Wird in der Folge von einem thermokinetischen ProzeR (F, 6, p) (mit F
aufgefal3t als Deformationsgradient) gesprochen, so wird dabei stets vorausgesetzt, dal’ eine Bewegung X mit
den Eigenschaften in Definition 2.2.(i) existiert, die eindeutig F = 0x definiert.

Die Glattheitsvoraussetzungen an X, 6 und p wurden im Hinblick auf die aus der Clausius-Duhem-
Ungleichung (2.15) zu ziehenden SchluRfolgerungen (Satz 4.4.) gewahlt. Fir die Bilanzgleichungen sind
hingegen stérkere Glattheitsvoraussetzungen erforderlich (vgl. (2.9) — (2.15)).

Wihrend bei allgemeinen Mischungen oft mit den Massenkonzentrationen gearbeitet wird, werden bei den
Phasen des Stahls meist die Volumenkonzentrationen bevorzugt. Daher sprechen wir von Phasenanteilen. Ohne
Probleme ware natirlich auch eine Darlegung des Folgenden mit Massenkonzentrationen méglich.

Wir verwenden zur Beschreibung der Bewegung die Lagrange-Darstellung

(2.3) x=X(E 1) £0Q, t0J.
In (2.3) ist x die Eulersche, & die Lagrangesche Koordinate. Wir listen einige allgemein bekannte, von der
Bewegung abgeleitete GréRen auf:

(24)  u(Et)=xE )-¢ fr (&, )0QxJ Verschiebung(svektor),

(2.5) F(E t) =0 x(&, 1) Deformationsgradient,

(2.6) = F F, (B=FF" rechter (linker) Cauchy-Green-Tensor,

2.7y E:= 5 (OQu+ 0Ou"+ 0Ou' Ou) = % (FTF-1) Greenscher Verzerrungstensor,

(2.8) E_:= % (Ou + Ou") linearisierter Greenscher Verzerrungstensor.

Aus den Bilanzen fur Impuls, Drehimpuls, Energie und Entropie werden die Bewegungs-,
Warmeleitungsgleichung und Entropieungleichung (Clausius-Duhem-Ungleichung) in der Ublichen Weise
gewonnen (vgl. z.B. [Hau00], [Wil98], [Sil97], [Mar83], [Nol73], [Tru66] und die dort zitierten Quellen).
AuBerdem fligen wir die Bilanzgleichungen fur (spezielle) Mischungen hinzu. Wir unterstellen die nétige
Glattheit. Ausgedruckt in Lagrange-Koordinaten lauten diese Beziehungen:

09) oo SHE 1 - div (1 + ) SE 0) = €5, 9 in Qx10, [

(2.10) s=s' in Qx10, T[,

(211) po®) GelE, 0+ diva(E, 0= (1+ 00) SE )+ 0 G + (&, 9 in @ x10,T[,

(212 TPEH=OE Y+ 0E Y in Qx0T

(2.13) 3 ®=0 in Qx]0, T[,
i=1

(2.14) E ¢;=0 in Qx10, T[,
i=1

(215) - po® S U(E D - PoB) NE T 8GE O+ (1 + TU) SE 1y 0 - 2e820 in Qx10, TL.

Hierbei sind:

Po - Dichte im Referenzustand, also fiir t=0 (und somit fir 6 = 6y), S - zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungs-
Tensor, f — Volumendichte der duReren Kréfte, r — Volumendichte der duBeren Warmequellen (beide bezogen
auf Referenzzustand Q), e - Massendichte der inneren Energie, ¢ - Warmestromdichtevektor (alles bezogen auf
Lagrangesche Koordinaten), | — Einheitstensor, ®; — (Volumen-) Produktionsdichte der i-ten Phase, ¢; — &uRere
Volumenquelldichte der i-ten Phase, n - Massendichte der Entropie, W - spezifische freie innere Energie (:=
Massendichte der Potentiellen Energie), dabei gilt —wie allgemein tblich - per definitionem der Zusammenhang

3



Y:=e-0n.

Bemerkungen 2.4. (i) Da wir hier nur Mischungen ohne Diffusion betrachten, wie bei der Modellierung von
Phaseniibergdngen in Stahl allgemein 0blich, erscheint die Entropieungleichung (auch Clausius-Duhem-
Ungleichung genannt) in der Form (2.15) gerechtfertigt (vgl. z.B. [Hau00], [Mul73]). Im selben Ort und zur
selben Zeit bekommen alle Phasen die gleiche Bewegung, Spannung, Temperatur, Energie-, Entropiedichten
usw. zugeschrieben. In den Bilanzgleichungen fur die Phasen (2.12) treten keine Ortsgradienten derselben auf,
was mit der Nichtannahme einer Diffusion der Phasen konsistent ist.

(i) In der Regel sind bei Mischungen die &uBeren Quelldichten ¢; gleich null. Aus theoretischen Grinden
lassen wir von null verschiedene Quellen zu. Durch Wahl geeigneter Quellen in den Bilanzgleichungen (2.9),
(2.11), (2.12) wird jeder thermokinetische ProzelR mit Phasenumwandlungen nach Definition 2.3. auch zu einem
real moglichen. Diese Willkir wird bei der Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung benétigt (vgl. z.B.
[Hau77], [Sil97]).

In der Plastizitat wird mit einem ,,endlichen Gedachtnis“ gearbeitet. Daher benétigen wir die Geschichte hier in
der folgenden Form.

2
Fir eine Funktion v:J - L (L :=R, R", R") definieren wir die Geschichte (total history [Coleman])
v':[0,t] — L der Funktion v fir tO[0, T] durch

(2.16) Vi(s) := v(t-s) fir 0<s<t
und die Vorgeschichte (difference history) vg :[0,t] - L durch
(2.17) Vi(S) = Vi(s) — V() fir 0<s<t.

3. Thermoelasto-Plastizitat mit Phasenumwandlungen — allgemeines Konzept

Wir gehen vom Plastizitdtsmodell aus, das auf einer lokal spannungsfreien Zwischenkonfiguration (s. z.B.
[Hau00]) basiert, und versuchen, die Phasenumwandlungen in dieses Modell zu integrieren. An dieser Stelle
unterscheiden wir noch nicht zwischen (klassischer) Plastizitdt und Umwandlungsplastizitat, beides kann sich
hinter ,,inelastisch* verbergen. In den Formeln (5.5) und (6.4) werden Spezialisierungen vorgenommen.

Fur die folgenden GroRen bringen wir zuerst die mathematische Formulierung und danach die
thermomechanische Interpretation.

Definition 3.1. (Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten, Zwischenkonfiguration) Seien X eine

Bewegung und F =[x zugehdriger Deformationsgradient eines Korpers Q gemaR Definition 2.2. sowie
N

31 F =FeFin
eine multiplikative Zerlegung von F in zwei stiickweise stetig differenzierbare (beziglich t) Faktoren. Dann
definieren wir

T T

(3.2) Cin:= Fin Fini Bin := Fin Fypps
1,.T
(33) Ein :ZE(Fin Fin—1 )1
(3.4) E:= F,: E F”f (E - Greenscher Verzerrungstensor gemaB (2.7)),
A 1 AT A

(3-5) Ee:= 2 (F[eFte - I),

TA
(3.6) Ete 1= Fip, Ete Fin.

Die Abbildung (&, t) - Fin(&, t) heillt Zwischenkonfiguration.

Die mechanische Interpretation und die verbale Bezeichnung der soeben eingefiihrten GréRen erfolgen in
Bemerkung 3.3.

Folgerungen 3.2. (i) Offenbar gilt
(3.7) E=E.+E,.

(i) Eine Zerlegung (3.1) ist stets moglich, z.B. durch Ete :=F und F;,:= 1. Ebenso ist klar, daB eine Zerlegung
(3.1) nicht eindeutig sein kann. Denn neben (3.1) kann auch geschrieben werden

(3.8) F = (Fe Q") (QFw),

wobei Q:J - SO(n) stlickweise stetig differenzierbar ist.

Wie leicht ersichtlich, sind die GroBen Ci, Ei, Ee Vvon einer solchen hinzugefuigten Orthogonalmatrix
unabhéngig. Wird F;, gemaR



(3.9) Fin = RinUin

in einen rotatorischen und einen Dehnungsanteil zerlegt — analog wie fir F selbst dblich, so bedeutet das
Einfugen einer Orthogonalmatrix nach (3.8), daB R;, durch QRj, zu ersetzen ist. Es tritt also eine mdgliche
zusétzliche Rotation der Zwischenkonfiguration auf.

Wir kommen zur thermomechanischen Interpretation der soeben eingeflhrten, zundchst formalen Groien.

Bemerkungen 3.3. (i) Hinter der Zerlegung (3.1) steht das Konzept, die Bewegung eines Kdrpers aufzuteilen in
eine plastische oder allgemeiner inelastische und in eine thermoelastische (vgl. [Tin73], [Slu92], [Mie93],
[Hau00] und die dort zitierten Quellen). Daher wahlen wir die Bezeichnungen der Indices te* fir
thermoelastisch und  ,in“  fir inelastisch. Im allgemeinen wird die Zwischenkonfiguration als lokal

spannungsfrei angenommen. Das fiihrt dann dazu, dal? i.a. F;, nicht Gradient einer Bewegung ist, ebenso /Iéte (s.
die folgenden Beispiele). Trotzdem wird oft vom elastischen (oder thermoelastischen) und plastischen (oder
inelastischen) Deformationsgradienten gesprochen. Ebenso werden die GroRen in (3.2), (3.3) und (3.6) als
rechter bzw. linker inelastischer Cauchy-Green-Tensor, inelastischer bzw. thermoelastischer Greenscher
Verzerrungstensor bezeichnet. Auf der Zwischenkonfiguration operierende GroRen erhalten zur Kennzeichnung
ein Dach.

(i) Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S 4Rt sich auf die Zwischenkonfiguration geman

A T
(3.10) S=FnSF,

umrechnen (s. z.B. [Hau00]). Diese Ubergangsformel ist konsistent mit der in Folgerung 3.2. (ii) beschriebenen
Maoglichkeit, die Zwischenkonfiguration einer starren Bewegung zu unterwerfen. Wir wirden dann

N T N
(311) S e = QFin S Fin Q"= Q Sy Q"
erhalten.
(iii) In der Modellierung des Materialverhaltens auf der Grundlage einer Zwischenkonfiguration wird

angenommem, daf § eine Funktion von ﬁe ist, sowie der Temperatur und — wie es weiter unten geschehen
wird — der Phasenanteile. Die Zwischenkonfiguration wird — bis auf starre Bewegungen — als Ergebnis der
bisherigen Geschichte des thermokinetischen Prozesses angenommen. Dieser Zusammenhang ist also
materialspezifisch.

Zur weiteren Diskussion des Konzeptes der Zwischenkonfiguration sei auf die Literatur (z.B. [Hau00], [Hau98],

[Mie93], [SIu92]) sowie auf [Ber02] mit einer kritischen Sicht) verwiesen.

Definition 3.4. (Materialgesetze) Ein Korper Q heift homogen thermoelastisch-plastisch mit
Phasenumwandlungen ohne Diffusion, falls die GréRen Ej, § g, Y, n, y die folgenden Darstellungen besitzen

-~ t t t
(312) Ein = Ein(de edy Fa ey Dey py (Fin)dv Fin)v
N X N

(3.13) S=S(Fe 6, 06, p, det Fy),
(3.14) W= §(Fw 6, 06, p, det Fiy),
(3.15) N =N (Fe 6, 06, p, det Fiv),

~ t t
(316) q = q(Fd1 edy Fy 61 Dea p)a

~ bt .
(317) CD = qJ(de ed1 Fa ey e [l Dey p),

wobei die Ei, S, $, 1, G, ® den Korper charakterisierende Funktionen sind. Zusatzlich seien E, und S
symmetrische Tensorfunktionen.

Bemerkungen 3.5. (i) Es gelten neben den Beziehungen (3.12) — (3.17) die vorigen ,kinematischen*
Beziehungen, insbesondere (3.7) und (3.3). Zusammen mit (3.3) definiert (3.12) die Zwischenkonfiguration F;,

N
und somit E;, und F, implizit. Daher wollen wir voraussetzen, daf} fiir einen gegebenen thermokinetischen

ProzeR (F, 6, p) (vgl. Bem. 2.3.) eindeutig F;, (und damit auch E;, und /Iéte) durch (3.9) und (3.3) bestimmt ist,
bis auf die schon erwdhnte mdgliche orthogonale Transfomation gemé&R (3.8). Die Definition (3.12) ist
allgemeiner als z.B. E;, = Em(Fg, 9;, F, 6, 06, p), umfaBt aber konkrete Modelle, wie weiter unten sichtbar wird.

(ii) Durch die Beziehung (3.13) wird ausgedrickt, daf® sich der Korper beziglich der Zwischenkonfiguration
thermoelastisch verhélt. Die Abhéngigkeit von p a8t Umwandlungsspannungen zu.



Die Abhédngigkeit von  det Fj, ist ndtig, um auch den Fall einer nicht volumenerhaltenden
Zwischenkonfiguration zu modellieren.

Aus (3.13) folgt auch, dal’ es i.a. keinen eindeutigen Zusammenhang zwischen Spannungen und (Gesamt-)
Deformation gibt.

(iii) Wir lassen in (3.17) eine Abhdngigkeit von 0° zu, da diese in verschiedenen Modellen fur
Phasenunwandlungen auftritt. Aufgrund der Aquiprasenzregel tritt in (3.17) der Gradient von 6 auf. In den
bekannten Phasenumwandlungsmodellen tritt eine solche Abhéngigkeit nicht auf (s. Punkt 7).

Aus der Folgerung 3.2. (ii), der Bemerkung 3.3. (ii) sowie der Definition 3.4. ergeben sich folgende
Invarianzeigenschaften fir die Materialfunktionale, die Einschrdnkungen der Materialgesetze aus Definition 3.4.
darstellen.

Folgerungen 3.6. Seien QDCFl)W([O, T]; SO(n)) beliebig und (F, 6, p) ein beliebiger thermokinetischer Prozef3

mit Phasenumwandlungen gemé&R Definition 2.3. und Bemerkung 2.3. Dann gelten flr die Materialfunktionale in
Defintion 3.4.

() Exn(Fy B F. 8, 08, p, (Figy Fir) = En(F. O, F. 8, 06, p, (QFi)gy QFi)
(ii) Q g(lléte, 8,08, p, det Fi)) Q" = g(lléteQT, 8, 08, p, det Fiy),

(iii) fp(gte, 8, 06, p, det Fy) = @(ﬁeQT, 8, 08, p, det Fiy),

(iv) n (Qte, 8,08, p, det Fiy) =1 (QteQT, 8, 08, p, det Fiy).

Weitere Einschrankungen an die Materialgesetze beinhaltet die folgende Annahme.

Annahme 3.7. (Prinzip des endlichen Gedé&chtnisses) Wir bezeichnen

2 2
D= L4J0, [, R") x L%(]0, t[, R) x R" xR x R"x R™ 0t0]o, T].
Die Funktionen in der Definition 3.4.

S:RTxRxR"xR"xR _ R, 7:RTxRxR'xR"xR - R,

_ ~ 2 2

q:D; -~ R",  ®:L%]0,t[, R") x L0, [, R) x R" x Rx Rx R"xR™ -, R"
seien fir alle tJ]O, T] stetig, die Funktionen

~ 2 ~ 2 2 2

P:R" xRxR"xR"xR - R, Ep:DyxL%]0,t[ R")xR" _ R"
seien fir alle t0]0, T] stetig Fréchet-differenzierbar.

Die Wahl der L%-Raume anstelle von R&aumen stetiger Funktionen erklart sich damit, daB bei der
Beriicksichtigung der Vorgeschichte eine Mittelung erfolgt, die durch die Norm in L? gut zu erfassen ist.

4. Konsequenzen ausder Clausius-Duhem-Ungleichung

Die Clausius-Duhem-Ungleichung soll fir alle thermokinetischen Prozesse mit Phasenumwandlungen (vgl.
Definition 2.2.) gelten. Das fiihrt zu weiteren Einschrankungen in den Materialfunktionalen in der Definition 3.4.
Hierbei beschreiten wir den von Coleman / Noll vorgeschlagenen Weg zur Auswertung der Entropie-
Ungleichung (vgl. z.B. [Col64], [Nol73], [Hau77]). Das von Muller / Liu vorgeschlagene alternative Herangehen
(s. [Mul73]) wird in dieser Arbeit nicht verfolgt.

Wir erhalten Resultate, die analog zu denen fur Materialien ohne Phasen (d.h., Mischungskomponenten) sind.
Zuerst treffen wir technische Vorbereitungen.

Definition 4.1. Seien Q ein Kérper gemaR Definition 3.4., (F, 8, p) ein thermokinetischer ProzeR auf Q x [0, t]

und €0Q beliebig. Ein thermokinetischer ProzeR (F, 8, p) auf Q x[0,t+s] mit 0<s und t+s<T heilt
thermoelastische Fortsetzung bei eingefrorenen Phasenanteilen im Punkt §0Q des Prozesses (F, 6, p) von

Q x[0, 1] auf Q x [0, t + 5], falls gelten

(4.1) F, B auf [t t+s] stetig differenzierbar;

(42) Dosts<t : FED=FE, 8¢ 1) =6 1), P& 1) =p(E 1),
(43) Otstst+s Fin(€, 1) = Fin(&, 1), P, 1) =p(E, 1);



Die folgende Annahme postuliert die Existenz einer Fortsetzung el nes thermokinetischen Prozesses, die in eéinem
frei gewdhltem Punkt &Q die Zwischenkonfiguration (zeitlich) nicht &ndert. AuRerdem sollen Fortsetzungen,
die , in einem Punkt dicht* bei einer solchen liegen, die Zwischenkonfiguration ebenfalls nicht in diesem Punkt
&ndern. Diese Annahmen sind Materialannahmen, die zum Beweis der Konsequenzen aus der Clausius-Duhem-
Ungleichung bendtigt werden. In der Folge sei 0 <t<T.

Annahme4.2. Seien Q ein Korper gemaR Definition 3.4. und (F, 6, p) ein thermokinetischer ProzeR auf

Q x [0, t]. Dann existiert eine thermoelastische Fortsetzung bei eingefrorenen Phasenanteilen (F, 8, p) des
gegebenen Prozesses (F, 8, p) gemaR Definition 4.1. von Q x [0, t] auf Q x [0, t + s] in einem beliebigen
£0Q, wobei 0<s und t+s<T.AuRerdem existiert ein 0<s‘(F, 8, P, &) <s und firalle 0 <o <s‘ existiert
ein y=Vy(F, 6, P, &. 0) >0, so daR folgende Aussage gilt:

Sei der thermokinetischer ProzeR (G, w, m) auf Q x [0, t+ a] mit 0 <o <s* eine Fortsetzung von (F, 8, p)
von [0, t] auf [0, t+ o] mit

(44) 0 TD[t, t+ O'] : T[(E, '[) = ﬁ(é, T) (: p(a' t) — COﬂSt.!),
(4.5) max {IIGE 1) FE 1)) +|w(E 1) -8E, 1)} <,
(|l sei die euklidische Norm in R™),

Dannist (G, w, T ein thermokinetischer ProzeR (G, w, 1) auf Q x [0, t + o] mit:
(4.6) OO0, t + o] : Gin(&, T) = Gin(&, 1).

Bemer kungen 4.3. (Kommentare zur Definition 4.1. und zur Annahme 4.2.)

(i) Ein Einfrieren der Phasenanteile in der thermoelastischen Fortsetzung erscheint sinnvoll, weil die Umwand-
lungsplastizitat in den géngigen Modellen keine FlieRgrenze hat (s. Punkt 6). Daher konnen schon kleine
Anderungen in den Phasenanteilen die Zwischenkonfiguration verandern, was wir aus mathematischen Griinden
bei obiger Fortsetzungsprozedur ausschlielen wollen, um den Satz 4.4. zu beweisen. Wir haben daher die Idee
einer thermoelastischen Fortsetzung von Ting [Tin73] erweitert.

(i) Ein weiterer Vorteil der konstanten Fortsetzung von p besteht darin, daB in (3.17) eine Abhéngigkeit von 6"
zugelassen werden kann, die zum einen bei Anwendungen auftritt (Vgl. Punkt 7) und zum anderen die Aussagen
des Satzes 4.4. nicht gefahrdet.

(i) Aus mathematischen Griinden wird in der Definition 4.1. die Forderung (4.1) erhoben.

In [Tin73] werden die Folgerungen aus der Clausius-Duhem-Ungleichung fur einen allgemeineren
Materialansatz ohne Phasenumwandlungen hergeleitet. Wir wollen einen analogen Satz fur unseren
Materialansatz beweisen. Fir Materialien mit nachlassendem Gedé&chtnis (ohne Phasenumwandlungen) wurde
ein solcher Satz in [Col64] bewiesen, s.a. [Hau77], [Sil97].

Satz 4.4. (Verallgemeinerte Spannungs- und Entropie-Beziehungen) Sei Q ein Korper gemaR der Definition
3.4. und den Annahmen 3.7., 4.2. Dann gelten fur jeden thermokinetischen ProzeR (F, 6, p) die nachfolgenden
Beziehungen:

~ N\
4.7) W= 0(Fe 6, p, det Fir),
(4.8) S =S(Fe 0, p, det Fy),
(4.9) N = N(Fe 6, p, det Fin),
A A A1 ~ A
(4.10) S(Fte, 6, p, det Fi) = po Fye agtew(Fte, 0, p, det F),
~ N -~ N
(411) r](Fte, 6, P, det Fin) =- aellJ(Fte, 6, P, det Fin)y
(4.12) SG(F,, 0, F, 6,006, p)+ 06 <0

fur alle E0Q und tO]0, T[. AuBerdem gilt fur jeden thermokinetischen Prozel}
(E, 6, p) mit 6 stetig differenzierbar bzgl. t die reduzierte Disspationsungleichung



-1
dF. ~
dEin oy ~ w d 1~
(4.13) S+ @ 2(q FinS)* En-Pogy (P+9) - Pog oy (det i) - 5+ 0020

inallen £0Q und allen den td]0, T[, in denen (E, 6, p) sowie E;, differenzierbar ist.

Wir schicken dem Beweis dieses Satzes zwei technische Lemmata voraus. Das erste ist trivial.

Lemma4.5. Es seien b, t und s beliebig gegeben mit b und s positiv.
Dann gelten fur die Funktion

(4.14) h(t) = 2 (1 —exp(EE2y) fur TO[t t + 5]

die Eigenschaften

(4.15) h(t) = 0, hit+s)=0,  h®=1, het+s) = -1,
(4.16) Ih(r)] < 2fir T0O[t, t +5].

In der Folge seien 0 <t<T <o, 0<s, t+s<T.

Lemma 4.6. Sei Q ein Koérper gemaR Definition 3.4. Sei (F, 8, p), thermoelastische Fortsetzung eines

gegebenen thermokinetischen Prozesses (F, 8, p) gemiR Annahme 4.2. von Q x [0, t] auf Q x [0, t + s] in
einem beliebigen Punkt &0Q. Dann existiert ein 0 < 0 <, so daf folgende Aussage gilt:

2
Fir jedes 0 < o* < o, fiir jedes € > 0, fiir beliebige AOR™, aOR" und aOR existiert ein thermokinetischer

ProzeB (G, w, 1) auf Q x [0, t + o], der Fortsetzung von (F, 8, p) auf [t t+ o*] ist und folgende
Eigenschaften besitzt:

(4.17) GE,t+0°)=F (& t+0Y), W&, t+0°) =08, t+a"), OwE, t+0°) =00 (&, t+0°),
(4.18) Ot<tst+o* Gi& 1) = Fin®. ) (=Fi®& 1), T(E 1) =p(E, 1) (=PE 1)),
(4.19) G‘(¢E, t+0) = A, w(@E t+o)=aq, Ow'(€ t+0°) =4,

(4.20) IFy %€ -Gy “E ") lI<e,

(4.21) 18 O € ) -y CE ) lI<e,

2
(Il Normin L%0, T; R™) bzw.in L%0, T; R), * — Ableitung nach der Zeit)

Beweis: Nach Annahme 4.2. existiert fiir (F, 8, p)) und fir jedes £0Q ein

0<s‘(F,8,p,&<s undfiralle 0<o*<s* existiertein y=y(F, 8, P, & o*) >0, so daB die dortigen Aussagen
2

erfullt sind. Seien nun 0<o*<s‘, €>0, AOR", aOR" und adR beliebig gegeben. Fir dieses ¢ (anstelle
von s) und ein noch zu bestimmendes b > 0 konstruieren wir mit Hilfe der Funktion h aus Lemma 4.4. eine
Funktion (G, w, 1) in folgender Weise:

(4.22) (G(X, 1), (X, T), T(X, 1)) = (F(X, 1), 8(X, T), p(X, 1)) auf Q x [0, ],
(4.23) G(x, 1) :=F(x, ) =h(t) (A-F'(E,t+0%)) auf Q x[t, t+a*],
(4.24) w(x, ) :=0(x, T) =h(1) (a -8, t+0*) + h(t) (@] x-&) +

— (088, t+0°) | x- &) LIx - &ll) auf Q x[t, t+0],
(4.25) (X, T) == p(X, t) auf Q x [t, t+o*].

Dabei sind (* | *) das Skalarproduktin R" und Z:R" - [0, 1] eine glatte Schnittfunktion mit Trager in

B;(0)OR" und T =1 auf E%(O). Es 4Rt sich zeigen, daR die so konstruierte Funktion (G, w, ) den

behaupteten Anforderungen gentgt. Fiir die technischen Details verweisen wir auf [Wol02a].

Beweisvon Satz 4.4.: Die tragende Séaule des Beweises ist die Tatsache, daB aus
ab+c=0 fur alle bOR



die Aussagen

a=0 und c=0
folgen. Mit dieser Idee wird auch der entsprechende Satz in [Col64] bewiesen. Aufwendig sind die technischen
Details, die in Abhangigkeit von den konkreten Ansétzen fiir die Materialfunktionale variieren.

Sei (F, 0, p) ein beliebiger thermokinetischer ProzeR auf Q x [0, t] (t0]0, T[). Firr jedes E0Q existiert eine

thermoelastische Fortsetzung (bei eingefrorenen Phasenanteilen) (F, 8, p) auf Q x[0,t+s] (t<s<T) nach dezr

Annahme 4.2. Nach Lemma 4.6. gibt es ein 0 < g <'s, so daR fiir beliebig gegebene 0 < o* < g, £€>0, AOR",
alR", aOR eine Fortsetzung (G, w M von (F, 6, p) auf [t, t + ¢‘] mit den in diesem Lemma behaupteten
Eigenschaften existiert.

Dann gilt fir (G, w, M) im Punkt (&, t + o) die Clausius-Duhem-Ungleichung (2.15), wobei die Gréf3en dort

auf die Referenzkonfiguratin bezogen sind. Somit ist die Beziehung (3.10) zu verwenden, um zu § zu gelangen.

Wir berechnen die (totale) Ableitung %JJ fur die Argumente (éte, w M im Punkt (&, t+ o) bzw. im
entsprechenden Punkt der Zwischenkonfiguration:
d~ ~ dA ~ ~ ~ 1 ~ ~
(426) allJ = aetelp o0 aGte"' aellJ o + 0 Pea= aetelp o A Gin + aellJ o + 0pg Pra=
=0p TG+ A+ 0o+ e a
Dabei wird benutzt, daB auf [t, t + o‘] die Phasenanteile in & konstant sind. Ebenso sind auf [t, t + ¢‘] die
Zwischenkonfiguration in & und ihre Determinante konstant.

Zusammenfassend erhalten wir aus der Clausius-Duhem-Ungleichung (2.15) unter Beachtung von (3.10), (4.31)
sowie Definition 3.4. (die Argumente & und t+ c* werden unterdriickt)

A AN T -~ A T
(4.27) { G S( Gie, w, Owy, T, det Gip) Gjp, - Po a’,étellJ( Gier @ Ow, 10 det Gj) Gy, oo A+

~ N ~ N
-{ P00 Y( Gre, 0, o, T, det Giy) + po N( Gre, 0 Dy 1T det Gip) o +
t+o'  t+o’

~ A 1~
- Po O W( Gre, 0, o, T, det Gip) *a- 5 a( Gy, wy , G, w Uy 1) » Dw 2 0.
Aus den Eigenschaften (3.32) fir (G, w, 1) folgt dann sofort (ebenfalls fiir die Argumente & und t+ o)

N~ N AN
T, - T
(428) { Fte S( FIEI e, De! p, det Fin) I:|n - pO allétel*p( FIEI e, De! p, det Fin) F|n } A+
N N

- { poae (D( Et(?a éy Dév 51 det I—:in) + pO ﬁ( Et(?a éy Dév 51 det I—:in) } a+

N
-~ = = - 1 . 40 =40’ = = = _
- Po O I Fee. 8, 06, B, det Fi) e a -5 a(Fy ., 8y, F. B, 08,p) » 06 +
1~ . o _ 1 L 40 40 = = _— _
{5 (Gy", g F.B,08,p) 06 - 5a(Fy°, 0", F8 8} 06 20.
Die Ausdriicke vor A, o und a sowie der letzte Term in der dritten Zeile von (4.28) hangen nicht von A, a

und a ab. Wegen der Stetigkeit von q und der Eigenschaften (4.20), (4.21) laRt sich fiir gegebenes o, A, a, a
der Ausdruck in der vierten Zeile von (4.28) dem Betrage nach Kkleiner als ein frei gewéhltes & >0 machen. Es
muB nur das € in (4.20), (4.21) klein sein. Die Ungleichungen (4.24), (4.25) zeigen, daf? das auf Kosten der
Wahl des Parameters b fir die Hilfsfunktion h aus (4.14) geschieht. Somit erhalten wir aus (4.28) die

Behauptungen (4.7) — (4.12) fiir die Argumente & und t + o*. Die Stetigkeit von (E, 8, p) sowie der

Funktionen S, aetelTJ, ds P, N sichern den Grenzilbergang fiir o — 0 und wir erhalten (4.7) — (4.11). Weiter

gelten, wie sich leicht nachpriifen 143t — unter Beachtung der Definition der Vorgeschichte und des Satzes von
Lebesgue -

ﬁgd - Ffj, ﬁgd - efj in der L2Norm fiir o* - 0.

Somit folgt auch (4.12) wegen der Stetigkeit von q.

Zum Beweis der reduzierten Dissipationsungleichung (4.13):

Aus der Clausius-Duhem-Ungleichung (2.15) folgt (durch Umformen des Dissipationsterms)

(4.29) - Pol®) g WEE, D) - ol®) N(E, 1) 5 BE, ) + SE ) = G E -5 0020,

Wir betrachten (4.29) in den t, in denen unter Beachtung der Glattheitsvoraussetzungen die Differentiationen
nach t ausflhrbar sind. Wegen (4.10), (4.11) folgt aus (4.29) dann

9



NN d/\ d 1
(4.30) -FieS*v G Fee- poap (@ + 0) - poﬁtpaa(detﬁn)+S"aE-§q-D620.

Ein Umrechnen der mit einem Dach versehenen GroRen auf die entsprechenden ohne Dach und weitere
Umformungen liefern (4.13).

Der Satz 4.4. gestattet eine Umformulierung der Warmeleitungsgleichung (2.11).

Folgerung 4.7. (Vereinfachung der Wérmeleitungsgleichung) Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.4. ist die
Warmeleitungsgleichung (2.11) dquivalent zu

de . oS dE -1dFn
(4.31) PoCeq +diVa =055 5 + 5o Lo F1%n (S~ eae))-- Eee +
6FT
in da d Jde ~ .
+OFS 59+ GiFte - Po i(det Fin) - poge (P + ) +r in Qx]0, T[

mit c:= % (spezifische Wé&rme).

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich durch Ausnutzen der Bedingung (2.3) fiir den Term der Dissipation

infolge der Phasenumwandlungen. So kénnen z.B. p,, und ®,, durch die restlichen Phasenanteile ausgedriickt
werden. Mit

N m-1
€ (P1, - Pma) = €(p) und -y
i=1
erhalten wir
m - 1 ’\
(4.32) -poap(¢+¢)—-poz—(¢ +¢0).
=1
In Anlehnung und Verallgemeinerung (Vgl. z.B. [HOom96]) nennen wir die GroRen
. Oe_ e de _ )
L= o, (dpi apm) i=1,..,m-1

latente Warmen fir die Umwandlung der m-ten in die i-te Phase.

Vorlaufige Zusammenfassung: Ausgehend von den Bilanzgleichungen (2.9) — (2.14), den Materialgesetzen
(3.12) — (3.17) sowie der Einschrdnkungen des Satzes 4.4. und der Folgerung 4.7. kommen wir zu den
Grundgleichungen fur dle Thermoelasto-Plastizitdt mit Phasenumwandlungen:

(4.33) p -div((I +Ou) S) =f in Qx10, T[,
[o[¢] . dE -1 dFip
(4.34) PoCe g + div @ :eg-- d;‘3+s- +2(Fn g (S-6 e))-- Ee +
0Fi1;‘ de m- 1 /\ )
+0FS 55 thte PO Jdec Fr) )dt(detFm) Po z (CD +d)+r inQx]0, Tl
= 1
(4.35) Lp=d +0, i=1,.,m-1 in Qx]0,T[,
o t it t
(436) Ein = Ein(de edy Fa ey Dev pv (Fin)dv Fin)v
~ N
(4.37) P = P(Fe 6, p, det Fiy),
~ t t
(438) q = q(Fd! edl F| e, De, p),
—~ t t .
(4.39) o= CD(Fd, 0y F, 6, 6%, 08, p),
(4.40) S=poFi a qJ(Fte. 8, p, det Fiy) |:
N
(4.41) =3(F1Fn—1),  E=Ee+Epn E:=3(0u+0u"+0u" Ou), Fe=FF;.

Die auReren Quellen gelten als gegeben, Anfangs- und Randwerte fir u, 6, p sind hinzuzufugen.

5. Weitere Spezialisierungen

Wir wollen jetzt die allgemeinen Ansatze in der Definition 3.4. und am Ende des vorherigen Kapitels weiter
spezialisieren. Die experimentelle Erfahrung sagt, daf inelastische Umformungen (bei angenommener
konstanter Temperatur und eingefrorenen Phasenanteilen) volumenerhaltend sind Wir setzen daher

(5.1) detFi,=1 in Qx1]0, T[

10



voraus, was zu weiteren Vereinfachungen fiihrt. Wir betonen an dieser Stelle nochmals, daB die

Volumenédnderungen infolge von Temperatur- und Phasendnderungen im thermoelastischen Anteil /Iéte erfadt
werden. Sei der Korper weiter isotrop (vgl. [Ml73], [Sil97], [Hau00]), es gelte also

N A A N2 A Po-p A 1
(5.2) S=2UEe+ A(tr B 1 + 8 Ey, - (det Fi) { 3K (0-60) + K22 3 (2E+1)

Hierbei sind: Y, A - Lamé-Koeffizienten, & - Koeffizient beim nichtlinearen Term, K — Kompressionsmodul, a -
linearer Wéarmeausdehnungskoeffizient, p, — Dichte der Refernzkonfiguration, p - aktuelle Dichte, bezogen auf
Referenztemperatur  6,. Die Herleitung der Umwandlungsspannungen erfolgt in bekannter Weise (s. z.B.

[Wol02a]). Wegen
1

det Fo = ( det (2B + 1))2 (= det F) und 0= p(p)
steht die Darstellung (5.2) nicht im Widerspruch zu (3.13).
Wir bemerken, daR die Beziehung (5.2) konsistent ist mit dem Transformationsverhalten der beteiligten
Tensoren (beachte (3.10)), falls in die Zerlegung (3.1) eine Orthogonalmatrix gemé&R Folgerung 3.2. (ii)
eingefiigt wird. Eine Umrechnung von (5.2) auf GroRen beziglich der Referenzkonfiguration ergibt unter
Beachtung von (3.3), (3.4) und (3.5)

-1 -1 -T -1y ~-1 -1 -1
(5.3 S=2uC (E-EnC +Atr(F, (E-Ep) F) Ci, +0C, [(E-Ey)Ci] %+
- (det F) { 3Ka (8-8p) + K 2B 3 ¢

Die Grofen p, A, 3, K und o hdngen von 6 und p ab. Sie werden oft nach der Mischungsregel aus den
entsprechenden GroRen flr die einzelnen Phasen berechnet.
Wir spezialisieren jetzt die Beziehung (3.12), indem wir ansetzen, dal} der inelastische Verzerrungstensor von
der Geschichte der Spannung abhéngt. In Experimenten tritt keine inelastische Deformation auf, wenn der
Deviator des Cauchyschen Spannungstensors verschwindet. Uber den bekannten Zusammenhang

(5.4) T=(detF)*FSF".
setzen wir
t
(5.5) Ein() = & (T*(5), 6(5), p(s)),
s=0

mit T := 1 - 3 tr(1)l (:= Deviator von T). & ist ein materialspezifisches Funktional, das im allgemeinen die
Geschichten der aufgefilhrten GroRen beriicksichtigt, so kénnte @& z.B. ein Intergral sein.

Bemerkung 5.1. Wird der Ausdruck (5.3) fir S in (5.4), und danach in (5.5) eingesetzt, so entsteht ein
Ausdruck der Form (3.12). Damit sind die obigen Darlegungen mathematisch konsistent.

Wir spezialisieren den Wérmestrom g gemaR dem bekannten Fourier-Ansatz zu

(5.6) q=-kK(6,p) 06

mit Kk > 0 (Warmeleitfahigkeit). Das bisher Ausgefiihrte gilt in dieser Allgemeinheit sowohl fiir die klassische
Plastizitat als auch fiir die Umwandlungsplastizitdit (TRIP) oder andere bleibende Verformaungen. Die
Unterschiede liegen in der konkreten Gestalt des Funktionals @& in (5.5). Ausschlaggebend fur die
Beriicksichtigung plastischer Effekte — sowohl klassischer Art als auch aus der Umwandlungsplastizitét
herriihrend — ist die Modellierung des Funktionals @& in der Gleichung (5.5). Im ndchsten Punkt wollen wir
hierauf naher eingehen, wobei wir hier nur die Umwandlungsplastizitat betrachten. In [Wol02a] finden sich
Ausfihrungen zur simultanen Modellierung von klassischer und Umwandlungsplastizitat.

6. Umwandlungsplastizitat

Zum Phanomen der Umwandlungsplastizitit selbst verweisen wir auf die umfangreiche Literatur (z.B. [Vodg],
[Pie00a, b], [Obe99], [Fis96, 99], [Fis96], [Bes93], [Mit87], [Leb89a, b], [Den83, 97]), in der auch die
historischen Entwicklungen aufgezeigt werden. Zuerst wurde die Umwandlungsplastizitat fur den einachsigen
Zugversuch bei konstanter Belastung und einer Phasenumwandlung beobachtet und modelliert. In der Folge
wurden der mehrdimensionale Fall unter nichtkonstanter Belastuung modelliert [Mit87], [Leb89a]. Bei der
Bildung einer Phase (z.B. Martensit durch Abschrecken) wurde folgender Zusammenhang vorgeschlagen

(6.1) %EL,TRIP:%K ™W(2) z*

wobei E.trp ein durch die Umwandlunsplastizitait hervorgerufener zusatzlicher linearisierter
Verzerrungsstensors ist. Die Bezeichnung TRIP rihrt her von , transfomation induced plastisity”. Weiter sind 1
der Deviator des Cauchyschen Spannungstensors T, z die sich bildende Phase, K eine Materialkonstante und

W eine monotone Funktion auf [0, 1] mit W(0) =0 und W(1) = 1. Die Konstante K wird in [Fis96]
angegeben zu

11



2
- nms
K=4,210"

fur Stahl 42CrMo6 (vgl. auch [Bes94]), fir die Funktion W werden von den Autoren verschiedene Varianten
vorgeschlagen (s. [Fis96] mit einer Auflistung), so z.B.

(6.2) Y(2):=z (1 -In(2) in [Leb89a] sowie
Y(z):=z in [Tan85] und
Y(z) =2(2-2) in [Den83].

In [Leb89a] werden unter bestimmten Annahmen theoretische Begrundungen fur W und K gegeben und K
durch andere Grolien ausgedriickt. Fulend auf [Ino89] 1463t sich der Ansatz (6.1) auf m Phasen erweitern zu

m
(6.3) GELP=3 3 K W) pt Hp) T

i=1
mit phasenindividuellen K; und W, Mit der Heaviside-Funktion berticksichtigen wir nur jeweils die Bildung
einer Phase (und nicht deren Abnahme.) (Hier weichen wir von [Ino89] ab, ebenso wird dort statt 1 die
Differenz von 1> mit dem Deviator des Eigenspannungstensors genommen.) Eine noch weitergehende
Verallgemeinerung, die auch nicht durch Spannungen hervorgerufene Umwandlungsplastizitat zuldRt, wird in
[Fis99] vorgeschlagen. Diese und andere mdgliche Verallgemeinerungen berthren nicht das hier vorgeschlagene
Vorgehen, die Umwandlungsplastizitdt mit Hilfe der Zwischenkonfiguration ins allgemeine Modell der
Thermoelastoplastizitit mit Phasenumwandlungen einzubinden.
Fur groBe Deformationen wird E anstelle von € gewdhlt. Unter der Voraussetzung Eqgrip(0) = 0, (folgt aus
Annahme des Modells) folgt aus (6. 3) die Beziehung

(6.4) Errip(t) = 2 Z Ki J. Wi'(pi) pi H(pi*) T* ds.

i=1
Damit ist der von der Umwandlungsplast|2|tat hervorgerufene Verzerrungstensor eine Spezialisierung von (5.5).
Solange noch keine Effekte der ,normalen* Plastizitdt mit FlieRgrenze zu erwarten sind — was wir in dieser
Arbeit ja annehmen wollten, kénnen wir wie im Kapitel 3. den Deformationsgradienten F multiplikativ
zerlegen in

N
(6.5) F = Fie Frrip,
wobei die Zwischenkonfiguration jetzt von der Umwandlungsplastizitat erzeugt wird. (Der Index ,in* wird also
durch ,TRIP“ ersetzt.) Wie Experimente zeigen, filhrt Umwandlungsplastizitat nicht zur Volumenénderung.
Wie vorher wird die mogliche Volumendnderung infolge Phasenumwandlungen in den thermoelastischen Teil
integriert.
Wir erhalten somit die Grundgleichungen der isotropen Umwandlungsplastizitat aus den Gleichungen (4.33)
—(4.41), wobei (4. 36) durch (6.4) zu ersetzen ist (mit den Indices , TRIP* anstelle von ,in").

(6.6) po—z' div(l + Ou)S =f in Qx10, T[,
(6.7) PoCe gt & 8- div (k06) = 05 d:jztte +Su e TR'P +2 (FTRIP F(;tRIP (S- 93—3) )t Ee +
aF m-1.
+OES TRIP,. chit/\te 00 zg—;@i+¢i)” inQ =10, T[,
i=1 "
6.8) 0= ®(E, E 6, 0,600, p) + 0, i=1,..m-1, in Qx]0,T[,
gm0
(6.9) EMtEZKJWMQWmﬁ%
(6.10) det Frap = 1 in Qx10,T[,
-1 -1 -T -1 -1
(6.11) S =2U Crrip (E - Ein) Crrip + A U(Frrip (B - Bin) Frrip) Crrip +
1 1
sowie
(6.12) E=2(0u+0u+ 0Ou' Ou), Erre = 3 (Frgip Frae—1),

Ee = E - Errip, Crrip=2 Eqrip + I, C=2E+L
Gesucht sind die Verschiebungen u, die Temperatur 6, die Phasenanteile p, sowie das Tensorfeld Figp.
Fir u und © sind die Ublichen Anfangs- und Randwerte, fir den Phasenvektor p der Anfangswert
hinzuzufiigen. Der Anfangswert fir Fqrp ist identisch null und folgt aus dem Modell, da die
Referenzkonfiguration ohne plastische Verformungen angenommen wird.
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Gilt speziell Frrp(t) = 0 flr alle Zeiten, so folgen aus den obigen Gleichungen (6.6) — (6.12) die Gleichungen
der Thermoelastizitat mit Phasenumwandlungen (vgl. [Wol00]).

In [Wol02b] wurden nach Linearisierungen und anderen Vereinfachungen des Systems (6.6) — (6.12) ein Modell
zur Beschreibung eines Abschreckversuchs erhalten und Simulationen durchgefiihrt.

7. Bemerkungen zu Modellen fur Phasenumwandlungen

Ein differenziertes Eingehen auf die verschiedenen vorhandenen Modelle fiir Phasenumwandlungen im Stahl ist
an dieser Stelle nicht moglich. Wir verweisen exemplarisch auf [Leb84, 85], [Hou86], [Den83, 97], [Mit92, 02],
[Lar95] sowie auf [Hun02] fir einen Vergleich einiger Umwandlungsmodelle beim Abkiihlen des Stahls 100Cr6
sowie auf eine ausfihrliche Zusammenstellung wichtiger Umwandlungsmodelle in [Wol02c].

Wir zeigen an einem Beispiel die Integration eines gangigen Umwandlungsmodell in das oben entwickelte
allgemeine kontinuumsmechanische Konzept. Dazu wird die idealisierte Situation betrachtet, in der nur die
beiden Phasen Austenit und Perlit auftreten. Deren Volumenanteile seien entsprechend mit p; und p»
bezeichnet.

Fir die Umwandlung von Austenit zu Perlit gilt bei konstanter Temperatur die Johnson-Mehl-Avrami-Gleichung

(7.1 p2(x ) = (P2(6) —paAx, 1)) nge;

1
1-—— .

- In(1 —pa(x, ) P(8) ) | n2(®) in Qx]0, T[

Hierbei ist P»(6) der von der Temperatur © abhadngige Gleichgewichtsanteil von Perlit, n, und T, sind

temperaturabhéngige Materialparameter mit ny(8) > 1 (s. z.B. [Hun99]). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit

wurden in (7.1) die Orts- und Zeit-Abhéngigkeit unterdriickt.

Far nichtisotherme Abkiihlvorgénge wurde in [Hun99] die Formel (1) erweitert zu

— ey 1T .
(72)  p(x, ) = (5a(8) P, D) g [ - L —palx, O B()) 1" 720®) £, 8).
Dabei hat f, (mit (8, 0) = 1) eine Korrekturfunktion, da ohne f, (7.2) nur fur konstantes 0 gilt.
Die Gleichung (7.2) gilt, falls die Temperatur 8 unterhalb der Austenit-Starttemperatur 8, liegt, und falls der
Gleichgewichtsanteil des Perlits noch nicht erreicht ist. Daher muR (7.2) erweitert werden zu
1
ny(8 — el LT . _
(73)  p(x, )= j(e; - In(L —pa(x, ) P2(8) ) 1™ n2(®) F5(B, B) max { Pa(B) —pa(, 1), O} H(Ba - B(1))
Die Terme mit dem Maximum und der Heaviside-Funktion tbernehmen also eine Schalterfunktion.
Die Gleichung (7.3) ist nicht zur gleichzeitigen Beschreibung der Rickumwandlung von Perlit zu Austenit
geeignet, falls 6 die Start-Temperatur 6, Ubertrifft.
Die Umwandlung von Perlit zu Austenit verlauft auf gleicher Grundlage wie die von Austenit zu Perlit - mit
eigenen Materialparametern. Somit kénnen wir fur die Bildung von Austenit aus Perlit schreiben
1
ny(8 — s Al T . _
(74)  pi(x )= % [-In(L—pa(x, ) Pa(8)™) 1" m(®) f1(B, 6°) max { Fa(B) — pa(X, 1), 0} (1 - H(Ba- B(1)) ).
Aus (7.3) und (7.4) erhalten wir fir das angenommene Zweiphasen-Modell (Austenit ~ Perlit) eine
Beschreibung, die zu (4.35), (4.39) konsistent ist:

1
l((S;[ In(L = pa(x, ) P(8) ) 1- M@ 16, 6') max { F(8) — Pa(x, 1), O} (L - H(Ba- B(Y)) ) +

(75 pixy=
1

- LI =pa, ) P8 ) T 70 1208, 8) max { Pa(6) — pelx, ), 0} H(a- B(V)
1

(16) P () = Hel - IN(L—palx, O P8)) 17 7a0) (8, 6) max { P(8) —Pa(x, ), O} H(B,- B(0) +

1
e [N —pi(x, O PO ) 1" M@ (8, %) max { Fu(®) — pa(x, ), O} (1 - H(Ba- 1))

Die zugehdrigen Anfangsbedingungen lauten

(7.7) P1(0) = poy, P2(0) = Po2,
wobei die Beziehungen (2.1) und (2.2), also
(7.8)  PportPo=1, Po1 20, Poz = 0.

gelten missen. Aus (7.5) — (7.8) folgt die Bedingung (2.1) fir den Phasenvektor p = (p1, p2) zu beliebigen
Zeitpunkten t=0.

Die Gleichungen (7.5), (7.6) berticksichtigen nicht den oft vernachldssigten EinfluR der Spannungen auf die
Phasentransfomationen, der bei groReren anliegenden Zug- oder Druckspannungen betréchtlich sein kann (Vgl.
z.B. [Ahr00, 02] fur experimentelle Untersuchungen sowie [Ino85] fiir Ansatz und Simulation). Eine derartige
Abhangigkeit kénnte dadurch modelliert werden, dal’ die Materialfunktionen in (7.5.), (7.6) auch von der Norm
des Cauchyschen Spannungstensors abhangen.
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8. AbschlieBende Bemerkungen

Ausgehend von einem makroskopischen Modell der Thermo-Elastoplastizitat, das auf dem Konzept einer
spannungsfreien Zwischenkonfiguration beruht, wurde ein Modell fir thermo-elastisch-plastisches
Materialverhalten mit Phasenumwandlungen entwickelt, um das komplexe Verhalten von Stahl zu modellieren.
Dabei wird die Zwischenkonfiguration durch plastische Effekte generiert, in dieser Arbeit aus Griinden der
Ubersichtlichkeit allein durch die der Umwandlungsplastizitét.

Aus der Clausius-Duhem-Ungleichung wurden Vereinfachungen der Materialgesetze erhalten. Nach weiteren
Annahmen ergaben sich die Grundgleichungen fir das Materialverhalten von Stahl unter Bericksichtigung von
Phasenumwandlungen und isotroper Umwandlungsplastizitat. Diese stellen ein gekoppeltes Rand-Anfangswert-
Problem wvon gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen zur Bestimmung der Felder der
Verschiebungen, der Temperatur und der Phasenanteile dar.

Der modulare Aufbau des erhaltenen Modells gestattet die Einbindung von unterschiedlichen Ansétzen sowohl
fur die Phasenumwandlungen als auch flir die Umwandlungsplastizitat.

Anhang: Mathematische Bezeichnungen

(1) Eine nichtleere, offene und zusammenhangende Menge QOR" heiRt Gebiet. Lipschitz-Stetigkeit des
Gebietes oder seines Randes 0Q bedeutet, dalR der Rand lokal Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion ist. In
diesem Falle existiert in fast allen Randpunkten die duBere Normale und der Gaul3sche Integralsatz gilt. Damit ist
die Herleitung der Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik (z.B. (2.9), (2.11)) fur diese Korper gesichert.

(2) Sei QOR" ein beschrinktes Gebiet. Mit C(Q) bezeichnen wir die Menge der auf Q stetigen reellwertigen
Funktionen, mit C'(Q) die Menge der in Q stetig differenzierbaren Funktionen, deren erste partielle
Ableitungen auf Q gleichmaRig stetig (und damit auf Q stetig fortsetzbar) sind. Unter [C(Q)]™ bzw.

[CY(Q)]™ verstehen wir die (Vektor-) Funktionen von Q in R™(m =1, 2, ...), deren Komponenten jeweils aus

C(Q)] bzw. C{Q)] sind.

(3) Seien [a, b]JOOR ein abgeschlossenes Intervall und V ein normierter Raum.

- Mit C([a, b]; V) wird die Menge der auf [a, b] stetigen Funktionen mit Werten in V' bezeichnet.

- Eine Funktion f: [a, b] - V heift stickweise stetig auf [a, b], falls eine endliche Zerlegung a = Xo < X; < ...
<Xm=b von [a, b] existiert, so daR f auf jedes abgeschlossene Teilintervall [x.q, ] (i =1, ..., m) stetig
fortsetzbar ist.

Wir schreiben dann fOC,([a, b]; V).

- Eine Funktion f: [a, b] — V heil’t stlickweise stetig differenzierbar auf [a, b], falls

fOC([a, b]; V) und f*OCpy([a, b]; V). Wir schreiben dann: fDCrl)W([a, b]; V).
Mit SO(n) sei die Menge der Orthogonalmatrizen Gber R" mit positiver Determinante bezeichnet.
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