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Zusammenfassung:

Ziel ist es, das mechanische und thermische Verhalten von Stahl unter Einbeziehung
von Phasenumwandlungen im Rahmen der Kontinuumsmechanik zu modellieren. In
ein allgemeines Modell der Thermoelasto-Plastizitat, das auf der Annahme einer
lokal spannungsfreien Zwischenkonfiguration beruht, sollen Phasenumwandlungen
integriert werden. Aus der Clausius-Duhem-Ungleichung werden Folgerungen fur die
Materialgesetze hergeleitet.

Die Umwandlungsplastizitat (TRIP), die von der herkémmlichen Plastizitat
verschieden ist, laBt sich ebenfalls Uber das Konzept der Zwischenkonfiguration
modellieren.

Das vorgeschlagene Modell gestattet die Einbindung unterschiedlicher Modelle fir
die Phasenumwandlungen wie auch fur die Umwandlungsplastizitat.
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1. Phanomenologische Beschreibung der Kopplung von mechanischem,
thermischem und Umwandlungsverhalten

Wie Experimente und theoretische Untersuchungen zeigen, sind die mechanischen
GroBen (Verzerrung, Spannung) mit der Temperatur und der Evolution der Phasen
beim Stahl wechselseitig miteinander gekoppelt. Die chemische Zusammensetzung
der Legierung, besonders der Kohlenstoffgehalt, und weitere Parameter wie z.B.
KorngréBen beeinflussen zusatzlich die vorher genannten GréBen. Durch Seigerung
wird oft die chemische Zusammensetzung des Werkstiuckes wahrend der Herstellung
oder Bearbeitung inhomogen.

Wir verweisen auf die sehr umfangreiche Literatur zu diesem Problemkreis [Den83],
[Leb85], [Ino85], [Wan85], [Sj685], [Ino89], [Leb89a], [Leb89b], [Bes93], [Fis99],
[Obe99], [Pie00a, b] und die dort zitierten Quellen.

Die Wechselwirkungen zwischen Temperatur, Phasenumwandlungen und
mechanischem Verhalten in Stahl kdénnen wie folgt aufgelistet werden (vgl. z.B.
[Leb85], [Sj685]):

(i) Die Temperatur und ihre Geschichte beeinflussen die Phasentransformationen
wesentlich (s. z.B. [Hun02]).

(ii) Die Phasentransformationen wirken auf die Temperatur zurick Uber die latenten
Warmen und die Phasenabhangigkeit der thermischen GroBen (Spezifische Warme
und Warmeleitfahigkeit).

(iii) Die Temperatur beeinfluBt das mechanische Verhalten (dber die
Warmeausdehnung und die Temparaturabhangigkeit der mechanischen GréBen
(Elastizitatsmodul, Poisson-Zahl, Flie3grenze, ...).

(iv) Das mechanische Verhalten wirkt Uber die Dissipation auf die Temperatur
zurick.

(v) Die Phasentransformationen wirken auf das mechanische Verhalten Uber
Umwandlungsspannungen, Phasenabhangigkeit der mechanischen GréBen und
Umwandlunsplastizitat ein.

(vi) Das mechanische Verhalten (Spannungen) beeinflu3t die Phasenumwandlungen
(s. z.B. [Ahr0Q])-

Generell treten alle Wechselwirkungen auf, jedoch hat ihr EinfluB bei den

verschiedenen Prozessen (z.B. Abklhlen oder Walzen) unterschiedliches Gewicht.



Es ist somit von groBem Interesse, zu untersuchen, welche Wechselwirkungen bei
bestimmten ProzeBablaufen vernachlassigbar sind, um die Modelle hach Méglichkeit
zu vereinfachen. Diese Frage ist nicht von der Mathematik allein zu entscheiden.
Letztlich mussen sich die in Experimenten und Anwendungen gemessenen Daten
durch die entwickelten Modelle in hinreichender Ubereinstimmung vorausberechnen
lassen.

Beispielsweise ist der in (iv) angesproche mechanische EinfluB auf die Temperatur
im Vergleich zu Warmeleitung und EinfluB der latenten Warmen gering, wenn nicht
von aufBBen in groBerem MafBe mechanische Energie - wie etwa beim Walzen -
zugefuhrt wird.

Fir spezielle Anwendungen und Simulationen zu gekoppelten Problemen verweisen
wir auf die Arbeiten [Hé6m96], [Fuh99], [Obe99], [Pie00a, b], [Wol00] sowie die dort
zitierten Quellen.

Verschiedentlich ist es notwendig, weitere Kopplungen, z.B. mit elektromagnetischen
Feldern, zu betrachten, wie etwa beim Induktionsharten oder Elektroschwei3en. Auf
diese Effekte wollen wir in der vorliegenden Arbeit nicht eingehen (vgl. [Hé6m97],
[Fuh99], [H6m99a], [H6m99Db]).

2. Thermoelasto-Plastizitat mit Phasenumwandlungen
Im Rahmen der rationalen Thermomechanik (z.B. [Col64], [Tru66], [Nol73], [Ml73],
[Hau77], [Slu92], [Sil97], [HauOQ]) soll ein recht allgemeines Modell fir das
thermomechanische Verhalten von (Fest-) Koérpern unter Berlcksichtigung von
Phasenumwandlungen (im Sinne von koexistierenden Mischungen ohne Diffusion)
entwickelt werden. Sukzessive werden Spezialisierungen vorgenommen.
Unter der Annahme, daf3 der thermomechanische Prozel3 so ablauft, da3 zu keiner
Zeit der thermoelastische Bereich des Materialverhaltens verlassen wird, scheint ein
thermoelastisches Modell mit Beriucksichtigung von Phasenumwandlungen
gerechtfertigt. Auf dieser Grundlage wurden in [Wol00] ein Abschreckprozef3 fur eine
Stahlbramme modelliert und Berechnungen flr Temperatur, Phasenanteile und
Verschiebungen durchgefuhrt.
Vielfach treten im realen ProzeBverlauf plastische Verformungen auf, wobei die
plastischen Eigenschaften nicht nur von der Temperatur, sondern auch von den
Phasen abhangen. Es werden also thermoelasto-plastische Modelle mit
Berucksichtigung von Phasenumwandlungen benétigt.

4



Das physikalisch besondere Phanomen der Umwandlungsplastizitat 1aBt sich vom
mathematischen Standpunkt aus als zusatzliche Plastizitat behandeln. Oder, falls die
FlieBgrenzen der einzelnen Phasen nicht erreicht werden, kann die

Umwandlungsplastizitat allein Uber die Zwischenkonfiguration modelliert werden.

2.1. Vorbereitungen

Es werden bekannte, in der Folge von uns bendtigte Begriffe bereitgestellt.

Definition 2.1.1. Seien [a, b]JIJR ein abgeschlossenes Intervall und V ein
normierter Raum.

(i) Eine Funktion f: [a, b] — V heif3t stickweise stetig auf [a, b], falls eine endliche
Zerlegung a =X, < X; < ... < X, =b von [a, b] existiert, so daB {f auf jedes
abgeschlossene Teilintervall [x.,, x] (i=1, ..., m) stetig fortsetzbar ist.

Wir schreiben dann {00 C,,([a, b]; V).

(ii) Eine Funktion 1: [a, b] — V hei3t stickweise stetig differenzierbar auf [a, b], falls

f 0 C([a, b]; V) und ' 0C,,([a, b]; V). Wir schreiben dann: [ C:,W([a, b]; V)

Fir unsere Zwecke genlgt die folgende Definition eines Kérpers, in der dieser mit
seiner Referenzkonfiguration identifiziert wird. Fur allgemeinere Darstellungen sei
z.B. auf [Sil97], [Wil98], [HauO0] verwiesen. Eine axiomatische Darstellung der
Kontinuumsmechanik auf der Basis der Theorie differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
findet sich in [Ber89].

Firein T>0 sei J:=[0, T] ein (Zeit-) Intervall.

Definition 2.1.2. Die AbschlieBung Q eines beschriankten Gebietes QOR" (n = 2
oder n = 3) (d.h., einer offenen und zusammenhangenden Menge) mit Lipschitz-

stetigem Rand 9dQ nennen wir Korper (in seiner Referenzkonfiguration).



Definition 2.1.3. Sei Q ein Kérper.

(i) Eine Abbildung x: Q xJ — R" heit Bewegung (oder auch Deformation) des
Korpers Q , falls

a) 0 t0J ist  x(»,1):Q - x(Q, 1) bijektiv;

b) X O Cpld; [C(Q,

C) O tOJ  besitzt die Jacobi-Matrix Ox(e, t) : Q - an eine positive
Determinante.

[Ox wird gewohnlich Deformationsgradient genannt und mit F bezeichnet.

(ii) Eine Abbildung 6: Q xJ — R heiBt (absolute) Temperatur des Kérpers Q , falls
a)  00Cu{J; C'(Q)).

by OtOJ, 0&0Q ; (&, t) > 0.

(i) Eine Abbildung p: Q xJ — R™ (m = 2) heiBt Phasenvektor des Korpers Q,

falls
a)  pOCu(J; [CHQT.

b) Fir alle (&, 1) 0 Q xJ gelten die folgende Bilanz sowie die Nichtnegativitats-

bedingungen:
(2.1.1) > pi=1,
i=1

(2.1.2) p;=0 fur i=1, ..., m.
(iv) Ein Tripel (x, 6, p) mit x Bewegung, 6 Temperatur und p Phasenvektor des

Kérpers Q heiBt thermokinetischer Proze mit Phasenumwandlungen auf QxJ.

Sinngeman verstehen wir einen thermokinetischen ProzeB auf QxJ, mit J, 0 J.

Bemerkung 2.1.4. Ein thermokinetischer Prozel3 mit Phasenumwandlungen (¥, 6, p)

bestimmt eindeutig einen Proze3 (F, 6, p) mit F = Ux.



Wird in der Folge von einem thermokinetischen Proze3 (F, 6, p) (mit F aufgefal3t
als Deformationsgradient) gesprochen, so wird dabei stets vorausgesetzt, dal3 eine
Bewegung x mit den Eigenschaften in Definition 2.1.3.(i) existiert, die eindeutig

F = 0Ox definiert.

Die Glattheitsvoraussetzungen an x, 8 und p wurden im Hinblick auf die aus der
Clausius-Duhem-Ungleichung (2.1.16) zu ziehenden SchluB3folgerungen (Satz 2.3.3.)
gewahlt. Fur die Bilanzgleichungen (2.1.10) — (2.1.16) sind hingegen starkere
Glattheitsvoraussetzungen erforderlich.

Wahrend bei allgemeinen Mischungen oft mit den Massenkonzentrationen gearbeitet
wird, werden bei den Phasen des Stahls meist die Volumenkonzentrationen
bevorzugt. Daher sprechen wir von Phasenanteilen. Ohne Probleme ware natirlich
auch eine Darlegung des Folgenden mit Massenkonzentrationen maéglich.

Wir verwenden zur Beschreibung der Bewegung die Lagrange-Darstellung

(2.1.3) x=X(&, t) £0Q, t0J.
Das Bild x des Kérperpunktes & zum Zeitpunkt t wird Raumpunkt genannt.

Im Falle ihrer Existenz nennen wir die erste partielle Ableitung von X nach t

Geschwindigkeit des (Kérper)-Punktes £0Q und die zweite partielle Ableitung nach

t Beschleunigung:

2

14)  XEH=HXED, X (€ 1) =22 X(E D).

In der Giblichen Weise werden die folgenden GréBen definiert (fiir (§,t) 0 Q x J):

(2.1.5) u(, t) :=x(, 1) — ¢ Verschiebung(svektor),
(2.1.6) F(& 1) := e x(&, 1) Deformationsgradient,
(2.1.7) C=FF, B=FF) rechter (linker) Cauchy-Green-Tensor,
(2.1.8) E:=3(0u+0u"+0uT Ou) =5 (FTF—1)

Greenscher Verzerrungstensor,

(2.1.9) €:=5 (Ou+ Ou")

N =

linearisierter (Greenscher) Verzerrungstensor.



Aus den Bilanzen fur Impuls, Drehimpuls, Energie und Entropie werden die
Bewegungs- und Warmeleitungsgleichung sowie die Entropieungleichung (Clausius-
Duhem-Ungleichung) in der dblichen Weise gewonnen (vgl. z.B. Haupt [HauOOQ],
Wilmanski [Wil98], Silhavy [Sil97], Marsden / Hughes [Mar83], Noll [Nol73], Truesdell
[Tru66] und die dort zitierten Quellen). AuBerdem fligen wir die Bilanzgleichungen fur
(spezielle) Mischungen hinzu. Wir unterstellen die nétige Glattheit.

Ausgedrickt in Lagrange-Koordinaten lauten diese Beziehungen:

d? : :
(2.1.10) Po(&) ‘g (&, 1) - div (1 + Du) S(E, 1) = &, 1 in Q x 10, T[,
(2.1.11) S=8' in Qx]0, T[,

(2112)  pol®) Se(E t) +divq(E, t) = (1 + OU) SE 1) =+ O + (&, 1)

in Q x 10, T,
(2.1.13) %pi(i, =¥ 1)+ 0ilE t) in Q x]0, T[,
(2.1.14) E V(& t)=0 in Qx10, T[,
i=1
(2.1.15) E (& t)=0 in Qx10, T,

(2.1.16) - Po(E)5 W(E, 1) - Pol®) N(E, 1) 5 B(E, 1) + (1 + Tu) S(E, 1) =+ O -5 4*00 20

in Q x10, TI.

1]
-

Hierbei sind:

po - Dichte im Referenzustand, also fur t =0 (und somit fur 0 = 6,), S - zweiter
Piola-Kirchhoff-Spannungs-Tensor, 1 — Volumendichte der auBeren Krafte, r —
Volumendichte der auBBeren Warmequellen (beide bezogen auf Referenzzustand Q),
e - Massendichte der inneren Energie, q - Warmestromdichtevektor (alles bezogen
auf Lagrangesche Koordinaten), | — Einheitstensor, y, — (Volumen-)Produktionsdichte
der i-ten Phase, ¢, — auBere Volumenquelldichte der i-ten Phase, n - Massendichte
der Entropie, | - spezifische freie innere Energie (:= Massendichte der Potentiellen

Energie), dabei gilt — wie allgemein Ublich - per definitionem der Zusammenhang

Y:=e-0n.

Bemerkungen 2.1.5. (i) Da wir hier nur Mischungen ohne Diffusion betrachten, wie

bei der Modellierung von Phasenubergangen in Stahl allgemein ublich, erscheint die
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Entropieungleichung  (Clausius-Duhem-Ungleichung) in der Form (2.1.16)
gerechtfertigt (vgl. z.B. [Hau00], [Mul73]). Im selben Ort und zur selben Zeit
bekommen alle Phasen die gleiche Bewegung, Spannung, Temperatur, Energie-,
Entropiedichten usw. zugeschrieben. In den Bilanzgleichungen fur die Phasen
(2.1.13) treten keine Ortsgradienten derselben auf, was mit der Nichtannahme einer
Diffusion der Phasen konsistent ist.

(if) In der Regel sind bei Mischungen die auBBeren Quelldichten ¢; gleich null. Aus
theoretischen Grinden lassen wir von null verschiedene Quellen zu. Durch Wahl
geeigneter Quellen in den Bilanzgleichungen (2.1.10), (2.1.12), (2.1.13) wird jeder
thermokinetische ProzeR3 mit Phasenumwandlungen nach Definition 2.1.3. auch zu
einem real méglichen. Diese Willkir wird bei der Auswertung der Clausius-Duhem-
Ungleichung benétigt (vgl. z.B. [Hau77], [Sil97]).

Verschiedentlich wird der Dissipationsterm in (2.1.12) in anderer Form gebraucht. Es

lassen sich die folgenden Beziehungen leicht zeigen.
2.1.17) (1400 SE D DR =S, - JE=FS=SF

Die Gleichungen bzw. Ungleichungen (2.1.10) — (2.1.16) sowie (2.1.3), (2.1.4) gelten
fir alle Korper, die koexistierende Mischungen sind und bei denen keine Diffusion
stattfindet.

In der Plastizitat wird mit einem ,endlichen Gedachtnis“ gearbeitet. Daher bendtigen
wir die Geschichte hier in der folgenden Form.

Fur eine Funktion v : [0, T] - L (L := linearer Raum) definieren wir die Geschichte
(total history [Coleman]) v': [0, T] — L der Funktion v far tO[0, T] durch

Bv(t - s), fir 0<s<t
t .
(2.1.18)  v(s) =Ly, fiir t<s<T

und die Vorgeschichte (difference history) vfj [0, T] - L durch

t

(2.1.19) v4(s) = Vi(s) — v(t) fur 0<s<T.

2.2. Aligemeines Konzept
Wir gehen von einem Plastizitatsmodell aus, das auf einer lokal spannungsfreien
Zwischenkonfiguration (s. z.B. [Hau00]) basiert, und versuchen, die Phasenum-

wandlungen in dieses Modell zu integrieren.



Zuerst stellen wir die mathematischen Hilfsmittel bereit und geben danach die

thermomechanische Interpretation.

Definition 2.2.1. Seien x eine Bewegung und F =[x zugehdriger Deformations-

gradient eines Kdrpers Q geman Definition 2.1.3. sowie

VAN
(2.2.1) F = F. Fi-
eine multiplikative Zerlegung von F in zwei stlickweise stetig differenzierbare

(bezlglich t) Faktoren mit positiver Determinante. Dann definieren wir

(222) Ci" = FI‘ Fin’ Bin = I:in F;Ir—h
(2.2.3) Ev =2 (FnFa—1).
A T
(2.2.4) E:=Fin EFi (E - Greenscher Verzerrungstensor geman (2.1.8)),
(2.2.5) Ee =5 (FeFe — 1),
T N
(2.2.6) E.=F E.F,.

Die Abbildung (¢, t) - F,.(&, t) heiBt Zwischenkonfiguration.

Die mechanische Interpretation und die verbale Bezeichnung der soeben

eingefuhrten GréBen erfolgen in der Bemerkung 2.2.3.

Folgerungen 2.2.2. (i) Offenbar qilt
(2.2.7) E=E. + E,.

N
(ii) Eine Zerlegung (2.2.1) ist stets moglich, z.B. durch F,:=F und F;, :=1.
Ebenso ist klar, daB eine Zerlegung (2.2.1) nicht eindeutig sein kann. Denn neben

(2.2.1) kann auch geschrieben werden

(2.2.8) F= (/léte Q) (QF,),

wobei Q eine beliebige stlickweise stetig differenzierbare Funktion in die
Orthogonalmatrizen mit Determinante gleich eins ist.

Wie leicht ersichtlich, sind die GréBen C,, E,,, E. von einer solchen hinzugeflgten
Orthogonalmatrix unabhangig.

Wird F,, geman
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(2.2.9) Fin = RinUin

in einen rotatorischen und Dehnungsanteil zerlegt — analog wie fur F selbst Ublich,
so bedeutet das Einfligen einer Orthogonalmatrix nach (2.2.8), da3 R,, durch QR
zu ersetzen ist. Es tritt also eine mogliche =zusatzliche Rotation der

Zwischenkonfiguration auf.

Wir kommen zur thermomechanischen Interpretation der soeben eingefuhrten,

zunachst formalen GrofR3en.

Bemerkungen 2.2.3. (i) Hinter der Zerlegung (2.2.1) steht das Konzept, die
Bewegung eines Koérpers aufzuteilen in eine plastische oder allgemeiner inelastische
und in eine thermoelastische (vgl. [Tin73], [SIu92], [Mie93], [HauO0] und die dort

zitierten Quellen). Daher wahlen wir die Bezeichnungen der Indices ,te“ flr

thermoelastisch und ,in“ far inelastisch. Im allgemeinen wird die Zwischen-

konfiguration als lokal spannungsfrei angenommen. Das flhrt dann dazu, daB i.a. F;,

N
nicht Gradient einer Bewegung ist, ebenso F, (s. die folgenden Beispiele). Trotzdem

wird oft vom elastischen (oder thermoelastischen) und plastischen (oder
inelastischen) Deformationsgradienten gesprochen. Ebenso werden die GréBen in
(2.2.2), (2.2.3) und (2.2.6) als rechter bzw. linker inelastischer Cauchy-Green-Tensor,
inelastischer bzw. thermoelastischer Greenscher Verzerrungstensor bezeichnet. Auf
der Zwischenkonfiguration operierende GroBen erhalten zur Kennzeichnung ein
Dach.

(if) Der zweite Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S laBt sich auf die

Zwischenkonfiguration geman

N
(2.2.10) S=F,SFp
umrechnen (s. z.B. [HauO0]). Diese Ubergangsformel ist konsistent mit der in
Folgerung 2.2.2. (ii) beschriebenen Moglichkeit, die Zwischenkonfiguration einer

starren Bewegung zu unterwerfen. Wir wirden dann

VAN N
(2.2.11) Spew = QFn SF Q" =Q Sy Q7
erhalten.

(iii) In der Modellierung des Materialverhaltens auf der Grundlage einer

N N
Zwischenkonfiguration wird angenommem, daf3 S eine Funktion von F, ist, sowie
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der Temperatur und — wie es weiter unten geschehen wird — der Phasenanteile. Die
Zwischenkonfiguration wird — bis auf starre Bewegungen — als Ergebnis der
bisherigen Geschichte des thermokinetischen Prozesses angenommen. Dieser

Zusammenhang ist also materialspezifisch.

An zwei Beispielen wollen wir die Problematik der spannungsfreien

Zwischenkonfiguration etwas erlautern.

Beispiele 2.2.4. (i) Wir stellen uns einen homogenen spannungsfreien Stab aus
isotropen elastischem Material vor, der in Langsrichtung gezogen und so einer
homogenen Deformation unterworfen wird. Wir nehmen an, dafB dabei die
FlieBgrenze ein wenig Uberschritten wird. Nach der Entlastung kénnen wir in guter
Naherung annehmen, daf3 der Stab in seiner neuen Konfiguration spannungsfrei ist.
Das ware dann die spannungsfreie Zwischenkonfiguration, die in diesem Falle auch
Resultat einer wirklichen Bewegung ist. In gewissen Grenzen verhalt sich der Stab
bezlglich dieser Zwischenkonfiguration elastisch.

(ii) Wir stellen uns einen homogenen spannungsfreien Ring aus isotropen
elastischem Material vor, der in Richtung eines Durchmessers so
zusammengedruckt wird, dal3 die FlieBgrenze Uberschritten wird. Entlasten wir nun
den Ring von auBeren Spannungen, nimmt er eine neue Konfiguration an, die aber
sicher nicht lokal spannungsfrei ist. Die spannungsfreie Zwischenkonfiguration
entsteht, wenn wir gedanklich den Ring auch lokal entlasten. Dann wirden sich die
einzelnen Volumenelemente unabhangig voneinander entspannen. Der Korper
wlrde an einer Stelle zerfallen und hatten an anderer Stelle sich Uberlappende
Volumenelemente. Diese Zwischenkonfiguration kann nicht Resultat einer realen
Bewegung sein. Ebensowenig ist in diesem Falle der elastische Anteil der
Gesamtbewegung, der den Koérper aus der Zwischenkonfiguration in die reale
Konfiguration nach seiner Belastung bringt, eine reale Bewegung.

Bei Anwendungen ist das zweite Beispiel das typische.

Zur weiteren Diskussion des Konzeptes der Zwischenkonfiguration sei auf die
Literatur (z.B. [HauO0], [Hau98], [Mie93], [SIu92]) sowie auf die Arbeiten [Ber92, 98,

99] fir einen alternativen Zugang zur Plastizitat verwiesen.
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Definition 2.2.5. Ein Kérper Q heiBt homogen thermoelastisch-plastisch mit

VAN
Phasenumwandlungen ohne Diffusion, falls die GréBen E,, S, q, y, n, y die

folgenden Darstellungen besitzen

(2.2.12) En = En(Fa, 84 F., 6, 06, p, (Fua, Fi),
A AN
(2.2.13) S = S(F., 6, 06, p, det F;,),
VAN
(2.2.14) Y = {(F,, 6, 086, p, det F;,),
N
(2.2.15) n =nN(F.. 6, 06, p, det F,),
(2.2.16) q = d(Fs 6g F, 6, 06, p),
(2.2.17) y=Y(Fs 64 F, 6, 6, 06, p),

~

~ A
wobei die E,, S, ), N, d, Y den Kérper charakterisierende Funktionen sind.

~

~ N
Zusatzlich seien E,, und S symmetrische Tensorfunktionen.

Bemerkungen 2.2.6. (i) Es gelten neben den Beziehungen (2.2.12) — (2.2.17) die
vorigen ,kinematischen Beziehungen, insbesondere (2.2.7) und (2.2.3).

Zusammen mit (2.2.3) definiert (2.2.12) die Zwischenkonfiguration F,, und somit E,,

N
und F, implizit.

Daher wollen wir voraussetzen, daf3 fir einen gegebenen thermokinetischen Prozel3

VAN
(F, 6, p) (vgl. Bem. 2.1.4.) eindeutig F;, (und damit auch E,, und F,) durch (2.2.9)
und (2.2.3) bestimmt sind, bis auf die schon erwahnte mogliche orthogonale

Transfomation geman (2.2.8).

Die Definition (2.2.12) ist allgemeiner als z.B. E, = E,(Fy, 64 F, 6, 008, p), umfaBt
aber konkrete Modelle, wie weiter unten sichtbar wird.

(ii) Durch die Beziehung (2.2.13) wird ausgedruckt, dal3 sich der Koérper bezlglich
der Zwischenkonfiguration thermoelastisch verhalt. Die Abhangigkeit von p laBt

Umwandlungsspannungen zu.
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Die Abhangigkeit von det F,, ist ndtig, um auch den Fall einer nicht
volumenerhaltenden Zwischenkonfiguration zu modellieren.

Aus (2.2.13) folgt auch, dal3 es i.a. keinen eindeutigen Zusammenhang zwischen
Spannungen und (Gesamt-) Verzerrungen gibt.

(iii) Wir lassen in (2.2.17) eine Abhangigkeit von 6' zu, da diese in verschiedenen
Modellen fir Phasenunwandlungen auftritt. Aufgrund der Aquiprasenzregel tritt in
(2.2.17) der Gradient von 0 auf. In den bekannten Phasenumwandlungsmodellen

tritt eine solche Abhangigkeit nicht auf (s. Punkt 3.).

Aus der Folgerung 2.2.2. (ii), der Bemerkung 2.2.3. (ii) sowie der Definition 2.2.5.

ergeben sich folgende Invarianzeigenschaften fur die Materialfunktionale.

Wir bezeichnen O* :={ADR”2: A orthogonal, det A =1}.

Folgerungen 2.2.7. Seien QDC:,W([O, T]; O) beliebig und (F, 6, p) ein beliebiger
thermokinetischer Proze3 mit Phasenumwandlungen gemafR Definition 2.1.3. und

Bemerkung 2.1.4. Dann gelten fur die Materialfunktionale in Defintion 2.2.5.:

()  En(Fi 64 F, 0,06, p, (F.) Fr) = En(Fs, 64 F, 6, 06, p, (QF,) QFy),

AN AN

(i) QS(F. 6,06,p,detF,) Q"=S(F.Q", 6, 06, p, det F,),
N N

("I) LTJ(Fte’ e: De: p, det I:in) = l-T"(Fte QT’ e’ De’ p’ det Fin)’
N

AN
(iv) Nn(F. 6,08, p, det F,) =n(F.Q", 6, 08, p, det F,,).

Annahme 2.2.8. (Prinzip des endlichen Gedéchtnisses) Wir bezeichnen
D := L%(]0, T[, R™) x L%(]0, T[, R) x R™ x R x R" x R™.

Die Funktionen in der Definition 2.2.5.
A 2 2 ~ 2
S:R" xRxR"xR"xR - R", N:R" xRxR"xR™"xR - R,
g:D - R, y:LX]0, T], R”Z) x L%(]0, T[, R) x R”Z xRxRxR"xR™_ R
werden als stetig, die Funktionen

LTJ:R”szxR"xR’“xR - R, Ein:D><L2(]O,T[,|R”2)x|R”2_)|Rnz

als stetig Fréchet-differenzierbar angenommen.
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2.3. Konsequenzen aus der Clausius-Duhem-Ungleichung

Die Clausius-Duhem-Ungleichung soll fiir alle thermokinetischen Prozesse mit
Phasenumwandlungen (vgl. Definition 2.1.3.) gelten. Das fuhrt zu Einschrankungen
in den Materialfunktionalen in der Definition 2.2.5. Hierbei beschreiten wir den von
Coleman / Noll vorgeschlagenen Weg zur Auswertung der Entropie-Ungleichung
(vgl. z.B. [Col64], [Nol73], [Hau77]). Das von Mdller / Liu vorgeschlagene alternative
Herangehen (s. [M0173]) wird in dieser Arbeit nicht verfolgt.

Wir erhalten Resultate, die analog zu denen fur Materialien ohne Phasen sind. Zuerst
treffen wir technische Vorbereitungen.

Die folgenden Annahmen postulieren die Existenz von Fortsetzungen eines
thermokinetischen Prozesses, die in einem frei gewahltem Punkt ¢&0Q die
Zwischenkonfiguration (zeitlich) nicht andern. AuBerdem sollen Fortsetzungen, die
»in einem Punkt dicht“ bei einer solchen liegen, die Zwischenkonfiguration ebenfalls
hicht in diesem Punkt andern. Diese Annahmen sind Materialannahmen, die zum
Beweis der Konsequenzen aus der Clausius-Duhem-Ungleichung benétigt werden.

In der Folge sei 0 <t<T.

Annahme 2.3.1. Sei Q ein Kdrper gemaB Definition 2.2.5. Seien (F, 6, p) ein

thermokinetischer ProzeB auf Q x [0, 1] und £0Q beliebig.

Dann existieren ein s =s(F, 6, p, &) >0 mit t + s < T und ein thermokinetischer

ProzeB (F, 6, p) auf Q x [0, t + s] mit folgenden Eigenschaften

(2.3.1) F, 6 auf [t, t + s] stetig differenzierbar;
(2.3.2) D0=st<t : FE1O=FE1, ©6E1D=06¢ET1, pE1)=pEn0),
(2.3.3) 0t<sT<t+s : Fin(8, 1) = F, (&, 1), pE, 1) = p(E, 1).

Wir nennen den thermokinetischen ProzeB (F, 6, p) aus Annahme 2.3.1. eine

thermoelastische Fortsetzung (bei eingefrorenen Phasenanteilen) im Punkt §&0Q

des Prozesses (F, 6, p) von Q x[0,t] auf Q x[0, t + s].
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Ein Einfrieren der Phasenanteile erscheint auch deshalb sinnvoll, weil die Umwand-
lungsplastizitat in den gangigen Modellen keine FlieBgrenze hat (s. Kapitel 2.7.).
Daher koénnen schon kleine Anderungen in den Phasenanteilen die
Zwischenkonfiguration verandern, was wir aus mathematischen Grinden bei obiger
Fortsetzungsprozedur ausschlieBen wollen, um den Satz 2.3.3. zu beweisen. Ein
Vorteil der konstanten Fortsetzung von p besteht auch darin, daf3 in (2.2.17) eine
Abhangigkeit von 8 zugelassen werden kann, die die Aussagen dieses Satzes nicht

beeinfluBt.

Annahme 2.3.2. Seien Q ein Kérper gemaf Definition 2.2.5. und (F, 6, p) ein

thermokinetischer ProzeB auf Q x [0, t].

Dann existiert eine thermoelastische Fortsetzung bei eingefrorenen Phasenanteilen
(F, 0, p) des gegebenen Prozesses (F, 8, p) gemal Annahme 2.3.1. von Q x [0, {]
auf Q x[0, t + s] in einem beliebigen £0Q, wobei 0 <s und t+s<T.

AuBerdem existiert ein 0 <s'(F, 6, p, £) <s undfiralle 0 <o <s' existiert ein
y=VY(F, 8, p, &. 0) > 0, so daB folgende Aussage gilt:

Sei der thermokinetischer ProzeB (G, wy ) auf Q x[0,t+ o] mit 0 <o<s' eine

Fortsetzung von (F, 6, p) von [0, t] auf [0, t+ o] mit

(2.3.4) OtO[t, t + o] : nE, 1) = pé, 1) (= p, t) = const.),
(2.3.5) _max {IIGE, 1) - FE DIl + (€, 1) - 65, 1)l } <,

( ll+ll sei die euklidische Norm in R”Z).

Dannist (G, w, ) ein thermokinetischer ProzeB (G, w 1) auf Q x [0, t + ¢] mit:
(2.3.6) Ot t + o] : G, (& 1) =G, (&, 1).

Der Kern der Annahmen 2.3.1, 2.3.2. sowie des Materialgesetzes (2.2.13) findet sich
in ahnlicher Weise auch in den Arbeiten [Ber92, 98, 99], (isomorphic elastic range®),

in denen die Plastizitat alternativ modelliert wird.
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In [Tin73] werden die Folgerungen aus der Clausius-Duhem-Ungleichung flr einen
etwas allgemeineren Materialansatz ohne Phasenumwandlungen hergeleitet.

Wir wollen einen analogen Satz fur unseren Materialansatz beweisen. Fur
Materialien mit nachlassendem Gedachtnis (ohne Phasenumwandlungen) wurde ein

solcher Satz in [Col66] bewiesen, s.a. [Hau77], [Sil97].

Satz 2.3.3. (Verallgemeinerung der Sitze von Coleman, Ting) Sei Q ein Kérper
geman der Definition 2.2.5. und den Annahmen 2.2.8., 2.3.1,, 2.3.2. Dann gelten fr

jeden thermokinetischen Prozef3 (F, 6, p) die nachfolgenden Beziehungen:

N

(237) LIJ = LTJ(Fte’ e= p’ det I:in)a
A AA

(23-8) S = S(Ftes e’ p’ det I:in)’
AN

(239) r] = ﬁ(Ftes e’ ps det I:in)’

AN A A
(2.3.10)  S(Fe, 8, p, det Fy) = po Fre 0p, W(Fee, 8, p, det Fy),

- N - N

(231 1) n(Ftes es p) =- aeLIJ(Ftes 65 p)s
1
0

(2.3.12) 3(Fy, 0y, F, 0, 08,p) * 08 <0

furalle ¢0Q und t0]0, T[. AuBerdem qilt fur jeden thermokinetischen Prozef3

(E, 6, p) mit 0 stetig differenzierbar bzgl. t die reduzierte Disspationsungleichung

-1
dE, dFin o ~
(23.13) S G - 2 ("G FuS) ** En-Pogy ¥ +

_op d 1.
" PoggetF, ot (detFy) - 5q+06=20

in allen ¢0Q und allen den tO]0, T[, in denen (E, 6, p) differenzierbar ist.
Dem Beweis dieses Satzes seien zwei Lemmata vorangestellt. Das erste ist trivial.

Lemma 2.3.4. Es seien b,t und s beliebig gegeben mit b und s positiv.

Dann gelten fur die Funktion
(2.3.14) (1) = 2 (1 — exp( {22y fir TO[t, t + ]

die Eigenschaften
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(2.3.15) f(t) = 0, ft+s)=0, f(t)=1, f'(t +s) =-1,

(2.316)  I®I<>  fir 10t t+s)

In der Folge seien 0<t<T <o, O0<s, t+s<T.

Lemma 2.3.5. Sei Q ein Kdrper geméan Definition 2.2.5.
Sei (F, 8, p) thermoelastische Fortsetzung eines gegebenen thermokinetischen

Prozesses (F, 8, p) geméaB Annahme 2.3.1.von Q x [0, tjauf Q x [0, t + s] in
einem beliebigen Punkt Q.

Dann existiert ein 0 < 0 <'s, so daf3 folgende Aussage qilt:

Fur jedes 0 < o' < g, fur jedes € > 0, fur beliebige ADR”Z, allR" und alR existiert

ein thermokinetischer Proze3 (G, wy m) auf Q x [0, t + 0], der Fortsetzung von

(F, 6, p) auf [t, t+ 0] ist und folgende Eigenschaften besitzt:

(2.3.17) GE, t+0) =F(E, t+ o), W&, t+ o) = B(E, t + oY),
OwE, t+ o) =06, t + 0,

(2.3.18)  DOtsts<t+o’ @ Gu& 1 =FuE 1) (=FuE D),

mE, 1) =pE, 1) (=pE 1)),

2.319) GEt+0)=A,  W(E t+0) =a, D&, t + o) = a,
(2.3.20) IFy @, *) -G O, o) Il <k,
2.321) 18y 7@E ) - OE ) Il <k,

(Ilsll Norm in L*0, T; R”Z) bzw. in L*0, T; R), ‘ — Ableitung nach der Zeit)

Beweis: Nach Annahme 2.3.2. existiert fiir (F, 8, p) und fir jedes £0Q ein

0<s'(F,8,p &<s undfiralle 0<o'<s' existiert ein y=y(F, 8, p, & ) >0, so

daf3 die dortigen Aussagen erfullt sind.
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Seiennun 0<o'<s, €>0, ADR”Z, alJR" und aR beliebig gegeben.
Fir dieses ¢ (anstelle von s) und ein noch zu bestimmendes b > 0 konstruieren
wir mit Hilfe der Funktion f aus Lemma 2.3.4. eine Funktion (G, w, ) in folgender

Weise:
(2.322)  (G(x, 1), wix, 1), TWx, 1)) := (F(x, 1), B(x, 1), p(x, 7))  auf Qx[0, ],
(2.3.23) G(x, T) = F(x, 1) = f(1) (A- F'E, t + 0)) auf Q x[t, t+ o,
(2.3.24)  wx, 1) = 0(x, T) — (1) (a - BE, t + 7)) +

—H(1) ((alx-& — (06, t+0) Ix-8))d(Ix-&l) auf Qx[t, t+0o7,

(2.3.25) m(x, 1) :=p(x, 1) auf Q x[t, t + 0.
Dabei sind (= | ») das Skalarprodukt in R" und ¢ : R* - [0, 1] eine glatte

Schnittfunktion mit Trager in B,(0)OR" und ¢ =1 auf E%(O).

Wir zeigen, daf3 die so konstruierte Funktion (G, w, ) den behaupteten Anforde-
rungen genugt.

Wir setzen die Funktion f gemaB (2.3.14) Uber t + o' hinaus auf eine kleine
Umgebung stetig differenzierbar fort. Dann existieren in t + ¢ die Ableitungen in
(2.3.19). Die Eigenschaften (2.3.15) dieser Funktion {1 sichern die Erfallung von
(2.3.17), (2.3.19). Klar ist auch, daB3 (G, w, ) eine Fortsetzung von (F, 6, p) ist.

Ist der zweite Summand von G in (2.3.23) ,klein® so ist die Beziehung det G > 0

erfillbar, da det F > 0.

Auf [t, t + o] ist der zweite Teil der Fortsetzung G 6rtlich konstant, somit ist dieser
Teil Gradient einer Bewegung nach Definition 2.1.3.

Wegen (2.3.16) ist fir

(2.3.26) O<b 332&’ min { IIA-E'E, t+ o), la - 8°E, t + o)1}

die Abschatzung (2.3.5) erflllt, und nach der Annahmen 2.3.2. qilt fir (G, wy M) die
Aussage (2.3.18).

(Falls A=F, t+0c) oder a=6E,t+ 0, soist (2.3.5) ebenso gliltig.)
Unter Beachtung von (2.1.18), (2.1.19) und (2.3.23) folgt
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|:|' g -F 4 ¥ 3
(2.3.27) Gy 7€, 1)=Fy ¢, 1) + [ ft+0-1)(A-F@E t+0)) fir0<st<o
[d

fur o’ <t<T

Somit gilt nach (2.3.16)

t+o
(2.3.28) 1 Fy™* (€, *) - G4 "€, *) I 20 1, gnd) <INA-F(E t+0) llgn® { [ I(r)” dr 12 <
t
L o’ ‘ 2
< 5 1A-F(E 1+ 0) liget
Also gilt far

(2.3.29) 0<bs<ero lIA-FE t+a)ll
die Behauptung (2.3.20). Analog folgt aus

(2.3.30) 0<b<ero lla-BE, t+ )l
die Abschatzung (2.3.21). Somit kénnen wir b kleiner als das Minimum der rechten
Seiten in (2.3.26), (2.3.29), (2.3.30) wahlen.

Beweis von Satz 2.3.3.: Beweisidee: Die tragende Séaule des Beweises ist die
einfache Tatsache, daf3 aus

ab+c>0 furalle bOR
die Aussagen

a=0und ¢=20
folgen. Mit dieser Idee wird auch der entsprechende urspriingliche Satz in [Col64]
bewiesen. Aufwendig sind die technischen Details, die in Abhangigkeit von den

konkreten Ansatzen fur die Materialfunktionale variieren.

Sei (F, 6, p) ein beliebiger thermokinetischer Proze3 auf Q x [0, t] (t0]O, T[). Fir

jedes EUQ  existiert eine thermoelastische Fortsetzung (bei eingefrorenen

Phasenanteilen) (F, 8, p) auf Q x [0, t + s] (t <s < T) nach der Annahme 2.3.1.
Nach Lemma 2.3.5. gibt es ein 0 < 0 < s, so daf3 fur beliebig gegebene 0 < ¢’ <,
€>0, ADR”z, allR", aR eine Fortsetzung (G, w, ) von (F, 6, p) auf [t, t + 0
mit den in diesem Lemma behaupteten Eigenschaften existiert.

Dann gilt fir (G, w, M) im Punkt (&, t + o) die Clausius-Duhem-Ungleichung

(2.1.16), wobei die Gro3en dort auf die Referenzkonfiguratin bezogen sind. Somit ist
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N
die Beziehung (2.2.10) zu verwenden, um zu S zu gelangen. Wir berechnen die

N
(totale) Ableitung %LTJ flr die Argumente (G, w ™ im Punkt (¢, t + 0') bzw. im

entsprechenden Punkt der Zwischenkonfiguration.
d - - dA - -
(2331) al.l_l:aetel.p ooaGte+aqua+aDqu.a=
=0p G+~ AGn+0la+0P-a=

=0 PG A+ e a+dnea
wobei benutzt wird, daB3 auf [t, t + o] die Phasenanteile in & konstant sind. Ebenso
sind auf [t, t + o] die Zwischenkonfiguration in & und ihre Determinante konstant.
Zusammenfassend erhalten wir aus der Clausius-Duhem-Ungleichung (2.1.16) unter
Beachtung von (2.1.17), (2.2.10), (2.3.31) sowie Definition 2.2.5. (die Argumente ¢

und t + ¢ werden unterdrickt)

~

A A

(2.3.32) { Gy S( G, @ Ow T, det Gy) Gin - o oz B( Gte’ w 0w T, det Gy) Gin } += A +

N A
- { pO ae q]( Gte! (*)s D(*)s T[! det Gin) + pO ﬁ( Gtes (*)s D(*)s T[; det Gin) } a+

N
t+o’ t+0

- Po 00 P( Gy, , Ow, T, det Gy,) * a wq(Gd , @y , G, w Ow meOw =0.

Aus den Eigenschaften (2.2.32) fur (G, wy m) folgt dann sofort — ebenfalls fur die

Argumente ¢ und t+ 0 -

ARA _ A
(2.3.33) {F, S(F., 6, 08, p, det F,)) Fin - po 0 Ti( F,., B, 06, P, det Fy)) Fig == A+

N

{ pO ae l-I"( De p’ det I:ln) + pO r]( Ftes e De p, det Fln) } a+

| > 'I'II>

—t+0’ Rt+o’ =
08 +

- pO aDe l'I"( Ftea e De p, det I:ln) e q( Fd ’ ed y F e De p)

-{58(GS", ", F,8,08,p) - 0 - 5&(F*, 8", F, 8,08,p)}- 06 20.
Die Ausdriicke vor A, o und a sowie der letzte Term in der dritten Zeile von

(2.3.33) hangen nicht von A, a und a ab.

Wegen der Stetigkeit von ¢ und der Eigenschaften (2.3.20), (2.3.21) laBt sich fiir
gegebenes o, A, a, a der Ausdruck in der vierten Zeile von (2.3.33) dem Betrage

nach kleiner als ein frei gewahltes & > 0 machen. Es muf3 nur das ¢ in (2.3.20),

21



(2.3.21) klein sein. Die Ungleichungen (2.3.29), (2.3.30) zeigen, daf3 das auf Kosten
der Wahl des Parameters b fiir die Hilfsfunktion f aus (2.3.14) geschieht.
Somit erhalten wir aus (2.3.33) die Behauptungen (2.3.7) — (2.3.12) far die

Argumente & und t+ 0'.

_ A
Die Stetigkeit von (E, 6, p) sowie der Funktionen S, agt {, ds ), N sichern den

Grenzlibergang fur ¢ - 0 und wir erhalten (2.3.7) — (2.3.11). Weiter gelten, wie

sich leicht nachprufen laBt,

=t+0’

Fq

—t+0’

- Fy, 63° — 8y inder L>-Norm fiir o' - 0.

Somit folgt auch (2.3.12) wegen der Stetigkeit von d.
Zum Beweis der reduzierten Dissipationsungleichung (2.3.13):

Die Clausius-Duhem-Ungleichung (2.1.16) lautet unter Beachtung von (2.1.17):

(2.3.34) -po(E)%LIJ(E, t) - Po(&) N, t) B8, 1) - poad%a(det Fin) +

+S(E 1)~ FE-3q0020.
Unter Beachtung von
d ] 2
& (Fa() = (F)a() in L3O, T;R™)

fir E stluckweise differenzierbar und nach den Glattheitsvoraussetzungen sind E,

N
und damit auch F;, und F, in denjenigen t stetig differenzierbar, in denen es

(F, 0, p) ist. Wegen (2.3.10), (2.3.11) folgt aus (2.3.34)

N A N

0 ~ ~ oy
(2.3.35) -FieS* G Fe-Po3 ¥ Y- Pogget F dt (det F;,) +
+S'°aE-6q°D920.
N

Ein Umrechnen von S auf die Referenzkonfiguration und weitere Umformungen
liefern (2.3.13).

Der Satz 2.3.3. gestattet eine Umformulierung der Warmeleitungsgleichung (2.1.12).

Folgerung 2.3.6. Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.3.3. ist die

Warmeleitungsgleichung (2.1.12) aquivalent zu
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do ) S d dF, 0S
(2336)  po.prdivg=0Toe e, o S, o %5 g8 LE 4

aFI1 d’\ de ~ .
+ e F S ae bl dt te po dt(det Fm) = po % p +r g QX]O, T[

mit ¢, := g—g (spezifische Warme).

Die Terme auf der rechten Seite von (2.3.36) (auBBer r) lassen sich interpretieren als:
thermoelastische Dissipation, inelastische Dissipation, elastisch-inelastische
Dissipation  (zweimal), Dissipation infolge der Volumenanderung der

Zwischenkonfiguration, Dissipation der Phasenumwandlungen.

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich durch Ausnutzen der Bedingung (2.1.3) fur

den Term der Dissipation infolge der Phasenumwandlungen. So kénnen z.B. p,, und

Y. durch die restlichen Phasenanteile ausgedriickt werden. Mit

A ~ m-1~
€ (Py, s Pme1) 1= €(P) und  yn=- > Vi
i=1

erhalten wir
de ~
(2.3.37)  -Poge¥Y="Po Y gp Ve

Dann werden die Gro3en

_ % _ e ode
Li="-5.="{p, " p,

als latente Warmen fur die Umwandlung der m-ten in die i-te Phase bezeichnet.
Das Bisherige resimierend kommen wir zu den Grundgleichungen flr die

Thermoelasto-Plastizitat mit Phasenumwandlungen:

2

(2.3.38)  po - div (1 +0u)S) =1 in Qx10, T[,

(2.339)  p.p+divg=03 e s oo (Rl (s 028 ))E, +

d? de m-1 96 ~

oF;,
+BF S35+ e " Poj(det F, )dt(det Fi) - Po 2 op, Yitr

i=1

in Q x 10, T[,

T

(2.3.40)  Sp=y+o, i=1,...m-1 in Qx10, T[,
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(2.3.41)  E,=En(Fs 04 F, 8,00, p, (F)s Fa),

N
(2.3.42) W= §(F,, 6, p, det F,),
(2.3.43) q=G(Fy, 0, F, 8, 008, p),

(2.3.44)  y=7Y(Fs 64 F, 6, 6 08, p),
AN
(2.345)  S=p,Fin g B(F,, 6, p, det Fy) Fin,

VAN
(2.3.46)  Eni=3 (FmFn—1), E=Eo+E, E:=7(0u+0u" +0u Ou), F= F Fo.

Die auBeren Quellen gelten als gegeben, Anfangs- und Randwerte fur u, 6, p sind

hinzuzuftgen.

2.4. Isotropes Modell mit Volumenerhalt der Zwischenkonfiguration

Wir wollen jetzt die allgemeinen Anséatze in der Definition 2.2.5. und am Ende des
vorherigen Kapitels weiter spezialisieren.

Wir setzen voraus, daf3 die Zwischenkonfiguration volumenerhaltend ist und stutzen
uns dabei auf die experimentelle Erfahrung, daf3 inelastische Umformungen (bei
angenommener konstanter Temperatur und eingefrorenen Phasenanteilen)
volumenerhaltend sind. Diesen Sachverhalt dricken wir wie folgt aus

(2.4.1) det F, =1 in Qx10, T[

Sei der Kérper weiter isotrop (vgl. [Mal73], [Sil97], [Hau0Q]), es gelte also

A\ A

VAN /\2
(2.4.2) S=2UE,+\trE.) | +5E- +

- (det F.,) { 3Kat (8- ) + K22 (2 Eet 1)

Die Herleitung der thermischen und Umwandlungsspannungen (die letzten beiden
Terme in (2.4.2)) findet sich in der Erganzung am Ende der Arbeit. Unter p wird die
aktuelle Dichte, bezogen auf die Referenztemperatur 6, verstanden.

Wegen

det /F\te = ( det (2/I%te + I))% (=detF) und p = p(p)
steht die Darstellung (2.4.2) nicht im Widerspruch zu (2.2.13).
Wir bemerken, daB die Beziehung (2.4.2) konsistent ist mit dem
Transformationsverhalten der beteiligten Tensoren (beachte (2.2.10)), falls in die
Zerlegung (2.2.1) eine Orthogonalmatrix gemaf Folgerung 2.2.2. (ii) eingefugt wird.
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Eine Umrechnung von (2.4.2) auf GréBen bezlglich der Referenzkonfiguration ergibt
unter Beachtung von (2.2.3), (2.2.4) und (2.2.5)

(2.4.3) S =2uCp (E-E,) Ci + A tr(Fp (E - E,) Fin) Cin + 8 Cin [(E - E,) Cin] %+
- (det F) { 3Ka (8 — 8,) + KPO—F;Q 1C.

Die Lamé-Koeffizienten p und A sowie o, K und a hangenvon 6 und p ab. Sie
werden oft nach der Mischungsregel aus den entsprechenden GroBen fur die
einzelnen Phasen berechnet.

Wir spezialisieren jetzt die Beziehung (2.2.12), indem wir ansetzen, daB3 der
inelastische Verzerrungstensor von der Geschichte der Spannung abhangt. In
Experimenten tritt keine plastische Deformation auf, wenn der Deviator des

Cauchyschen Spannungstensors  verschwindet. Uber den bekannten

Zusammenhang

(2.4.4) T=(detF)"FSF.

setzen wir

(2.4.5) En(t) = & (T(s), 8(s), p(s)),

s=0

mit ™" :=71- % tr(t)l. & ist ein materialspezifisches Funktional.

Bemerkung 2.4.1. Wird der Ausdruck (2.4.3) fir S in (2.4.4), und danach in (2.4.5)

eingesetzt, so entsteht ein Ausdruck der Form (2.2.12).

Wir spezialisieren den Warmestrom q gemaf dem bekannten Fourier-Ansatz zu
(2.4.6) q=-kK(6, p) 06

mit k > 0 (Warmeleitfahigkeit).

Das bisher Ausgefihrte qilt in dieser Allgemenheit sowohl fur die Ubliche Plastizitat
als auch fur die sogenannte Umwandlungsplastizitat (TRIP). Die Unterschiede liegen
in der konkreten Gestalt des Funktionals @& in (2.4.5) (s. weiter unten).

Als SchluBfolgerungen aus den obigen Annahmen wollen wir die Grundgleichungen
fir die isotrope Thermo-Elasto-Plastizitit mit Phasenumwandlungen (fiir den
Fall det F;, = 1) hinschreiben:

(2.4.7) 0o S8 - div (1 + Ou)S = 1 in Qx10, T[,
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(2.4.8) 0uCe 10 - dliv (K1B) =0 o e Sy g oo Son 5 (1 Fe (5 623 ).

T 4
d A m -

0Fin 1 )
+9FSae o GFe pozapyl+r in Q %10, T[,

(2.4.9) %pi = V(Ey, E, 0y, 0, 0, 06, p) + b, i=1,..,m—1, in Qx10, T[,
(2.4.10) En(t) = 8 T(s), 6(s), p(s) ),
2.4.11)  detF, =1 in Qx10, T[,

(24.12)  S=24Ciy (E-Ey) Cip + Atr(Fy (E- Ey) Fn) Cin + 3Cin [(E- E;) Cinl %+
- (det F) { 3Ka (0 —8,) + K22} ¢,

sowie

]
(Ou + Ou" + Ou" Du), En=3% (Fin Fo—1),

I\‘JI—L

(2.4.13) E=

E.=E-E, C.=2FE, +1, C=2E+1I.

Gesucht sind die Verschiebungen u, die Temperatur 6, die Phasenanteile p, sowie
das Tensorfeld F,,.

Fir u und O sind die Ublichen Anfangs- und Randwerte, fir den Phasenvektor p
der Anfangswert hinzuzufugen. Der Anfangswert fur F;, ist identisch null und folgt
aus dem Modell, da die Referenzkonfiguration ohne plastische Verformungen
angenommen wird.

Gilt speziell F,(t) =0 furalle Zeiten, so folgen aus den obigen Gleichungen (2.4.7) —
(2.4.13) die Gleichungen der Thermoelastizitat mit Phasenumwandlungen (vgl.
[Wol00]).

Ausschlaggebend fur die Berlcksichtigung plastischer Effekte — sowohl klassischer
Art als auch aus der Umwandlungsplastizitat herriihrend — ist die Modellierung des
Funktionals & in der Gleichung (2.4.10). In den nachsten Punkten wollen wir hierauf

naher eingehen.
2.5. Klassische Plastizitat

Viele Modelle der Plastizitat beinhalten eine FlieBgrenze. In Verallgemeinerung der

Situation ohne Phasenumwandlungen nehmen wir an, es gebe eine positive Zahl
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T, = To(0, p), genannt FlieBgrenze, sowie eine nichtnegative Tensorfunktion f
(,FlieBfunktion®). Dann soll z.B. gelten:

Plastische Deformation findet nur statt, falls

(2.5.1) f(1*) 2 14(6, p)

(t* - Deviator des Cauchyschen Spannungstensors).

Als Funktion f kann z.B. die van-Mises-Funktion

1
(2.5.2) f(T*) == (1% o -[*)5

gewahlt werden. Im allgemeinen enthalt  eine Norm auf dem Raum der Deviatoren.
Experimente zeigen, daB fur plastische Effekte die Abweichung der Spannung von
einem isotropen Zustand - bezogen auf die aktuelle Konfiguration - maBgebend ist.
Daher wird der Cauchysche Spannungstensor 1 verwendet.

Eine isotrop anliegende Spannung (d.h. ein Druck) bewirkt keine plastische
Bewegung, weshalb der Deviator des Spannungstensors Verwendung findet.
Experimente zeigen, daf3 die plastische Bewegung volumenerhaltend ist. Somit bleibt
die Beziehung (2.4.11) bestehen.

Wir berucksichtigen den Zusammenhang der Spannungstensoren:

(2.5.3) T=(detF)'"FSF.

Die Annahmen (2.5.1) - (2.5.3) ergeben zusammengefaft
(2.5.4) Ent) = & (T°(s) (1 - H(1,(8(s), p(s)) - {(1*(s) ) ), 6(s), p(s) ).
s=0

Unter Beachtung von (2.5.3) ist das ein Funktional in der Form (2.4.5) (mit H gleich
Heavyside-Funktion) und wir erhalten die Gleichungen (2.4.7) — (2.4.12) mit
spezialisiertem Funktional @&, das entsprechend des konkreten Plastizitatsmodells
weiter zu charakterisieren ist.

AuBerdem kénnen weitere Gro3en (z.B. zur Beschreibung von Verfestigungen) nebst
zugehorigen Evolutionsgleichungen in das Modell integriert werden (Vgl. z.B.
[Hau00]). In diesem Fall ist das System (2.4.7) — (2.4.13) durch entsprechende

Gleichungen fur diese Gro3en zu erganzen.

2.6. Umwandlungsplastizitat
Experimente zeigen, daB3 wahrend der Phasenumwandlungen eine andauernde,
plastische Verformung auftreten kann, die mit der ,klassischen“ Plastizitat nicht zu

erfassen ist. Diese Umwandlungsplastizitat tritt bereits bei Spannungen auf, die
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wesentlich unterhalb der FlieBgrenzen der beteiligten Phasen liegen. Wir verweisen
auf die umfangreiche Literatur (z.B. [Pie0Oa, b], [Obe99], [Fis99], [Fis96], [Bes93],
[Mit87], [Leb89a], [Leb89b], [Den83]), in der auch die historischen Entwicklungen
aufgezeigt werden. Zuerst wurde die Umwandlungsplastizitat fur den einachsigen
Zugversuch bei konstanter Belastung und einer Phasenumwandlung beobachtet und
modelliert. In der Folge wurden der mehrdimensionale Fall unter nichtkonstanter
Belastuung modelliert [Mit87], [Leb89a]. Bei der Bildung einer Phase (z.B. Martensit

durch Abschrecken) wurde folgender Zusammenhang vorgeschlagen
d
(261) dt TRIP 2 K T CD (Z)

wobei &,, ein durch die Umwandlunsplastizitat hervorgerufener zusatzlicher
linearisierter Verzerrungsstensors ist. Die Bezeichnung TRIP steht fur ,transfomation
induced plastisity“. Weiter sind 1" der Deviator des Cauchyschen Spannungstensors
T, z die sich bildende Phase, K eine Materialkonstante und @& eine monotone
Funktion auf [0, 1] mit ®(0) =0 und ®(1) = 1. Die Konstante K wird in [Fis96]

angegeben zu

2
44 MS
K=4,2.1O11 Kg

flr Stahl 42CrMo6 (vgl. auch [Bes94]), fir die Funktion @® werden von den Autoren

verschiedene Varianten vorgeschlagen (s. [Fis96] mit einer Auflistung), so z.B.

(2.6.2) ®(z) :=z (1 —In(2)) in [Leb89a] sowie
d(z) =z in [Tan85] und
d(z) :=2(2-2) in [Den83].

In [Leb89a] werden unter bestimmten Annahmen theoretische Begrindungen fir @
und K gegeben und K durch andere GroBen ausgedruckt.
FuBend auf [Ino89] IaBt sich der Ansatz (2.6.1) auf m Phasen erweitern zu

d 32 o
(263) dt Emp = E z CD (p (p.) T
mit phasenindividuellen K; und ®. Mit der Heaviside-Funktion berlcksichtigen wir
nur jeweils die Bildung einer Phase (und nicht deren Abnahme.) (Hier weichen wir
von [Ino89] ab, ebenso wird dort statt 1™ die Differenz von 1* mit dem Deviator des
Eigenspannungstensors genommen.) Eine noch weitergehende Verallgemeinerung,
die auch nicht durch Spannungen hervorgerufene Umwandlungsplastizitat zulast,

wird in [Fis99] vorgeschlagen. Diese und andere mogliche Verallgemeinerungen
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berlihren nicht das hier vorgeschlagene Vorgehen, die Umwandlungsplastizitat mit
Hilfe der Zwischenkonfiguration ins allgemeine Modell der Thermoelastoplastizitat mit
Phasenumwandlungen einzubinden.

Fir groBe Deformationen wird E anstelle von & gewahlt.

Unter der Voraussetzung E..(0) = 0O, (folgt aus Annahme des Modells) folgt aus
(2.6.3) die Beziehung

m t
3 ‘ ‘ ‘ *
(2.6.4) Erme(t) =5 z K; J ®;(py) pi' H(p/) T* ds.
i=1 0
Damit ist der von der Umwandlungsplastizitat hervorgerufene Verzerrungstensor eine
Spezialisierung von (2.4.5). Solange noch keine Effekte der ,normalen® Plastizitat mit
FlieBgrenze zu erwarten sind, kbénnen wir wie im Kapitel 2.2. den

Deformationsgradienten F multiplikativ zerlegen in

VAN
(2.6.5) F = Fi Fraes
wobei die Zwischenkonfiguration jetzt von der Umwandlungsplastizitat erzeugt wird.
(Der Index ,,in“ wird also durch ,TRIP“ ersetzt.)
Wie Experimente zeigen, fihrt Umwandlungsplastizitat nicht zur Volumenanderung.
Wie vorher wird die mégliche Volumenanderung infolge Phasenumwandlungen in
den thermoelastischen Teil integriert.
Wir erhalten somit die Grundgleichungen der isotropen Umwandlungsplastizitat
aus den Gleichungen (2.4.7) — (2.4.13), wobei (2.4.10) durch (2.6.4) zu ersetzen ist

(mit Indices ,TRIP“ anstelle von ,in“).

2.7. Umwandlungsplastizitat und klassische Plastizitat

Die Modellierung von klassischer und Umwandlungsplastizitat gestaltet sich
aufwendiger, besonders in der geometrisch nichtlinearen Theorie.

Moglich ware es, die Zwischenkonfiguration durch beide Arten der Plastizitat zu
definieren. Das eigentliche Problem besteht dann darin, die Gestalt des Funktionals
¥ in (2.4.5) bzw. (2.4.10) anzugeben. Eine bloBe Addition der entsprechenden
Funktionale in (2.5.4) und (2.6.4) ist bei groBen Deformationen nicht korrekt und nur
bei der oft Ublichen Linearisierung akzeptabel.

Der Ausweg besteht darin, eine Zerlegung von F in drei Faktoren vorzunehmen und

zwei Zwischenkonfigurationen zu betrachten.
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Definition 2.7.1. Seien X eine Bewegung und F = Ox zugehoriger Deformations-

gradient eines Kérpers Q geman Definition 2.1.3. sowie
AN

VANAN

(2.7.1) F = Fe Fo Frop-
eine multiplikative Zerlegung von F in drei stiuckweise stetig differenzierbare

(bezlglich t) Faktoren mit positiver Determinante. Dann definieren wir

1
(2.7.2) ETR|p = E (F¥R|P I:TRIP - I )’
AN 1 ATA
(273) Ep| = P (Fpl Fpl - I)s
T VAN
(274) Ep| = FTRIF’ Ep| FTRlP,
A VANEIVAN
AN 1 AT VAN
(2.7.5) Ee =5 (FieFe — 1),
T N
(2.2.8) Ee := FrriP Eie Fraps
AN
AN /\_I_ VANEVAN
(2.7.7) Eie = Fpi Eie Foi
A 4
(2.7.8) E:=Ftp E Frrip, (E - Greenscher Verzerrungstensor gemaf (2.1.8)),
A
VAN T N e
(279) E:= I:pl E Fp|5

Die Abbildung (&, t) - Fne(&, t) heiBt erste Zwischenkonfiguration, hervorgerufen

durch die Umwandlungsplastizitat.

N
Die Abbildung (&, t) - F, Fre(§, 1) heiBt zweite Zwischenkonfiguration, hervor-

gerufen durch die Umwandlungsplastizitat und die (klassische) Plastizitat.

In obiger Definition beziehen sich GréBen ohne Dach auf die Referenzkonfiguration,
GroéBen mit einem Dach (1) auf die erste und GréoBen mit zwei Dachern auf die zweite

Zwischenkonfiguration.

Bemerkung 2.7.2. Es ware auch moglich, anstatt der Zerlegung (2.7.1) die

Zerlegung

T >>

(2.7.10) F

30



zu wahlen und die nachfolgenden Formeln sinngemaB zu verandern. Eine
Bevorzugung einer Variante kénnte durch spezielle Uberlegungen bei konkreten

Anwendungen nahegelegt werden.

Bemerkungen 2.7.3. (i) Offenbar gilt
(2.7.11) E =E. + E, + Eqp-
(ii) Wie bereits im Fall einer Zwischenkonfiguration ist auch die Zerlegung (2.7.1)

nicht eindeutig. Denn neben (2.7.1) kann auch geschrieben werden

AN
N

(2.7.12) F=(F.R") (R /F\p. Q") (QF ),

wobei R und Q beliebige stuckweise stetig differenzierbare Funktionen in die
Orthogonalmatrizen mit Determinante gleich eins sind. Es ist leicht nachzurechnen,
daB3 die auf die Referenzkonfiguration bezogenen Verzerrungstensoren E, E,, E,
und Eg. bezlglich derartiger starrer Drehungen der Zischenkonfigurationen

invariant sind. Die auf die erste Zwischenkonfiguration bezogenen

N N
Verzerrungstensoren E, und E, transfomieren sich gemaf

VAN N
(2.7.13) EMY =QE® Q.

A
N

Fur den auf die zweite Zwischenkonfiguration bezogenen Verzerrungstensor E, gilt

N N
VAN VAN
(2.7.14) E.™ =R E./" R".
(1ii) FUr die zweiten Piola-Kirchhoff-Tensoren gelten die Zusammenhange
A T
(2.7.15) S =Fwe S Frrip,
AN
VAN VAN T
(2.7.16) S=F,S Fp.

Es ware moglich, die Kbrperdefiniton 2.2.5. auf den Fall zweier
Zwischenkonfigurationen zu erweitern und wie im Punkt 2.3. die Clausius-Duhem-
Ungleichung auszuwerten. Wir wollen diesen recht aufwendigen Weg hier nicht
gehen, sondern zeigen, dal3 es speziellere Annahmen erlauben, den jetzigen Fall in

das bisherige Konzept gut zu integrieren.
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Wir nehmen an, daf plastische und umwandlungsplastische Deformationen
volumenerhaltend sind. Die Volumenanderung infolge von Phasenumwandlungen
wird wie im Punkt 2.2. in die thermoelastische Bewegung mit hineingnommen.
Bezuglich der zweiten Zwischenkonfiguration soll sich der Kérper thermoelastisch
verhalten, wobei Umwandlungsspannungen miteinbezogen werden (Vgl. (2.4.2)).

Wir formulieren also.

Annahmen 2.7.4. Es werden folgende Materialannahmen getroffen:

AN
(2.7.17) det F, =1, det F, = 1.
t
(2.7.18) Eme = %1(1—*5 0, p),
s=0
AN t
(2719) Ep| = %2(1—*5 e’ p)’
s=0
AR
(2.7.20) S = o(E,, 6, p).

Dabei seien @, und @&, Funktionale in der Art (2.6.4) bzw. (2.5.4), T* sei der
Deviator des Cauchyschen Spannungstensors. Weiter sei o eine Funktion ihrer

Argumente, im einfacheren Fall sei o isotrop.

Aus (2.7.19) und (2.7.4) folgt leicht
T
(2.7.21) Epl = Frrip & F me-
Hieraus ist ersichtlich, daB3 eine Addition der rechts in (2.7.18), (2.7.19) stehenden

Funktionale zu einem gemeinsamen, das dann in (2.4.5) eingefugt werden soll, nicht

korrekt ist. Es ist aber méglich, folgende GréBen zu definieren

;
(2.7.22) Ein = Eme + B = &1 + Frrip &2 F e

(2.7.23) Fin = /F\p, Fiae-

Jetzt sind wir in der Situation der Punkte 2.2. bis 2.4. Andererseits ist zu sehen, dal3
bei der Annahme kleiner umwandlungsplastischer Deformationen eine einfache
Addition von (2.7.18), (2.7.19) mdglich ist. In diesem Fall erscheint die Zerlegung
(2.7.1) vorteilhafter als die in (2.7.10).
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Das Bisherige resumierend, kdnnen wir das System der gekoppelten Gleichungen fur
die isotrope Thermoelasto-Plastizitat mit Phasenumwandlungen und Umwandlungs-

plastizitat angeben.

2,
(27.24)  p,S¥-div(l+0u)S =1 in Qx10, T[,
d . S d dE; -1 dF,, 0S
(2.7.25)  poc, 50 -div (k18) =035 T o (R TS 08 ) B+
oF;, . an m-1 98

+0F S5 -aFte-poza_p_\N/ﬁr in Q %10, T[,
i=1 !

(2726)  Sp=V(ELE 6,6,6,00,p)+¢, i=1,..m—1, in Qx]0,T],
(2.7.27)  En=3+ Frar 3 F e

JAN
(2.7.28) det Fop = 1, det F, = 1. in Q x]0, T,
(2729) S= 2“ CI-; (E - ETRIP - Epl) CI-: +A tr(FI-: (E - ETRIP - Epl) FI-:) CI: +
+8Cin [(E - Erae - E,) Cin] * - (det F) { 3Ka (8- 6;) + K22 3 C.

AuBerdem gelten die oben aufgefuhrten bzw. sich ergebenden Beziehungen

zwischen den beteiligten Tensoren

1 1
E= 2 (Ou + Ou™ + Ou” Ou), Eme = 2 (F$RIP Frae = 1),
AN
1. 71 A A A A R
EpI =5 Frrip (Fpl Fpl — 1) F e, Fin= Fpl Fraes Fie = FrRiP I:pl
E1e=E-Ep|-ETR|P, C.=2E,+1, C=2E+1.

Gesucht sind die Verschiebungen u, die Temperatur 6, die Phasenanteile p, sowie,

N
falls von Interesse, die Tensorfelder F, und Fr.

Fir u und O sind die Ublichen Anfangs- und Randwerte, fir den Phasenvektor p

N
der Anfangswert hinzuzufigen. Die Anfangswerte fur F, und F, sind identisch

null und folgen aus dem Modell, da die Refernzkonfiguration ohne plastische und

umwandlungsplastische Verformungen angenommen wird.

3. Zur Modellierung von Phasenumwandlungen im Stahl
Ein differenzietes Eingehen auf die verschiedenen vorhandenen Modelle fur

Phasenumwandlungen im Stahl wirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen.
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Wir kénnen hier nur kurz die Problematik im Zusammenhang mit der allgemeinen
Kontinuumsmechanik beleuchten. Es gibt unterschiedliche Modelle, die teilweise fur
spezielle Situationen entwickelt wurden, so z.B. Modelle fir isotherme und spezielle
nichtisotherme Umwandlungen. Flr eine ausflhrliche Zusammenstellung wichtiger
Umwandlungsmodelle verweisen wir auf [Hun02].

Im Kontext der allgemeinen Kontinuumsmechanik kommen strenggenommen nur
Modelle in Betracht, die eine beliebige Temperaturfliihrung gestatten, da infolge der
oben beschriebenen Wechselwirkungen apriori nicht von einem isothermen oder
anderen speziellen Temperaturverlauf ausgegangen werden kann.

Fir spezielle Aufgaben wie etwa die Simulation von Abschreckprozessen werden
naturlich mit Erfolg Modelle verwendet, die sich ohne weitere Erganzungen bzw.
Modifikationen nicht in die allgemeine Kontinuumsmechanik integrieren lassen (Vgl.
z.B. die Arbeiten [H6m986], [Fuh99]) .

Wir betrachten die idealisierte Situation, in der nur die beiden Phasen Austenit und
Perlit auftreten.

Fir die Umwandlung von Austenit zu Perlit gilt bei konstanter Temperatur die

Johnson-Mehl-Avrami-Gleichung
]

(3.1) p'(x, ) = (P(6) — p(x, 1)) ?4(8)2 [-In(1 —p(x, ) PO T " "@  in Qx]0, T[

Hierbei ist p der Volumenanteil von Perlit, p(6) der von der Temperatur 6
abhangige Gleichgewichtsanteil, n und T sind temperaturabhangige
Materialparameter (s. z.B. [Hun99]).

Die Temperatur 6 selbst hangt i.a. von Ort und Zeit ab, aus Grinden der
Ubersichtlichkeit wurde diese Abhéngigkeit in (3.1) nicht mitgeschrieben, ebenso die
Ortsabhéangigkeit von p.

Fur nichtisotherme AbklUhlvorgange wurde in [Hun99] die Formel (3.1) erweitert zu

(3.2) p'(t) = (P(6) — p(1)) ?—% [-In(1 —p(t) ()™ I’ "6 f(6, ).

Die Funktion f hat eine Korrekturfunktion, da ohne f diese Gleichung nur fir die
Umwandlung bei konstantem 0 gilt. Dies Funktion muf3 experimentell bestimmt
werden, es soll gelten (6, 0) = 1.

Bei Verwendung der Formel (3.2) wird verabredungsgemal davon ausgegangen,

daf3 die Temperatur 6 unterhalb der Austenit-Starttemperatur 0, liegt, und dafi3 der

34



Gleichgewichtsanteil des Perlits noch nicht erreicht ist. Die Formel (3.2) muB3 also

erweitert werden zu

1
(3-3) p(t) = ?{8} [- In(1—p(®) pEO)™) 1'""® 16, 8.+

* max { p(8(t)) — p(t), 0} H(6, - 6(t))
Die Terme mit dem Maximum und der Heaviside-Funktion Ubernehmen also eine
Schalterfunktion.
Die Gleichung (3.3) ist trotz ihrer Lange noch nicht zur gleichzeitigen Beschreibung
der Ruckumwandlung von Perlit zu Austenit geeignet, falls die Temperatur 0,
ubertrifft. Diese Umwandlung kann modelliert werden, indem wir zur rechten Seite in
(3.3) den folgenden Ausdruck addieren.
(3.4) - p() £,(8(t), p(t)) (1 - H(6, - 6(1)) )
Hierbei wird berucksichtigt, dai3 sich Austenit aus dem vorhanden Perlit bildet, falls

die Temperatur hinreichend hoch ist. Fir f, wird oft angesetzt
1

(3.5) fy =T [ In(1 = p®) T m@ (6, 6,

da die Umwandlung von Perlit zu Austenit auf gleicher Grundlage wie die von

Austenit zu Perlit ablauft. Die Materialparameter sind nur verschieden. Abschlie3end

erhalten wir fur unser angenommenes Zweiphasen-Modell (Austenit ~ Perlit):

a
(3.6) p(t) = ?{8} [-In(1—p(t) pO") 1"~ "® (8, 6).c

» max { p(6(t)) — p(t), 0} H(B, - 6(t)) +
;

()_1%[ IN(1 —p(x, 1) 1' " ny® 1,(8, 8) (1 - H(B, - B(t)) )

a
(3.7) al(t) = TJ@)Z[ In(1 —p(t) O™ 1" 1(6, 8.

» max { p(8(t)) — p(t), 0} H(B, - 6(t)) +

)
+ p(t) (e) [-In(1=p®1) 1"~ n@ 16, 8) (1 - H(®, - B(t)) )

Diese beiden Gleichungen sind eine Spezialisierung von (2.1.13), sie bericksichtigen
nocht nicht den oft vernachlassigten EinfluB der Spannungen auf die
Phasentransfomationen, der bei gro3eren anliegenden Zug- oder Druckspannungen

betrachtlich sein kann (Vgl. z.B. [AhrO0] fur experimentelle Untersuchungen sowie
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[Ino85] fur Ansatz und Simulation). Eine derartige Korrektur kénnte durch Faktoren
vorgenommen werden, die von einer Norm des Cauchyschen Spannungstensors
abhangen und fir verschwindene Spannungen gleich eins sind. Hier gibt es offenbar
noch gréfBeren Forschungsbedarf.

Anstelle der Johnson-Mehl-Avrami-Gleichung (3.1) ware es auch madglich,
Umwandlungsmodelle als Ausgangspunkt zu nehmen, die die Geschichte der
Temperatur (Vgl. z.B. [Mit92], [Lar95]) beriicksichtigen

(3.8) p(t) = (1 - p(t) 3 [ 1(8(s)) (t —s)* ds
0

oder mit linearen Differentialgleichungen auskommen, wie von Leblond / Devaux
[Leb84] vorgeschlagen. Im Falle von zwei Phasen (Austenit zu Perlit, nur Perlit
notiert) lautet es

e _ POW) - p(t)
(3.9) Pt =" 6w -
Dabei ist p(8) der (Gleichgewichts-)Anteil des Perlits, der sich nach unendlich langer
Zeit bei der konstanten Temperatur 0 einstellen wirde. T ist ein

temperaturabhangiger Materialparameter.

Ergédnzung: Herleitung des Terms fur die Umwandlungsspannungen

Bei der Thermoelastizitat einer koexistierenden Mischung rufen Dichteanderungen
selbst bei homogener Temperatur Spannungen hervor. Daher muissen die
klassischen Duhamel-Neumann-Beziehungen der linearen Thermoelastizitat (vgl.

z.B. [Dau90))

(E.1) g = el T, - R tr(T) 8+ (8- 8) §,
durch den Anteil der Umwandlungsspannungen erganzt werden (g := linearisierter

Verzerrungstensor, 1 := (Cauchyscher) Spannungstensor). Wir betrachten den Fall
von drei Raumdimensionen.

Seien p, die Dichte der Referenzkonfiguration und p die aktuelle Dichte der
Mischung bezogen auf die Referenztemperatur (setzt sich nach Mischungsregel aus
den Dichten der Phasen und deren Anteilen zusammen). Dann qilt fir die relative

Volumenanderung

V-V Po- P
(E.2) —1—°V0 e
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Daraus folgt fiir lokale Deformationen die entsprechende relative Langenanderung

-l _1po-p
(E-3) TR
so daf3 zu (E.1) der Term %Boé_P &; Zu erganzen ist.

Durch anschlieBendes Auflésen der Gleichung nach T erhalten wir
(E.4) T=\(tr &)l + 2 € - 3Ka(6) (e—eo)l—KpO—p'Q |

Die letzten beiden Terme in (E.4) figen wir auch nichtlinearen Modellen hinzu, wobei

wir sie gemaB des Zusammenhangs zwischen Cauchy- und 2. Piola-Kirchhoff-

Tensor

(E.5) S=(detF)F'tFT

umrechnen.
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