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Diskrete und kontinuierliche Modelle

Viele Phanomene in der Natur behandeln das Verhalten von einer
groBen Anzahl individueller Objekte, die miteinander interagieren.
Beispiele:

Meteorologie:
Interaktion von Luft- (Sauerstoff, Stickstoff, ...) und Wassermolekiilen

Wettervorhersagemodelle beinhalten nur gemittelte GroBen wie
Temperatur, Druck, Feuchtigkeit, Windgeschwindigkeit
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Luft-Molekiile — Wetterkarte mit Isobaren




Diskrete und kontinuierliche Modelle

Bauwesen:
Bindungskrafte zwischen einzelnen Atomen

interessant sind elastisches Verhalten und Belastbarkeit
von Materialien (z.B. Stahl, Beton)
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Kristallgitter Stahl — Bruch mit inneren Spannungen



Diskrete und kontinuierliche Modelle

Biologie
Wachstum und Bewegung einzelner Individuen (z.B. Bakterien)

Entwicklung und Ausbreitung ganzer Populationen (Kulturen),
Rauber-Beute-Modelle, ...

Bakterienkulturen auf:

Spucke Schwamm

Kise Penicillin
Bikdar: Dicier Brand- K rdh

einzelne Bakterien — Petrischalen mit Kolonien



Diskrete und kontinuierliche Modelle

Verkehr
Verhalten einzelner Autos bzw. Fahrer

Interessant ist Entstehung bzw. Vermeidung von Staus
(mit vielen Fahrzeugen)




Diskrete und kontinuierliche Modelle

Ziel:

Betrachtung gemittelter GroBen iiber viele benachbarte Objekte,
also makroskopische / kontinuierliche GroBen

Modelle / Theorien fiir gemittelte Dichte (von Individuen) und
deren Veranderung, zugehorige Fliisse (Bewegung)



Dichten und Fliisse

Einfachste kontinuierliche Modelle beinhalten eine Dichte, einen

Flussvektor und ein Bilanzgesetz.

Wir betrachten im folgenden im Ort aufgeloste GroBen,

die sich in der Zeit verandern kdnnen

Warum ist das sinnvoll /nétig?
Beispiele:

e Zucker im Kaffee (Konzentration)

e Temperatur im Kaffeeloffel
oder Kochtopf (Warmedichte)

anschaulich am einfachsten: Massendichte



Dichten und Flisse

Massendichte (,,Dichte" eines physikalischen Materials)

Zu einem Punkt P = (x,y, 2) im Raum betrachten wir ein (kleines)
Volumenelement 6V um P (zum Beispiel einen kleinen Wiirfel)
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Volumenelement 6V um P



Dichten und Flisse

Die mittlere Massendichte p in 8V zur Zeit t ergibt sich als die in 6V
eingeschlossene Masse (prop. Anzahl der Molekiile), dividiert durch das
Volumen |6 V| des Volumenelements:
Masse in 0V zur Zeit t
0V
Lasst man V' immer kleiner werden, so ergibt sich im Grenzwert die
Massendichte p( P, t) im Punkt P zur Zeit t.

p(dV,t) =



Dichten und Flisse

In Wirklichkeit kann man das Volumenelement nicht beliebig klein
werden lassen, ohne auf Probleme zu stoBen:

Wenn 8V sehr klein ist, dann sind nur noch ganz wenige (oder meist
sogar gar keine) Molekiile mehr im Volumenelement.

Die Massendichte im Punkt ist also eher eine theoretische Eigenschaft,

eine ldee.

Da 1ecm? Wasser aber z.B. etwa 1022 Molekiile enthilt, kann man
0V schon ziemlich klein machen und erhdlt immer noch verniinftige

Mittelwerte.



Dichten und Flisse

Analog zur Massendichte:
e elektrische Ladungsdichte (Elektroneniiberschuss)
e Energiedichte e(P,t) (z.B. thermische Energie / Temperatur)
e Populationsdichte (biologische Organismen)

e chemische Konzentrationen
(z.B. von verschiedenen Komponenten in einer Mischung)



Dichten und Flisse

Fliisse
Die einzelnen Objekte (Molekiile, Organismen, ...) kdnnen sich
bewegen

Die Rate und Richtung der gemittelten Bewegung wird als
Flussvektor g( P, t) im Punkt P zur Zeit t zusammengefasst.

Der Fluss kann wieder durch einen Grenzprozess definiert werden.

Erstmal eindimensional:
Warmefluss im Stab, Massenfluss einer Fliissigkeit im Rohr
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Dichten und Flisse
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Der Massenfluss q( P, 1) ist die gesamte Masse, die sich im
Zeitintervall I = [t,t + At) von links nach rechts durch den Punkt
P bewegt, geteilt durch die Lange |0I| = At des Zeitintervalls:

in 01 durch P rechts bewegte Masse
At

Q(Pa 5t) —

Lasst man At immer kleiner werden, ergibt sich im Grenzwert die
Massenflussrate q( P, t) durch P zur Zeit t

q(P,t) ist negativ, wenn sich mehr Masse von rechts nach links
bewegt. Das Vorzeichen gibt in 1D also die Richtung der Bewegung an.



Dichten und Flisse

Mehrdimensional:

Im Punkt P wird ein Flachenelement d F' mit Einheitsnormalenvektor
N betrachtet, und die Anzahl der Objekte, die sich in I durch
dieses Flachenelement von der einen auf die andere Seite bewegen:
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Dann ist die Flussrate in Richtung 755
Anzahl der in 01 durch 6 F' bewegten Objekte

0F| At

G(OF, 81) - fisr =

Lassen wir die FlachengroBe und die Zeitspanne gegen Null gehen,
ergibt sich im Grenzwert die Flussrate g( P, t) - 7i.

Dabei ist g( P, t) der Flussvektor, er gibt Richtung und Starke des
Flusses in P zur Zeit t an.



Energieerhaltung

Eindimensionales Beispiel:
Energie (z.B. Warme) in einem Stab
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Wir betrachten einen (beliebigen) Abschnitt [x1, 2] aus einem Stab
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X1 X2

Abschnitt zerlegen in Volumenelemente
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Energieerhaltung

Wie beim Riemann-Integral:

&V 8V, - &V
VA
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X1 X2

Die Gesamtenergie im Abschnitt zur Zeit t ist die Summe iber alle
Einzelenergien in den Volumenelementen 6V, ..., 0Vn:

N N
E(0V,,t)
Efran(t) = Y E(@Vi,t) =) |8V Vi
i=1 i=1 i

N ——’
Energiedichte e(dV;, t)

Im Grenzprozess [0V'| — 0 wird die Summe zum Integral

T2
Elzy 2] (t) = / e(x,t) de

1



Energieerhaltung

Energieerhaltungsgesetz: (ohne innere Energie-Quellen / -Senken)

Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie im Abschnitt ist gleich
dem Zu- bzw. Abfluss iiber die Rander des Abschnitts!

Energiefluss aus dem Abschnitt iiber die Intervall-Grenzen:
e in x; flieBt g(ax1,t) nach rechts (in den Abschnitt hinein),

e in x5 flieBt g(x2,t) nach rechts (aus dem Abschnitt heraus), also
—q(x2,t) nach links (in den Abschnitt hinein)

q(x1, t) q(x2, t)
{ —) )— )
X1 X7

Also:

d
aE[wl,wz] (t) — Q(wl, t) - q(CC2, t)



Energieerhaltung

d
— Bl (1) = q(21,1) — (@2, 1)

Trick:
Ist g eine differenzierbare Funktion beziiglich x, so gilt

q(zo,t) — q(x1,t) = /

2

d
%Q(CE‘, t) dx

T
und mit
d d 4 i) w2d
_Ewmt:— ewtdw: —eajtdw
dt[192]() dt/ml (z, 1) /wldt(’)
folgt

T2 d 2 d
/m el 1) dz = _/ < g(.1) da

1 x1



Energieerhaltung

Zusammenfassen der Integrale ergibt

2 /d d
“e(x,t) + —q(x,t) ) de =0
[ (Get@n+ a0 do

Dies soll fiir alle Stababschnitte [x1, 2] gelten, dann muss aber der
Integrand verschwinden:

d d
—e(xz,t) + —q(z,t) =0
“e(@,t) + (1)

in jedem Punkt & und fiir jede Zeit ¢.

Erhaltungsgleichung:

d d
— t) = —— t
Ze(@t) Z-4(z,1)

Die zeitliche Anderung der Energiedichte ist gleich minus der
raumlichen Anderung des Flusses.



Energieerhaltung

Quellen und Senken

Wairmequellen (Heizung, z.B. Mikrowelle, Kerze unter dem 1D Stab)
konnen zusatzliche Energie produzieren:

G (e X T

Im Modell: zusatzlicher Quellterm f auf der rechten Seite:

zeitliche Anderung = riumliche Fluss-Anderung + Produktion

d d
ae(m,t) = —EQ(% t) + f(x,t)

Abkiihlen (z.B. durch Wasser) erzeugt eine Warmesenke (f < 0)




Energieerhaltung

Quellen und Senken in anderen Modellen:

e Chemie:
Produktion und Verbrauch von Stoffen durch chemische
Reaktionen

e Biologie:
Entstehung neuer biologischer Individuen (z.B. Vermehrung von
Bakterien) oder deren Absterben,
Dezimierung durch Fressen bei Rauber-Beute-Modellen

e Verkehr:
Ein- und Ausfahrten auf der (1D) Autobahn



Flussgesetze

Warmeleitung: Temperatur T’

Prinzip: Temperaturausgleich durch Warmefluss
TIL

Temperatur

Wiirme fluss

|
X1 X2

Fourier-Gesetz: Warmefluss ist proportional zum
Temperaturunterschied (also zur negativen Ableitung):

d
q(z,t) = —K—T(x,1)
dx

K > 0 Wairmeleitfahigkeit des Materials



Flussgesetze

Temperaturausgleich durch Warmefluss (ohne Quellen):

w L

Strukturen vergehen!



Flussgesetze

In drei Raumdimensionen:

Fourier-Gesetz fiir den Flussvektor:
—K %T(w, Y, 2z, 1)
qgxz,y,z,t) = | —K d%T(az,y,z,t)
—K d%T(w, Y, 2z, 1)

= —KVT(z,y,z2,t)

Erhaltungsgesetz:

d .

ae(wv Y,z,t) = _d'VQ(wa Yy, =z, t) + f(z, vy, 2, t)
= ( d + d + d ) +f
— da:ql dsz dzq3



Mathematik

Die Erhaltungsgleichung

d d
ae(wa t) — _%Q(wa t) + f(wa t)
muss erganzt werden durch
e Anfangsbedingungen (zur Zeit t = 0) und

e Randbedingungen (z.B. Fluss iiber den Rand des Gebietes,
Temperatur am Rand, 0.4.).

Mathematik:

e Existenz: kann es iiberhaupt eine Lésung des Problems geben? In
welchem Sinne?

e Eindeutigkeit: kann es zwei verschiedene Losungen geben?

e Regularitat: wie glatt sind solche Lésungen? (z.B. in Abhangigkeit
von der Glattheit des Gebietsrandes oder des Quellterms)



Chemische Reaktionen

Ahnlich wie Wi3rmeleitung:

Durchmischung von Stoffgemischen (z.B. Fliissigkeiten):
Konzentrationen c¢; verschiedener Bestandteile, 2 = 1,2, ..., IN
Konzentrationsausgleich durch Diffusion

Strukturen vergehen!
Fick'sches Gesetz: Massefluss der 2-ten Komponente ist proportional
zum Konzentrationsunterschied (Ableitung):

d
qi(x,t) = —D;—c;(x, t)
dx

D; > 0 Diffusionskoeffizienten der 2-ten Komponente im Medium



Chemische Reaktionen

Chemische Reaktion erzeugt Quellen und Senken:
Einfaches Beispiel: Kochsalzreaktion:

Nat + Cl- — NaCl

Allgemein:

A+B —C

Reaktion vernichtet A und B, erzeugt C'. Also:
Quellraten fiir A und B negativ: fa, fB < 0 negativ, fiir C positiv:

fc > 0.
Quellrate fur C'"

proportional zur Konzentration c4,
und proportional zur Konzentration ¢pg, also:

fe(x,t) = kca(x,t) cp(x, t)



Chemische Reaktionen

Erhaltungsgleichungen sind ein
System von Diffusions-Reaktions-Gleichungen:

d d d
ECA(:B, t) — % (DA%CA(ma t)) —k CA(Q)’, t) CB(CB’ t)
d d d
ECB(CC’ t) — % (DB%CB(CUJ)> —k CA(CB’ t) CB(CB’ t)
d d d
acc(w, t) = dz (DC%CC(CEat)) + kca(z,t) cp(z, )

Strukturen entstehen!
Beispiel: Reaktions-Diffusions-Spiralen



Chemische Reaktionen

Beispiel: Reaktions-Diffusions-Fronten bei komplizierteren Reaktionen

In einer Raumdimension wandern Reaktionsfronten durch das Gebiet:

L]
C

Zeit

X1 XD

Front hat konstante Geschwindigkeit,
abhangig von Reaktions- und Diffusionsraten.



Chemische Reaktionen

In 2 oder 3 Raumdimensionen sind eventuell entsprechende ebene
Fronten nicht stabil, es entwickeln sich Spiralen:

e

Zeitliche Entwicklung jeweils von links nach rechts



Chemische Reaktionen

Spiralenformige Muster auf Steinen

Spiralen in numerischen Simulationen:




Chemische Reaktionen

Ahnliche Modelle fiir die Ausbreitung elektrischer Impulse zur
Herz-Kontraktion

Mormaler Herzschlag  Rhwthmusstdrung Herzflimmern
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Center for Arrthytmia Research, Hofstra University, USA
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RegelmaBige Signale beim normalen Herzschlag,
Stérung des Systems kann Herzflimmern auslésen



Verkehr

Etwas anders: Verkehr auf der Autobahn, Fluss von Autos
Eine Erhaltungsgleichung gilt, aber kein Ausgleich durch Diffusion!

Bestreben der Autofahrer ist nicht, eine gleichmaBige Verteilung zu
erreichen, sondern moglichst schnell das Ziel zu erreichen.

Zusatzliche Quellen und Senken durch
Ein- und Ausfahrten.

Daher: bei hoher Verkehrsdichte
entstehen Staus!




