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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Bestimmen Sie den Typ (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch) der folgenden Differentialoperatoren
in zwei Raumkoordinaten, evtl. in Abhängigkeit von x, u,∇u.

a) ux1x1 + sin(x1)ux2x2 ,

b) ux1x2 ,

c) ∇ ·

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
,

d) ut −∆(β(u)) mit β(s) = min(s, 0) + max(s− 1, 0).

Aufgabe 2 (Greensche Funktion in einer Raumdimension) (4 Punkte)
Sei I = (0, 1) das Einheitsintervall und f ∈ C0(Ī). Sei u ∈ C2(I) ∩ C0(Ī) mit

−u′′ = f in I, u(0) = u(1) = 0.

a) Zeigen Sie: Es gibt Konstanten c1, c2 ∈ R so dass auf Ī gilt

u(x) = c1 + c2x−
∫ x

0

(∫ y

0
f(z) dz

)
dy = c1 + c2x−

∫ x

0
(x− y)f(y) dy.

b) Leiten Sie Formeln für die Konstanten c1 und c2 her.

c) Zeigen Sie die Darstellungsformel

u(x) =
∫ 1

0
G(x, y) f(y) dy

mit der Greenschen Funktion G : Ī × Ī → R,

G(x, y) =
{
y(1− x) falls 0 ≤ y ≤ x,
x(1− y) falls x ≤ y ≤ 1.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Zu α ∈ (0, 2) sei Ω = {(r cosφ, r sinφ) : 0 < r < 1, 0 < φ < απ} das Kreissegment mit
Öffnungswinkel απ. Zeigen Sie:

a) Die Funktion u(r cosφ, r sinφ) = r
1
α sin(φα) löst das Randwertproblem

−∆u = 0 in Ω, u = r
1
α sin(

φ

α
) auf ∂Ω.

b) Für α > 1 ist der Gradient ∇u auf Ω nicht beschränkt, d.h. u 6∈ C1(Ω̄).

c) Für alle α ∈ (0, 2) ist ∫
Ω
|∇u|2 <∞.


