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Aufgabe 14 (4 Punkte)
Sei −∞ < a < b <∞. Für Konstanten σ, ρ, g, β, |β| ≤ 1, und v ∈ C2[a, b] definiere

E(v) = σ

∫ b

a

√
1 + v′2dx+

ρg

2

∫ b

a
v2dx− σβ(v(b)− v(a)).

Es sei u ∈ C2[a, b] mit E(u) ≤ E(v) für alle v ∈ C2[a, b]. Zeigen Sie, dass u das folgende Problem
löst: 

(
u′√

1 + u′2

)′
=

ρg

σ
u in (a, b),

u′√
1 + u′2

(x) =
{

+β x = b,
−β x = a.

Aufgabe 15 (4 Punkte)
Finden Sie einen Funktionenraum X und ein Funktional E : X → R, so dass

u ∈ X : E(u) ≤ E(v) ∀v ∈ X

das folgende Problem löst: 
d4u(x)
dx4

= f(x), x ∈ (0, 1),

u(0) = u′′(0) = u′(1) = u′′′(1) = 0.

Aufgabe 16 (Kettenregel für Sobolev-Funktionen) (4 Punkte)
Sei f ∈ C1(R) mit sup |f ′| ≤M <∞ und u ∈ H1(Ω), Ω ⊂ Rd offen und beschränkt.
Zeigen Sie: Dann ist f ◦ u ∈ H1(Ω) und

∂(f ◦ u)
∂xi

= f ′(u)
∂u

∂xi
, i = 1, . . . , d.

Tip: Approximiere u.

Aufgabe 17 (4 Punkte)
Wir schreiben u+(x) = max(u(x), 0) und u−(x) = min(u(x), 0). Zeigen Sie, dass für u ∈ H1(Ω)
gilt: u+, u−, |u| ∈ H1(Ω) und

∂u+

∂xi
=
{

∂u
∂xi

u > 0,
0 u ≤ 0,

∂u−

∂xi
=
{

0 u ≥ 0,
∂u
∂xi

u < 0,
∂|u|
∂xi

=


∂u
∂xi

u > 0,
0 u = 0,
− ∂u
∂xi

u < 0.

Tip: Definiere fε(s) :=
{ √

s2 + ε2 − ε s > 0,
0 s ≤ 0

und wende Aufgabe 16 auf fε an.


