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Aufgabe 10 (2 Punkte)
Zeigen Sie: Für ein beschränktes Gebiet Ω ⊂ R

d ist auf dem Sobolev-Raum H1
0 (Ω) die H1-

Halbnorm |v|H1 = (
∫

Ω |∇v|
2dx)1/2 äquivalent zur H1-Norm ‖v‖H1 = (

∫
Ω |∇v|

2 = v2dx)1/2, d.h.
es gibt Konstanten 0 < c < C <∞ so dass

c |v|H1 ≤ ‖v‖H1 ≤ C |v|H1 ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Aufgabe 11 (6 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet und cp die optimale Poincaré-Konstante (vgl. Lemma 4.3 der
Vorlesung).

• Zeigen Sie: Wenn L die minimale Kantenlänge eines Quaders ist, der das Gebiet Ω enthält,
dann gilt cp ≤ 1√

2
L.

• Seien 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . die Eigenwerte des Laplace-Operators zu Eigenfunktionen vi ∈
H1

0 (Ω), d.h. ∫
Ω
∇vi∇w = λi

∫
Ω
viw ∀w ∈ H1

0 (Ω).

Die Eigenfunktionen spannen einen dichten Teilraum von H1
0 (Ω) auf. Zeigen Sie: Es gilt

cp =
1√
λ1
.

Aufgabe 12 (2 Punkte)
Beweisen Sie die Young’sche Ungleichung :
Für p, q mit 1 < p, q <∞ sowie 1

p + 1
q = 1 und alle a, b ≥ 0 gilt

ab ≤ 1
p
ap +

1
q
bq.

Aufgabe 13 (4 Punkte)
Auf dem Raum X = {v ∈ C1[0, 1], v(0) = 0} sei das Funktional

E(v) =
1
2

∫ 1

0
p(x)v′(x)2dx+

1
2

∫ 1

0
q(x)v(x)2dx−

∫ 1

0
f(x)v(x)dx

gegeben mit p, q, f ∈ C[0, 1].

• Stellen Sie die schwache Form der Eulergleichung zu E auf, d.h. welche Gleichung gilt für
eine Lösung u ∈ X des Minimierungsproblems E(u) = infv∈X E(v) ?

• Stellen Sie die starke Form der Eulergleichung zu E auf (falls u ∈ C2(0, 1) und p ∈ C1[0, 1]).
Welche Randbedingung für u gilt in x = 1?


