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Vorbemerkungen:

In der Differentialrechnung haben Sie es mit Gleichungen der Form
lim £(Z)=a zu tun, wobei f:U—F | UCE offen, E, F Banachrdume, g€ F .
t-0

Erinnern Sie sich in diesem Zusammenhang, daB die Gleichung lim f(Z)=a definitionsgemiB
-0

folgendes bedeutet:
Ve>038>0VCeU: |T|<d = ||f(T)—a|<e.

Wir nennen f differenzierbar im Punkt X, , wenn es eine stetige lineare Abbildung' T: E — F gibt,
+0)— f(x)-T

=0.
0 1€l

Dies ist gleichbedeutend mit
(**) Ve>030>0VLEE: [[Tl<d = ||f(x+T)~f(x)-T(T)ll<ellT] 2.

Wenn es {iberhaupt eine solche stetige lineare Abbildung gibt, so ist sie eindeutig bestimmt und
wird Ableitung von fin X, genannt, und als Df (x,) oder f '(x,) geschrieben.

Wird eine lineare Abbildung IR" —IR"™ durch eine Matrix beschrieben, so identifizieren wir sie mit
dieser Matrix. In diesem Sinne ist also die Ableitung héufig eine Matrix. Sind die Banachrdume E,F
beide eindimensional, also gleich R, so identifizieren wir eine lineare Abbildung IR — IR mit einer
1x1-Matrix, also einer Zahl. In diesem doppelt-eindimensionalen Fall kann man also sagen, die
Ableitung sei eine Zahl.

Bei den folgenden Aufgaben benutzen Sie noch keinerlei ,,Differentiationsregeln®.

1 Lineare Abbildungen R"—|R" sind immer stetig.
2 Hinten steht , kleinergleich®, um den Fall £=0 nicht ausschlieen zu miissen.



Aufgabe 1

a) Sei f/:R—R gegeben durch 1 (x)=3+7x+15x".
Beweisen Sie, daf3 / in x,=0 differenzierbar ist, indem Sie zeigen, daB der Grenzwert
f(xo'f'C)_f(xo)

lim
t0 C

existiert. Dieser Grenzwert ist dann auch die Ableitung.

b) Sei f :R— R gegeben durch f (x)=x". Ist jetzt X,€R , so berechnen Sie a, bER so, dah

+ i
f(x)=b+a(x—xo)+(x—x,) . Jetzt kénnen Sie den Grenzwert lim f (x, CC) /(x)
£—0

berechnen und so die Differenzierbarkeit von fin jedem Punkt zeigen. Tun Sie es!

leicht

¢) Sei 7:R*> R gegeben durch f(x,y)=3+7x+5y+15xy .

Berechnen Sie fiir X,2=(0,0) die partiellen Ableitungen %(xo) und %(xo) .

d) Das Ergebnis von c) liefert Thnen die Matrix der partiellen Ableitungen von f* in X, . Benutzen
Sie diese, um (*) oder (**) und damit tatséchlich die Differenzierbarkeit von fin X, zu beweisen.

Aufgabe 2

Bei den beiden folgenden (eigentlich trivialen) Teilaufgaben miissen Sie zunichst die Ableitung
raten und dann (*) oder(**) zeigen.

a) Seien E F Banachriaume, U C E offen, X,€U | f:U — F sei konstant, d.h. es gibt ein bEF so
daf fiiralle xeU : f(x)=b .

Zeigen Sie, daB fin x, differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung Df (xo) .

b) Seien E,F Banachrdume, f : E — F sei eine stetige lincare Abbildung, es sei bEF und es seit
g:E— F gegeben durch g(x)=b+ f(x).

Zeigen Sie: g ist in jedem Punkt x,€ E differenzierbar, und geben Sie die Ableitung Dg (x,) an.



