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Aufgabe 1

Studieren Sie den in der VVorlesung und unten definierten Begriff der Derivation und zeigen
Sie, dalR fur eineim Nullpunkt des IR® gebene Derivation X gilt:

Ist £, (x,y)=x%f,(x,y)=xy, f (xy)=y* ,s0ist X(f)=X(f,)=X(f;)=0

Aufgabe 2

Man betrachte folgende Karten auf M =IR? :

@, R*>R? mit ¢, (x,y)=(x,y)
@, U,=R*—{(x,0)[x>0} —>]0,00[ x |0,2r[ mit ¢,(x,y)=(r,0) ,wobei
X=rcos(0),y=rdn(0) .
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Ist jetzt f differenzierbarin U, |, sogilt dort df:axdx+ dr +

_ do .
oy Y=oy 00

Driicken Siejetzt dx=d(rcosf0)=rdcosd+cosddr und dy alsLinearkombinationen

) . o 0
von dr und dé@ ausund benutzen dies, um die Derivationen 3130 as

0 0O
Linearkombinationen von —,— auszudricken.
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Aufgabe 3

Betrachten wir die Abbildung durch  z— z*> gegebene Abbildung ¢:C—C . Wenn wir
diese Abbildung als Abbildung IR*—IR? auffassen, erhalten wir Komponentenfunktionen
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Man berechne die Gradientenvektorfelder V @, = und Vo,= und
op, op,
oy oy

zeige, daR siein jedem Punkt des IR* aufeinander senkrecht stehen.
Wie sehen die Stromlinien dieser Vektorfelder aus?

Man mache eine Skizze der geometrischen Gestalt beider Vektorfelder, vorzugswei se mit
Hilfe eines geeigneten Computerprogramms, z.B. Gnuplot.



Zur Definition des Tangentialraums

Tangentialraum des R"
Injedem Punkt xe<R" denkenwir unsdie Menge der Vektorendes |R" mit ihrem
Ful3punkt in x. Diesen Tangentialraumin x kénnen wir auch formal definieren als

T,.=T R":={x}xIR" und durch Operationen in der zweiten Komponente, namlich
durch A(x,v)+pu(x,w):=(x,Av+uw) auf T, dieStruktur einesin natiirlicher Weise
zum R" isomorphen Vektorraumserklaren. T, ist sozusagen eine in den Punkt x
verschobene Kopiedes RR" .

Zur Vorstellung des Tangentialraums gehdrt auch, dal? Vektoren im Tangentialraums eines
Punktes verschieden sind von jedem Vektor im Tangentialraum eines anderen Punktes.

Ist VcR" offen, sosetzenwir TV:=U T,=VXR" ynd nennen TV Tangentialraum

XeV

von V.

Tangentialraum der  S?

Injedem Punkt xeS? denken wir uns die Punkte der Tangentialebenean die S? inxals
Vektoren mit Ful3punkt in x. Diesen Tangentialraum in x kénnen wir auch formal definieren
ds T =T S*=[x}xU,_ ,wobe auf Grund der speziellen Geometrie der Sphare

. 2
U.={ yeR®|(x,y)} .Ist VvcS? offen, sosetzenwirwieoben TV:=U T,S"

xeV

Tangentialvektoren als Derivationen

Wéhrend wir uns den Tangentialraum T, S* im vorherigen Beispiel al's Unterraum des

IR® vorstellen konnen, miissen wir bei allgemeineren Mannigfaltigkeiten, die nicht a priori
asTellmengeneines R" gegeben sind, anders vorgehen. Dabel machen wir unsdie
Tatsache zu Nutze, dal3im R" Tangentiavektoren und Richtungsableitungen in
eineindeutiger Beziehung stehen.

Kléren wir diese Begriffe zunachstim R" .Sei xeR" und &, dieMengeder ineiner

offenen Umgebung von x definierten differenzierbaren (reellwertigen) Funktionen. Ist jetzt

of
ia_)(i<X) .

Vi=(X,v)ET, mit v=) Ae und fef |, sosetzenwir v (=22
i=1

i=1

Offenbarist V(A f+ug)=av (f)+uv,(9) und v, (fg)=f(x)v,(9)+g(X)v,(f) .
Eine Abbildung £ —IR mit diesen Eigenschaften nennt man eine Derivation in x, d.h.

Richtungsableitungen in x sind Derivationen in x . Es ist umgekehrt auch nicht schwer zu
zeigen, dal3 jede Derivation in x durch eine Richtungsableitung ensteht.
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In Anlehnung an die Gleichung v, (f):= > A, a—x(x) schreiben wir auch
i=1 i

vx:=ZAia—X(x) Wir identifizierenalso T IR" mit dem Vektorraum der Derivationen
i=1 i

0
in x und haben gleichzeitig die Derivationen a—X(X) dsBasisvon T _R" .

Mittels Karten konnen wir diese Begriffe sofort auf Mannigfaltigkeiten Ubertragen.

Ist demnach M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und xeM so definierenwir T, M
als Vektorraum der Deriviationeninx. Ist ¢ :U —V eineineiner Umgebung von x

)”);:M@(X)) ]

definierte Karteund f €& | so setzen wir (i(x)
x OX O X,

0
Damit ist beziiglich der Karte ¢ mit den Derivationen a—X(X) eineBasisvon T ,M

erklart. Die Xx; sind hier die Namen der Koordinaten in V. Je nach Kontext kdnnen diese
Namen auch x,y oder x,y,zoder r,0,¢ lauten.



