Mathematik |l fir Physiker und Elektrotechniker SS04
Aufgabenblatt 6

Sei M ein Hausdorffraum, U O M offen, V O R" offen, ¢ :U — V ein Hom&omorphismus.
Dann heif}t ¢ Kartevon M. Ist (¢, :U, - V,)_ eine Familievon Karten' von M, so
bezeichnet man sie s Atlas von M, wenn die U, eine offene Uberdeckung von M bilden, d.h.
wenn [ JU, =M .

ial

Ist auf M ein Atlas gebenen, so nennt man M eine n-dimensional e (topol ogische)
Mannigfaltigkeit.

Zu zwei sich Uberlappenden Karten ¢, ¢, bilde man die Mengen V, := ¢, (Ui N Uj) OV, und

V, =, (U, nU,) 0OV, Offenbar ist jetzt @, =@, o#*:V; -V, éin Homsomorphismus

zwischen offenen Teilmengen des R™; man nennt ¢, auch Kartenwechsel Abbildung.

Wenn zu einem Atlas einer Mannigfaltigkeit alle Kartenwechsel abbildungen und ihre
Inversen beliebig oft differenzierbar sind, so redet man von einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit.

Aufgabe 1

Gegeben sei M :slz{i)mﬂx%yz :1}.

0
a)Sel U, =S —{J} . Wir denken uns R alsx-Achseim R? eingebettet und definieren

0
@, :U; - R, indem wir ¢1®] a's den Schnittpunkt der Geraden durch (J und (X] mit der

y

. o : 1 0 :
x-Achse definieren. Analog definierenwir U, =S - 1 und ¢, :U, — R. Damit haben
wir einen Atlas auf M.

Man berechne nun die Mengen V,, und V,, und die Kartenwechselabbildungen ¢,, und ., .
Sind die Kartenwechsel abbildungen (beliebig oft) differenzierbar?

! Die Dimension des Zielraums R" sei fiir alle Karten der Familie gleich.



b) Wir betrachten jetzt einen anderen Atlasauf M = S'. Dazu setzen wir

S e I L R

ot ol o[l )

Man berechne die Kartenwechselabbildungen @,,, @,,, @.s, Purs Poss Daps Bas» Pus UN di€
zugehorigen Definitions- und Bildbereiche.

Sind die Kartenwechsel abbildungen (beliebig oft) differenzierbar?

X
¢) Man konstruiere einen Atlas aus zwei Kartenfir M =S* =4| y [OR®|x*+y* +7° =1
z

durch Projektion vom Nord- bzw. Stidpol auf die xy-Ebene, in volliger Analogie zu la
Man berechne auch hier die Kartenwechsel abbildung und ihre Inversen und untersuche sie auf
Differenzierbarkeit.

Betrachten wir alle Geraden, dieim R? parallel zur x-Achse in ganzzahligen Abstanden
verlaufen. Wie verteilen sich deren Urbilder unter einer der beiden obigen Karten auf der
Sphére? (Losung ggf. auf einem Ei zeichnen ©)

d) Freiwillige Zusatzaufgabe

Essel P° :={ g|g ist eindimensionaler Unterraum des R“} . IP® heif}t auch , 3dimensionaler
reeller projektiver Raum®. Einen eindimensionalen Unterraum g desR*, also eine Gerade
durch den Nullpunkt, beschreibt man durch Angabe eines Punktes (X, X,, %, X, ) # 0 auf dieser
Geraden und schreibt kurz g =[x, %,, X, %, ] -

Offenbar gilt fir AOR, A #0: [X, %, X5, X, | =[A%, A%, A%;, A%, ]

Man hat eine nattirliche Abbildung 77:R*-{0} - P*, indem man jedem Punkt von R* {0}
die durch ihn bestimmte Gerade durch den Nullpunkt zuordnet; in obiger Schreibweise hat
man also IT(Xl, X5, Xg5 x4) = [x1 X X35 x4] . Die Abbildung 77 wird benutzt, um eine Topologie
auf P* zu erkléren: Eine Menge U O P° liegt in dieser Topologie — man sagt auch sie sei
offenim P* — wenn die Urbildmenge 777 (U ) als Teilmenge desR* offen ist. Die

Topologiee genschaften sind nicht schwer nachzuweisen, fir den Nachweis der
Hausdorffeigenschaft muf3 man etwas tberlegen. (Weitere Zusatzaufgabe!)



Auf P? konstruiert man einen Atlas aus 4 Karten.

Dazu setzt man zunéchst U, :={[x, X,, X, %,]| %, # 0} , und entsprechend U,,U,,U,
X

$,:U; - R3’¢1([X1’X2’X3’X4])::[%a%afj,
X

#,:U, - R° g, ([)&’XZ’XS’X“]):%’%’ZA]’ etc.

Man beachte, daB z.B. ¢;*(x,v,z)=[1x,y,Z].

Man berechne einige Kartenwechselabbildungen, z.B. ¢,,, @,,, ¢,,, ¢, und untersuche sie
auf Differenzierbarkeit.

IP* ist also eine dreidimensional e differenzierbare Mannigfaltigkeit, die nicht wie die
vorherigen Beispiele, as Untermenge eines R" gegeben ist.



