Mathematik |l fir Physiker und Elektrotechniker SS04
Aufgabenblatt 4

Deter minanten

Se AOM,,,(R). Inder Schreibweise A=(a,,...,a,) sind die a die Spaltenvektoren von A.
Wir haben die Determinante det A=|A| definiert durch die Gleichung

a 0...0a, =(det A)g O0...Oe,, wobei g,...,e, die kanonische Basis desR"ist.
Anschlieffend wurde nachgerechnet, dald det A= z 8,11 By - ESiSt det A=0 genau

o5,
dann, wenn A nicht invertierbar ist.

Aufgabel Sei
-1 2 1 -1
2 2 1 .

A= 0 3 ol Man berechne det(A) nach obiger Summenformel. (24 Summanden) .
-1 2 1 2

Die Produktformel fir Deter minanten.
Ist B eine weiterereellenxn Matrix, so gilt det AB = det AldletB.

Dies sieht man am einfachsten so:
Diedurch ®(\v,,...,v,) =Vv; O... Ov, gegebene Abbildung R" x---xR" _, /\"(R“) ist

n-mal
multilinear, d.h. linear in jedem Argument, z.B. im ersten:
P (A, + pw,...,V, ) = AP (Y, V..,V ) + 1D (W, V..V, ) - Sieist auch alternierend, d.h. bei

Vertauschung zweier Argumente andert sich das Vorzeichen. Bei der Ableitung obiger
Summenformel fir die Determinante wird gerade nachgerechnet, dal3

®d(v,,...,v,) =detV®(e,...,g,) . Nunist offensichtlich die Abbildung
W(v,...,v,) =(Av) O...0( Av,) ebenfalls multilinear und alternierend, woraus mit
derselben Rechnung W (\v;,...,v,) = detV [W(e,...,e,) folgt. Wegen
Y(e,...,e,)=a 0...0a, =(det A)g O...Oe, =det Al®(e,...,e,) folgt also insgesamt
W(\v,...,v,) =det A[®(v,...,V, ), was wir zu

(Av,) O...0(Av,) = det ALy, O... Ov,
umschreiben konnen.

Jetzt ist natirlich auch ((AB)v;) O... O(( AB)v, ) = det( AB) 3, LU.... D, , andererseits gilt
((AB)v,) O...0((AB)v,) = (A(Bv,)) O... O( A(Bv,)) = det A[{Bv,) O.... O Bv, ) = det Aldlet By, [I.... O,
Ju

Setzenwmetztmsb@ondere(vl,...,vn):(q ,&,) und beachten, daR g ... (e, als



Basiselement von A" (}R”) von Null verschieden ist, so erhalten wir die Formel

det AB =det AldetB.
Wir listen noch die folgenden weiteren Formeln flr Determinanten auf

1.det A =det A (A istdiedurch Vertauschung der Zeilen- und Spaltenindizes aus A
hervorgehende transponierte Matrix.). In der Summenformel fur beide Determinanten stehen
dieselben Summanden.

2. Besitzt A obere Drelecksgestalt, sind also die Matrixeintrage unterhalb der Hauptdiagonale
Null, soist det A=[14a, =&, [:-[&, . Diese Aussage bezieht sich natlrlich insbesondere

auf Diagonamatrizen, also solche, die auf3erhalb der Hauptdiagonale Null sind.

Eine elementare Zeilenoperation der Form: Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen Zeile andert die Determinante nicht. Durch wiederholte Anwendung sol cher
Zeilentransformationen kann man eine Matrix auf obere Dreiecksgestalt bringen und so die
Determinante am schnellsten berechnen.

0
eine Blockmatrix, d.h. eine nxn-Matrix, B eine kxk - und C eine
0

I x| -Matrix mit mit K+l =n. Dannist det A=detBdetC.

3. Sei A:L

4. Ausder nxn-Matrix A entsteht die (n—-1)x(n~-1)-Matrix A, durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte. Man bildet die sog. Kofaktormatrix C = (c”.) mittels
¢, =(-1)" det A, . Danngilt: AC =det ACE.
Ist also A invertierbar, soist A™ -t
det A

Auch folgt sofort: det A="(-1)"" &, detA (Entwicklung der Determinante nach der i-ten

j=1

Zeile) und det A= (-1)"" a, detA, (Entwicklung nach der j-ten Spalte.)

i=1

5. Eine Matrix hat genau dann Rang k , wenn k die grofdte Zahl ist, so dal3 sich k Zeilen und k
Spalten so finden lassen, dal? die aus diesen Zeilen und Spalten gebildete Untermatrix eine
nicht-verschwindende Determinante besitzt.

Aufgabe 2

a) Man berechne die Determinante der Matrix aus Aufgabe 1 durch Entwicklung nach der
zweiten Zeile. Die dabel auftretenden 3x3 Unterdeterminanten berechne man direkt.

b) Man bringe die Matrix durch elementare Zeilenoperationen auf obere Dreiecksgestalt und
berechne die Determinante al's das Produkt der Hauptdiagonal el emente.



Aufgabe 3 (s. Punkt 4 oben)

2 -1 1
Man berechne die Inverseder Matrix B=| 0 1 -1|mit Hilfe der Kofaktormatrix .
2 3 2

k-Formen und aul3ere Ableitung

Sei GOR" offen.

Eine k-Form ist eine Abbildung w:G — A (R”)D. Dadie dx (x) = € fiir jedesx 0G eine

Basis von (R”)D bilden, &Rt sich w schreibenads w= > @, , dx O...Odx , wobei die
I<ip<...<isn

a, ; Funktionen auf G sind.

Man nennt w stetig, differenzierbar, etc. wenn alle Komponentenfunktionen a;
differenzierbar, etc. sind. Esist nitzlich, Funktionen als O-Formen aufzufassen.

. Stetig,

Fur eine differenzierbare k-Form w = Z a, ;. dx 0...0dx definieren wir die auBBere

1<i; <...<ig<n

Ableitung dew, eine (k+1)-Form, durch daw= > (da, , )Odx O...0dx, .

1<i <. < <n

Ist w zweimal stetig differenzierbar, so folgt aus der Symmetrie der zweiten partiellen
Ableitungen, dal3 ddw=0.

Eine k-Form heif3t geschlossen, wenn dw=0 und exakt, wenn es eine (k-1)-Form » gibt, mit
dn =w. Diese Bezeichnungen sind konsistent mit denen, die bereits fir 1-Formen eingefihrt
wurden.

Genauso wie man 1-Formen entlang Kurven integrieren kann, erweisen sich k-Formen als
integrierbar auf k-dimensionalen Flachen und Mannigfaltigkeiten. Die aulere Ableitung
bendtigen wir zur Formulierung eines allgemeinen Satzes (Stokes), der Randintegrale mit
Integralen Uber das Innere von Gebieten in Beziehung setzt.

Aufgabe 4
a) In einem Gebiet G 0 R* seien die hinreichend oft differenzierbaren Formen
w=adx+ Gdy+ ydz und 77 = gdx Ody +dx Odz + ydy [ldz gegeben.

Man berechne dw und d7 und zeige ddw=0.

b) Sei w=(3xy* +4xyz’ + 2)dx+ (2x°y + 2x°Z° + Z)dy + (4x*yz+ X + y)dz. Zeigen Sie;
w st geschlossen.
c) Freiwillig: Finden Sie erst durch Probieren, dann durch Berechnen von f (x) ::J. w , Wobei

c,:[0,]] — R? c (t):=tx die Strecke 0 - x parametrisiert, eine Funktion f mit df = w,
womit nachgewiesen ware, dald w sogar exakt ist.



