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Aufgabenblatt 9

Name(n) Tutor Datum
Aufgabe 1
1 2
a) |2t 3| isteine Parametrisierung einer eindimensionalen Untermannigfaltigkeit des
3 4

IR’ , namlich einer Geraden g. Finden Sie eine 1-Form «w im R’ , welche eine Volumen-

form auf g ist, und zeigen Sie explizit die eine Volumenform chararkterisierende Eigenschaft, daf3
Vxeg, g€l g | l=1: w(x)(E,)=%1

Finden Sie ein Intervall /cg der Lange 7 und zeigen Sie, daf3 f ,w=%x7

( w definiert ja eine Orientierung auf g . Das Integral f , W wird positiv, wenn die zu seiner
Berechnung gewihlte Parametrisierung orientierungserhaltend ist.)

1 2 1
b) (z) - g +u i +v 1 ist eine Parametrisierung einer zweidimensionalen Untermannigfal-
4 5 2

tigkeit des IR* , ndmlich einer Ebene E . Finden Sie eine 2-Form w im IR* , welche eine
Volumenform auf £ ist, und zeigen Sie explizit die eine Volumenform chararkterisierende
Eigenschaft, nimlich daB V x€E, & _,n Orthonormalbasis von7 E: w(x)(& ,n,)==*1

Aufgabe 2
Erinnern Sie sich an die stereographische Abbildung ¥ :IR’—IR’ , welche jedem Punkt (z

X u
des als xy-Ebene des IR’ gedachten IR’ den Schnittpunkt |y | der Geraden durch P=|v
z 0
0
und den Nordpol N={0| mit der Einheitssphire S§*> zuordnet. Diese Abbildung ist eine Para-
1

metrisierung von S°—{N| als zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des IR’ . Die Volumen-
form der S* ist bereits bekannt, w=zdxAdy—ydxAdz+xdyAdz . Berechnen Sie die

Oberfldache _[ i @ durch Pullback iiber die stereographische Projektion. (Sie sollten das dann

entstehende Integral im IR*> mit Hilfe von Polarkoordinaten berechnen.)



Aufgabe 3

"Kugelkoordinaten" kann man auf jeder Sphire §" bzw. R" einfithren. Wir kennen sie auf
S' bzw. IR’ als iibliche Polarkoordinaten r, , auf S? bzw.R? als r,p,0 undnun auf

s* bzw. R* durch die Parametrisierung Yf.-]o,oo[x]o,zn[x]—g’—;[x]—;%[—»w :
r cos cosfcosy X

Pl s1n({)cos€cosq/ =V |er*

0 sin 6 cos z

Y sin w

(Klar, wie das Strickmuster ins n-Dimensionale fortzufiihren ist.)

a) Berechnen Sie ¥ (dxAd yAdzAdw) .

b) Betrachten Sie jetzt die Einschrinkung von ¥ auf ]0,21T[><]—E7T£2[><]—g%[ also die

cos@cosfcosy X

() .
0
Abbildung |6 |7 Sln(PCOS COsW =V |eRr* , die wir ebenfalls schadlos ¥ nennen. Zeigen
sin @ cos z
v sin g w

X
Sie zunichst, daB die Bildmenge von ¥ Teilmenge von S ‘= z eR*|x*+ '+ +w'=1
w

istund dal ¥ injektiv ist und die Ableitungsmatrix DY iiberall den Rang 3 besitzt.
Charakterisieren Sie diejenige Teilmenge von S’ , die nicht in der Bildmenge von ¥
vorkommt. (Entsprechend dem Nullmeridian bei den Kugelkoordinaten fiir die S* )

¢) Die 3-Form w=xdyAdzAdw—ydxAdzAdw+zdxAdyAdw—wdxAdyAdz ist

Volumenform auf §° . Berechnen Sie ¥ w auf ]0,2n[x]—;7—;[x]—g%[ und damit
VOI(S3):J‘SBUJ

Bemerkung:

Statt obiger "Mercator-Koordinaten" fiir die §° kénnte man in Analogie zur §° mit
"stereographischen" Koordinaten arbeiten. Errechnen Sie also, wenn Sie Lust haben, konkret die
stereographische Abbildung fiir die §° , formulieren und rechnen das Analogon von Aufg. 3b und
berechnen das Integral in 3c iiber den Pullback mit der stereographischen Abbildung anstelle der
Mercator-Abbildung. Sie erhalten dabei zunichst ein Integral im IR’ mit einer Kugelsymmetrie,
welches dann selbst wieder tiber Kugelkoordinaten zu errechnen ist.



