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Aufgabe 1. Rechnen mit komplexen Zahlen

2+4i

5+i

4
b) Berechne (\/\E +1 + yV2-1 i) . Schliefie aus dem Ergebnis, welchen Winkel die

a) Stelle

inder Form a+bi mit a,b0Q dar.

komplexe Zahl \N2+1 + \v/2-1i mit der resllen Achse bildet.

¢) Welchen Winkel muR eine komplexe Zahl z mit der x-Achse bilden, wenn z° = -1 gelten
soll? Was kann man tber |z| sagen? Ausgehend von diesen Vortiberlegungen finde eine
solche Zahl!

d) Berechne das Produkt (a+bi)[{c+di) in C und das Matrizenprodukt
-b -d
(a J(C CJ in M, (R). Wasfalt auf?

b a)ld
Aufgabe 2
1 4 2
Man zeige, dassdie Vektoren | 3|, | 3|, | 3|0 K? linear unabhéngig sind, wenn K =R,
2 1 0

dagegen linear abhangig, wenn K =7Z,.

Aufgabe 3
1) (3 1 3
Sei U OZdervon | 2|,| 1| erzeugte Unterraum (d.h. U =< A| 2 |+ | 1|| A, 40K })
1) (1 1 1
1
Gilt | 2 |0U ? Man gebeeinen Vektor in Z.*> an, der nicht in U liegt.
0
Aufgabe 4
1) (3 2) (3
Seien U,,U, 0 Z° dievon | 2|,| 1| bzw. | 3|,| 1| erzeugten Unterrdume. Man finde
1) (1 4) (2

einen Vektor viU nU,, v#0.



Freiwillige Zusatzaufgabe (Ergadnzung des Vorlesungsstoffes)
Euklidischer Algorithmus

In einem Ring R heifdt ein Element a Teiler eines Elementes b, wenn es ein Element
g Rgibt mit ga=b. Ist b Teiler von a, so sagt man auch , b teilt a“ und schreibt b|a. Ein

Element cOR heif3t,, grofdter gemeinsamer Teiler von a und b*, wenn fur jeden Teiler d von
aund b gilt: djlc. Man nennt einen gréfiten gemeinsamen Teiler von a, b ggT( a,b). Inder
Schule hat man i.a. gelernt, den gréften gemeinsamen Teller zweier Element von Z zu
bestimmen, oft mittels der Primfaktorzerlegung von a,b. Diese Aufgabe besché&ftigt sich mit
einem effektiven Verfahren, den gréften gemeinsamen Teiler in sog. ,, Euklidischen Ringen®
zu bestimmen, dazu gehéren Z und Polynomringe mit Koeffizienten in einem Korper; das
Verfahren, der , Euklidische Algorithmus* kommt ohne Primfaktorzerlegung aus und
funktioniert auch fir sehr grof3e Zahlen, fir die man z.B. die Primfaktorzerlegung gar nicht
mehr finden kénnte. Man gewinnt gleichzeitig eine Methode, das multiplikativ Inverse eines
Elementsin Z ; zu bestimmen!

Sel R ein kommutativer Ring.
Es gebe eine Abbildung d : R - N, := N 0{0} mit folgenden Eigenschaften:
d(x)=0 = x=0
Oa,b0Rbz0g,rOR: a=gb+r (Divison mit Rest)
(Die Abbildung d soll die,, Grofe” eines Elements messen, im Beispid R =7Z wahlt man
d(x):=|x).

Unter den obigen Bedingungen heifdt R ein Euklidischer Ring. Offenbar ist z.B. Z ein
Euklidischer Ring. Ist K ein Korper, so kann man fur die Abbildung d den Grad eines
Polynoms wahlen. Auf der Schule hat man i.a. gelernt, die Polynomdivision mit Rest
durchzufihren, so dass auch K[X] ein Euklidischer Ringist.

Sei nun R ein Euklidischer Ring .
Wir wéhlena,bR, a,b# 0 und geben einen Algorithmus, der uns ggT(a,b) liefert und

darlber x,yOR, sodass xa+ yb=ggT(a,b) . Wir werden anschlieffend sehen, wozu diese
Gleichung nutzlich ist.

Sindaso a,b0R, a,b#0,s0setzeman ry:=a, r,:=b, §:=1, 5:=0,t,:=0,t, =1
und bestimme rekursiv die folgenden GrofZen:

r_=q,f, +r.,,, dh.manfihremit r_,,r dieobige, Division mit Rest” ausund
nenneden ,Rest” r,,.

S =S4 —0,S, (q,isthierderindervorigen Zeile gewonnen Quotient)
= T~ O,

Man breche das Verfahren ab, sobald r,;, = 0Owird. Dies mul3 zwangs aufig geschehen, da ja
d(r,) mit jedem Durchlauf der obigen Schieife kleiner wird.



Esist nicht schwer, durch Induktion zu zeigen, dass dlle r,,2< k < nTeiler von a,b sind und
dass r,, (also der letzter-Term # 0) der grofdte gemeinsame Teiler von a,b ist. (Dazu bendtigt
man natdrlich nicht die s ,t, .)

a) Man zeigedurch Induktion: r, =sa+tbfir 0Osks<n

Fir k=n hat man damit die Aussage:  ggT(a,b)=s,a+t.,b, d.h. man kann den grofdten
gemeinsamen Teiler als,, Linearkombination* von a,b darstellen.

b) Man berechne mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus den gréften gemeinsamen Teiler
von 1404081 und 1117597 und |6se gleichzeitig die Gleichung

ggT (1404081, 1117597) = x[1404081 + y[1117597 mitx,yOZ.

c) Ist p eine Primzahl, so gilt offenbar fir jedes allN, a< p: ggT(a,p) =1. Daman nun mit
Hilfe des Euklidischen Algorithmus die Gleichung xp + ya =1 l6sen kann, muf3 im Korper
Z, gelten: ya=1! Man kann also in diesem Korper das Inverse von a bestimmen!

p =7564981 ist eine Primzahl. Man berechne das Inversevon 21in Z !



