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bitte heften Sie dieses Blatt vor Ihre Losungen

Namen Gruppe Tutor
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Aufgabe 1
Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe, U <G eine Untergruppe. Man zeige:

a) Durch x~y: o y 'xeU istauf G eine Aquivalenzrelation definiert.
b) Ist x €G und setzt man xU::[ xu| ueU} ,soistx=xU."'

¢) Man finde eine bijektive Abbildung zwischen zwei beliebigen Linksnebenklassen xU und yU
und weise deren Bijektivitdt nach.

Aufgabe 2

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe und x € G . Man setzt < x >:= |x" \ nEZ} %,
Aufgrund der Potenzregeln ist < x > eine Untergruppe von G; man nennt sie "die von x erzeugte
Untergruppe" und setzt ord(x):=|< x >|, d.h. "die Ordnung von x" wird definiert als Elementezahl der
von x erzeugten Untergruppe; diese kann natiirlich auch oo sein. Man nennt die Elementezahl |G|
der Gesamtgruppe auch "Ordnung der Gruppe G". Ist ord (x)=n, so ist nicht schwer zu zeigen, daB
dies die kleinste natiirliche Zahl ist, fiir die gilt: x"=e . Ist m €IN eine weitere natiirliche Zahl mit
x"=e, so ist ord(x) ein Teiler von m. Ist G endlich und m=|G], so gilt x" =e¢ ; also ist die Ordnung
eines Elements Teiler der Gruppenordnung. Diese Tatsachen werden in der Vorlesung bewiesen.

a) Man gebe jeweils ein Beispiel (mit Beweis) fiir eine Gruppe G mit einem Element x €G , fiir
welches gilt: ord(x)=co bzw. ord(x)=7.

1 Man nennt xU "Linksnebenklasse von U”. Die Aussage b) bedeutet dann gerade, daB die Aquivalenzklassen der in
a) definierten Aquivalenzrelation gerade Linksnebenklassen sind. Daher kénnen wir unser Wissen iiber
Aquivalenzklassen auf Linksnebenklassen iibertragen, z.B. sind verschiedene Linksnebenklassen disjunkt.

2 Schreibt man die Gruppe additiv, so benutzt man keine Potenzschreibweise, sondern setzt stattdessen 0x : =0,

sowie fiir n€IN nx:=x+...+x , und schlieBlich (—n)x:=n(—x), so daB jetzt nx fiir alle n€Z definiert ist.
n—mal

Damit wird <x >:= {nx | ne Z}



b) Man berechne ord(2) in der Gruppe Z, fiir die Fille n=2""—1 und n=2"+1.

¢) Ist n eine Primzahl, so ist | Z,|=|Z,\{0]|=n—1 . Fiir jedes x €Z, gilt daher: x"'=1 in Z,.
Man zeige, daB n=2""+ 1 keine Primzahl ist.

d) Man betrachte #=2'""—1 und finde ohne Benutzung eines Computers eine nicht-triviale
Produktzerlegung dieser Zahl.

e) Man betrachte n =2'""+1 und finde ohne Benutzung eines Computers einen nicht-trivialen Teiler
dieser Zahl.

Hinweise:
zu ¢) Wihlen Sie in Z, ein geeignetes x und berechnen Sie in Z, das Element x"'=x" durch 32

fach wiederholtes Quadrieren und nach jedem Quadrierschritt bei Division durch #» Berechnen des
Rests. Dokumentieren Sie alle Rechenschritte. (Die Rechnung 1468t sich auf jedem Taschenrechner
durchfiihren, der mit Zahlen bis zu 2% rechnen kann, z.B. dem im "Windows-Zubehor" .)

zu d) Die Losung ist ganz einfach.

zu e) Ist x€Z , so zeigt man - z.B. durch Induktion - sehr leicht: ¥ nelN: 1—x"=(1 —x)nii x'
Ist dann n€IN , n ungerade, so folgt sofort -

X +H1=14x"=1—(—1 )”x”:l—(—x)”:(l—(—x))ni (—x)=(x+D1=x+x*F...+x") .

Unter Voraussetzung dieser Formel schreibt man nlu:r(; einen Faktor von 2'®+1 sofort hin..



