Cauchy-Produkt von Reihen

Seien Z a,, Z b, absolut konvergente Reihen komplexer Zahlen.
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Beweis:

A B b , c= \ Cn:: aib' = aib'
Man setze nzoa Z wo Ay Zai,B"' Zb“ l;)(osgsk ]) 0<;<n !

i+j=k i+j<n
Damit ist lim 4, =4, lim B, =B und daher nach den Grenzwertsétzen fiir Folgen lim 4,B,=AB.
Man setze auBerdem 4 Z|a |, B: ZV) | :=>lal,B,:=>.|b|.
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Damit ist lim 4,=4, lim B,=B und daher nach den Grenzwertsitzen fiir Folgen lim 4,B,=AB.

Die Folge (Zn B n) ist also konvergent und damit eine Cauchyfolge, die im {ibrigen monoton steigt.

Geben wir nun €>0 vor.

Da (A,, F_ n) monoton steigende Cauchyfolge ist, gibt es ein n,€IN , so daB fiir alle k= n, gilt:
A By = A1 Blipn< e/2 !

Aullerdem gibt es wegen lim A, B,=A4 B ein m,EN , so dal fiir alle k=m, :
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AB— A, B |=|AB~ <gl2.

Wir miissen zeigen, daB es ein k,€IN gibt, so daB fiir k =k gilt ‘AB—Ck‘ <g.
Wihlen wir dazu k,:=max {n,, m,} und geben k> k , beliebig vor. Dann ergibt sich:
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Insgesamt also |4B—C,|<e, was zu beweisen war.

1 Fir xeR sei [x] die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist. Also z.B. [3 1/2]=3



Bemerkung:

Der entscheidende Schritt oben war die Ungleichung
(k2] [K/2]
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Ggf. betrachte man dazu folgendes Beispiel:
Ist z.B. k=5, so ist die Summe links gleich

|a,||bs|+la,||b,|+as]| by |+|a,|lb,| +asl b, +
|asllbs|+las||b,|+|aylbs|+as] b, +

|as|bs|+a, ||l +asl|bs|+ (1)
|a,|[bs|+|as][b,|+

|as|[s]

Nun ist [£/2]=[5/2]=2 .

Die Differenz der Summen auf der Rechten Seite ist gerade
lao||bol+|agl| by |+ @ | byl +ayl|bs]+al byl +]a,||bs| +
lalbol+lay 16|+ ay[b,]+[ay 165+l a|1b ]+ a,l| b5+
|a2||b0|+|a2||b1|+|a2||b2|+|a2||b3|+|a2||b4|+|a2||b5|+
|a3||b0|+|a3||b1|—|-|a3||b2|—|—|a3||b3|+|a3||b4|+|a3||b5|+
|a4||b0|+|a4||b1|+|a4||b2|+|a4||b3|+|a4||b4|+|a4||b5|+
|a5||b0|+|a5||b1|+|a5||b2|+|a5||b3|+|a5||b4|+|a5||b5|—

|a0||b0|—|a0||b1|—|a0||b2|—
|a1||b0|—|a1||b1|—|a1||b2|—
|a2||b0|—|a2||b1|—|a2||b2|

und dies ist gleich

|aol|bs|+al|by|+|apl|bs+
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|a,||bs|+ay|[b,]+|a,||bs]+
|a3||b0|+|a3||b1|+|a3||b2|+|a3||b3|+|a3||b4|+|a3||b5|+
|aal|bol+|aal[bi|+as|lba+asllbs| +laal| bl +laulbs+
|as|[b|+as||by|+las|[bal +as|[bs| +]as|[bal+]|as| | bs]

)

Alle Summanden der Summe (1) kommen in der Differenz (2) vor.
Weil alle Summanden positiv sind, ist die Summe (1) kleiner oder gleich der Differenz (2).



