Jordansche Normalform

Al
Eine Jordan-Matrix A€M ,(K) hat definitionsgemiB eine Block-Form: 4=
Ak
1
4;
Dabei sind die 4, selbst quadratische Matrizen mit der Blockform A4 ,=
l/
4;
Die quadratischen Matrizen A, auf dieser Ebene schlieflich haben die Gestalt
A, 1.0 0 - 0
0 A, 1 0 - 0
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auf der Hauptdiagonalen steht in allen A; der Skalar A, , auf der Nebendiagonalen — sofern

vorhanden - der Skalar 1, alle iibrigen Eintrage sind Null. Die A; werden als paarweise
verschieden angenommen.

Ist n’/ die Zeilen- bzw. Spaltenzahl der Matrix A’/ und 7; die Zeilen- bzw. Spaltenzahl der

Matrix A4, , so ergeben sich die Summen n=n+...+n; , nj:n_li+...+ni.' .

Das charakteristische Polynom von 4 ist das Produkt der charakteristischen Polynome der 4, ;

das charakteristische Polynom von 4; wieder das Produkt der charakteristischen Polynome der
A’ das charakteristische Polynom von Ai. schlieBlich ist (X —AI.)"” , so daf3 sich ergibt:

j b
X,=(X—=A,)"(X—=a,)" Die A; sind also die verschiedenen Eigenwerte von 4.
Beispiel: die folgende 10x10-Matrix ist eine Jordan-Matrix mit X ,=(X —2)*(X—3)" .

Diese Matrix hat 2 als 6fachen und 3 als vierfachen Eigenwert.
Das Minimalpolynom ist m ,=(X —2)’-(X —3)* , wie man sofort nachpriift.

Uberall, wo ,,nichts* steht, muB man sich natiirlich Nullen denken.



Zwei quadratische Matrizen 4, B heillen dquivalent, wenn es eine invertierbare Matrix X gibt mit
A=XBX~" . Dadurch wird auch tatsiichlich eine Aquivalenzrelation definiert.

Der Satz iiber die Jordansche Normalform kann jetzt so formuliert werden:

Satz: Jede quadratische Matrix ist dquivalent zu einer Jordan-Matrix.
Oder so:
Satz: Zu jeder linearen Abbildung @:V — V' laBt sich eine Basis von " angegeben, beziiglich der

die Matrixdarstellung von ¢ eine Jordan-Matrix ist.

In beiden Fillen bendtigt man die Voraussetzung, daf das charakteristischen Polynom der Matrix
bzw. der linearen Abbildung im zu Grunde liegenden Korper in Linearfaktoren zerfillt, was in
einem algebraisch vollstindigen Korper wie z.B. € der Fall ist.

Ein Beweis erfolgt in einer spéiteren Version dieses Dokuments.



