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bitte heften Sie dieses Blatt vor Ihre Losungen
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Zur Bewertung dieses ,,Bonuszettels*:
Gehen wir von 11 reguldren Ubungszetteln aus und der dabei durchschnittlich erreichten
Prozentzahl korrekt bearbeiteter Aufgaben, nennen wir sie . Wenn Sie bei diesem Aufgabenzettel

20
die Punktzahl p erreichen, ist Ihr Endergebnis P +1_1p .
1. Sei K ein Korper, a, ..., a,€K.
n X4 X,
Zu X,...,x,€EK setze man x,, ;= Z a,x, und betrachte die durch | : || : [ gegebene lineare
=1 Xn Xp+1

Abbildung K"— K" .

a) Welche Matrixdarstellung beziiglich der kanonischen Basis von K" besitzt diese Abbildung?
b) Berechnen Sie die Determinante dieser Matrix.

2. Man definiere rekursiv

A) fir n€IN, (g)::c)::l und weiter B) fir m€IN,, m<n (:1111)2(”111)-1-(:1) .

Damit ist (Z) fur alle m , n€IN, mit m<n erklért.

n!
a) Man definiere jetzt fiir m , n€INy mit m<n "i=————— und zeige, da} auch fiir " die
m|  m!(n—m)! m

A) und B) entsprechenden Gleichungen gelten.



b) Fiir m,n€N, mit m<n sei ]’;] die Anzahl der m-elementigen Teilmengen einer n-elementigen

Menge. Man zeige, dal3 auch fiir [Z} die A) und B) entsprechenden Gleichungen gelten.

Bemerkung: damit hat man Induktionsbeweise fiir ( " ):[ " ]:[ " } .
m) |m]| |m

c¢) Freiwillige Sonderaufgabe: Bestimmen Sie die Anzahl der surjektiven Abbildungen von einer n-
elementigen in eine m-elementige Menge (Nach Finden der Formel Induktionsbeweis).

Basis unendlichdimensionaler Vektorriume
Sei V ein (nicht notwendigerweise endlichdimensionaler) K-Vektorraum. Eine Teilmenge B8< V'

heif}t linear unabhingig, wenn jede endliche Teilmenge von B linear unabhéngig ist; sie heifit
Erzeugendensystem, wenn jedes Element von V sich als (endliche) Linearkombination von
Elementen in B schreiben 146t und sie heil3t Basis, wenn beides der Fall ist.

3. Sei M eine Menge, K ein Korper und
F (M) :={f:M—>K | 3L M : Lendlich undeeM\L:f(x)ZO} , d.h. man betrachtet alle
Abbildungen M — K, die lediglich auf einer endlichen Teilmenge von M von Null verschiedene
Werte besitzten. Durch (f+g)(x):=f(x)+g(x) und (Af)(x) =A(f (x))ist auf .7 (M) eine
K-Vektorraumstruktur erklart.

. . - 1 falls x=y
Fiir x €M definiere man das Element f ,€.7 (M) durch f,(y):= 0 sonst .

Man zeige:
a) die durch x = f, gegebene Abbildung M —.7 (M) ist injektiv.
b) die Menge {fx|x€M} bildet eine Basis von -7 (M) .

Bemerkung: Wegen a) kann man die Menge M mit der Teilmenge [ f x|x€M }C T (M)
identifizieren. Man kann also zu einer gegebenen Menge M einen Vektorraum konstruieren, der
diese Menge als Basis besitzt. Man nennt .7 (M) den , freien K-Vektorraum zur Basis M*.

4. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit der Basis v, ..., v, .
Wir definieren A*(V):= {¢: VXV =K ‘ & ist bilinear und altemierend} sowie die Abbildung
fV XV oA (V) durch (f (v, w))(A, 1):=A(v)u(w)—A(w)u(v) und setzen vAW:=f (v, w) .

Man zeige:
a) f ist bilinear und alternierend.
b) Die Elemente v,Av,,1<i< j<n bilden eine Basis von A*(V) .

Bemerkung:

-1
Die Menge {(i, j)EINnXINn|i<j} besitzt offenbar (;):M

5 Elemente; also dim A( V)Z(n) .
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