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Aufgabe 1
Sei M eine Menge. Eine Relation RC M X M heifit Aquivalenzrelation auf M, wenn gilt:
V xeM: xRx Reflexivitét
YV x,yeM: xRy— yRx Symmetrie
Vx,y,zEM: ( xRyAyRz | — xRz Transitivitit.

(Erinnern Sie sich, daB die Schreibweise xRy bedeutet, daB (x, y)ER )

Zu jedem x€ M definiert man die Menge X :={ yEM | ny] und nennt X die Aquivalenzklasse von x.

a) Sei R M X M eine Aquivalenzrelation.
Zeigen Sie, dall die Aussagen X=7 und xRy dquivalent sind.
Zeigen Sie auch, daB —(xRy) dquivalent ist zu xNy=4 .

b) Sei M ={a, b,c] eine dreielementige Menge. Finden Sie alle Aquivalenzrelationen auf M und
schreiben Sie diese Mengen vollstindig hin.

c¢) Sei M eine Menge. Ein Axiom der Mengenlehre besagt: Man kann die Vereinigungsmenge aller
Elemente von M bilden. Diese Vereinigungsmenge bezeichnet man als U M . Formal bedeutet dies:
UM=|x|3yeM: xey|. Beispiclsweise ist U{4,B,C|=4UBUC.

M sei eine Menge deren simtliche Elemente paaweise disjunkt sind, d.h.
Vx,yeM: x#y—-xNy=0 .Mansetze nun N :=UM | sowie
R:= {(a,b)ENXN\ 3xEM: a,bex|.

Zeigen Sie: R ist eine Aquivalenzrelation.

Umgangssprachlich bedeutet dies: Gegeben sei eine Menge von Dingen, die in getrennten Haufen
liegen. (Nennt man die Menge der Haufen M, so ist die Menge der Dinge in allen Haufen gerade

UM .) Man erhilt eine Aquivalenzrelation, indem man zwei Dinge im selben Haufen fiir
dquivalent erklirt. Jeder Haufen bildet dann eine Aquivalenzklasse.



Aufgabe 2

Sei M eine Menge. Eine Relation R< M X M heilit Ordnung(srelation) auf M, wenn gilt:

VYV xeM: xRx Reflexivitét
YV x,yeM: (( xRyAyRx)—(x=1y)) Identitivitit
Vx,y,zEM: | xRyAyRz | = xRz Transitivitat.

Gilt zusitzlich noch V x, yEM : xRyV yRx , so heilt die Ordnung total.
Eine totale Ordnung R auf M hei3t Wohlordnung, wenn fiir jede nicht-leere Teilmenge K < M gilt:
dxeKV yeK: xRy .

a) Sei M ={a,b,c} eine dreielementige Menge. Finden Sie alle Ordnungsrelationen auf M und
schreiben Sie diese Teilmengen von M X M vollstindig hin. Welche dieser Ordnungen sind total?

b) Zeigen Sie: auf den natiirlichen Zahlen IN, ? ist durch: m<n < 3Jk€INy: n=m+k eine totale
Ordnung gegeben.

c) freiwillige Sonderaufgabe: beweisen Sie, dal3 es sich bei der obigen ,,natiirlichen Ordnung* auf
INo um eine Wohlordnung handelt’.
Aufgabe 3

Seien M, N Mengen. Eine Relation "< M X N heifit ,,Funktion” , wenn gilt:
Y (a,b),(c,d)EF: ((a=c)=(b=d)|

Seien nun die dreielementige Menge M =(a, b, ¢} und die zweielementige Menge N ={1,2}
gegeben.

Schreiben Sie alle Teilmengen /"< M XN hin, welche Funktionen sind!

Hinweis: Auch & erfiillt die Definitionsbedingung fiir ,,Funktion* und ist daher eine von ihnen.

1 dies bedeutet: jede Teilmenge von K besitzt ein beziiglich der Ordnung kleinstes Element.

2 Beiuns:IN={1,2,3,...} und IN,={0,1,2,3,...} .

3 Hinweis: Man muB letztlich einen Induktionsbeweis fithren. Mittels Induktion beweist man Aussagen der Art:
V neN: P(n) . Sie miissen also die Behauptung irgendwie in diese Form iiberfiihren. Versuchen Sie ggf. im
Internet oder der Bibliothek einen Beweis zu finden.



