Relationen, Funktionen, Abbildungen

Geordnete Paare

Hiufig mdchte man zwei Objekte a,b zu einem geordneten Paar (a,b) zusammenfassen, also
einem Objekt, welches die Information enhilt, daf3 a seine erste und b seine zweite Komponente ist.
Weil {a,b] und [b,a} dieselben Elemente haben, sind diese beiden Mengen gleich. Daher
reprasentiert die aus @ und b gebildete Zweiermenge kein geordnetes Paar.

Man konnte nun die Existenz geordneter Paare einfach axiomatisch fordern.

Es ist aber in gewisser Weise eleganter, eine mengentheoretische Kontruktion anzugeben, die die
von einem geordneten Paar zu fordernden Eigenschaften besitzt.

Und zwar setzt man (a,b):=|{a},{a, b}
und nennt eine so gebildete Menge ein Kuratowski Paar.

In einem Kuratowski-Paar (a,b) nennen wir nun a die erste und b die zweite Komponente.
Man kann unschwer zeigen, da zwei Kuratowski-Paare (a,b) und (c,d) genau dann gleich

sind, wenn a=c und b=d . (Ubungsaufgabe!)

Im folgenden benutzen wir einfach die Notation (a,b) und die Tatsache, daB es sich dabei um
eine Menge handelt, bei der man von einer ersten und zweiten Komponente reden kann.

Geordnete Paare kennt man aus der analytischen Geometrie, wo man nach Wabhl eines

Koordinatensystems Punkte der Ebene mit geordenten Paaren von Zahlen identifiziert.

Cartesisches Produkt

Sind zwei Mengen M, N gegeben, so definieren wir ihr cartesisches Produkt M XN als Menge

aller geordneten Paare, deren erste Komponente in M und deren zweite Komponente in N liegt, also
MXN:=((a,b)laeM AbEN)

Relationen

Eine Relation R ist definitionsgemal3 eine Menge, deren sdmtliche Elemente geordnete Paare sind.
Man schreibt dabei hdufig xRy statt (x,y)ER .

Offenbar ist eine Relation R immer Teilmenge eines cartesischen Produkts, d.h. es gibt Mengen
M,Nmit RcM XN .

Man setzt D(R)::[xEM\EIyEN:(x,y)ER} ,dh. D(R) istdie Menge der ersten

Komponenten der in der Relation vorkommenden geordneten Paare.

Ist eine Relation F' gegeben, in der es nie verschiedene geordnete Paare mit gleicher erster
Komponente gibt, so nennt man F eine Funktion.

Demnach ist die Relation {(a,1),(b,1)} eine Funktion, {(a,1),(a, 2)] dagegen nicht.



Abbildungen

Zu einer Abbildung f:M — N gehort eine Menge M, aus der abgebildet wird, der sogenannte
Definitionsbereich von f, eine Menge N in die abgebildet wird, der sogenannte Wertebereich von f
und eine Funktion FcM XN , die man auch den Graph von f oder die Wertepaarmenge von f
nennt, wobei D(F)=M .

Zujedem x€M gibtes also ein eindeutig bestimmtes y€N mit (x, y)€F , welchem man den
Namen f'(x) gibt. Damit 148t sich auch schreiben: F:Graph(f):{(x, f(x))\xeM}

Haufig gibt man bei der Definition einer Abbildung neben Definitionsbereich und Wertebereich
einfach eine Formel fiir f(x) an.

Zum Beispiel konnte man schreiben: ,,Sei f:Z—Z gegeben durch x—x* *, oder
oSei  f:Z—Z gegebendurch f(x)=x" *, was dasselbe bedeutet.
In beiden Fallen werden der Definitions- und Wertebereich benannt, sowie die Wertepaartabelle

F Z{(x, x2)|x€Z} , d.h. die zugrundeliegende Funktion.

Die Abbildungab f:Z—IN, , f(x)=x" istdurchaus verschieden von der eben betrachteten,
denn sie hat einen anderen Wertebereich, obwohl die Wertepaarmenge, also die Funktion F', sich
nicht geéndert hat.

Ist eine Abbildung f:M — N gegeben mit der Wertepaarmenge F und ist K <M , so erhélt man
eine neue Abbildung g:K — N mit der Wertepaarmenge FO(KXN)Z{(x, f(x))|x€K] , d.h.

man hat nur den Definitionsbereich eingeschrankt und 148t die Funktion ansonsten unveréndert.
Man nennt g auch die ,,Einschriankung von f auf K* und schreibt g=f|K .

Verkniipfung von Abbildungen

Sind f:M—N und g:N—K Abbildungen, so wird durch (go f)(x):=g(f(x)] eine neue
Abbildung go f:M — K definiert. Man spricht auch von ,,Hintereinanderschaltung oder
Verkniipfung von Abbildungen®.

Ist 7:K— L eine weitere Abbildung, so gilt (hog)e f=ho(go f) ,so daB man auf
Klammersetzungen beim Verkniipfen von Abbildungen verzichten kann, da unabhéngig von der

Beklammerung dasselbe herauskommt.

Sind f:M—M und g:M — M Abbildungen, so ist im allgemeinen fog#go f .

Die identische Abbildung

Ist M eine nicht-leere Menge, so nennt man die Abbildung M — M , durch die jedes Element von
M auf sich selbst abgebildet wird, die ,,identische Abbildung auf M , id,, .

Ist f:M — N eine Abbildung, so gilt offenbar f=id o f=f°id, .



Bildmengen und Urbildmengen
Sei f:M — N eine Abbildung.

Ist AcM , so setzt man f(A)::[f(x)\xeA} und nennt dies die ,,Bildmenge von 4 bzgl. /.
Esist f(4)cN

Ist BCcN ,sosetztman f '(B): :{xeM ‘f(x)EB} und nennt dies ,,die Urbildmenge von B
bzgl. f“. Esist f~'(B)cM . (Warnung: dies hat nichts mit ,,Umkehrfunktion* zu tun; die
Definition bezieht sich auf beliebige Abbildungen)

Ich liste jetzt eine Reihe ,,mengenalgebraischer” Eigenschaften ohne Beweis. Die Beweise liegen
etwa auf Ubungsaufgabenniveau.

Ac f7'(f(4)) .Die umgekehrte Inklusion gilt i.a. nicht! Finden Sie ein Gegenbeispiel!
B=s(s"(8)

Sind U,VcM ,sogilt:

fUur)=f£O)urv) .

FUNV)c f(U)Nf(V) .Die umgekehrte Inklusion gilt i.a. nicht! Finden Sie ein
Gegenbeispiel!
Sind W,ZcN ,so gilt:

i wuz)=r"wur'(z) .
FHuny)ef(Unf(v)

Setzen wir fir UcM U:=M—U undfir WcB W:=N—-W soist
i w=r"w) .

Die Urbildmengen verhalten sich offenbar viel schoner!

Injektiv, surjektiv, bijektiv
Sei f:M — N eine Abbildung.

/ heiBt injektiv, wenn YV x,yeM :(f(x)=f(y)—x=y) , wenn es also nie vorkommt, daB
verschiedene Elemente von M auf dasselbe Element von N abgebildet werden.

f heiBt surjektiv, wenn YV yeN3IxeM : f(x)=y , wenn also jedes Element von N als Bild
eines Elements von M vorkommt. Dies ist gleichbedeutend mit f (M )=N .

£ heil3t bijektiv, wenn f* injektiv und surjektiv ist.

Ist f:M — N Dbijektiv, so gibt es zu jedem y€E€N ein eindeutig bestimmtes xEM mit
f(x)=y . Durch die Zuordnung y—x wird offenbar eine ebenfalls bijektive Abbildung
N—M definiert, die den Namen ' bzw. ,,Umkehrabbildung von /' bekommt. Offenbar gilt:

fof'=idy , fTof=id, .



Vereinigung und Durchschnitt von Familien von Mengen
Produkte von Mengen

Einige weitere Eigenschaften von Abbildungen
die zum Teil gar nicht so einfach zu beweisen sind:

Es gibt genau dann eine surjektive Abbildung M — N gibt, wenn es eine injektive Abbildung
N—M gibt.

Wenn es eine injektive und eine surjektive Abbildung M — N gibt, dann auch eine bijektive.
(Satz von Schréder Bernstein)

Es gibt keine surjektive Abbildung einer Menge in ihre Potenzmenge.
Der Beweis dieser Aussage ist so schon und einfach, dal3 er hier gebracht werden muf3:

Sei M eine Mengeund f:M — o (M) surjektiv.

Wir bilden nach dem modernen Mengenbildungsaxiom folgende Teilmenge von M :
R::[mEM‘mﬁf(m)} i

Als Teilmenge von M ist R Element von @ (M) . Weil fsurjektiv ist, kommt R als Bild eines
Elementes r€M vor. Es gibtalsoein reM mit f(r)=R .JetztmuB reR oder r&R
gelten, und wir zeigen gleich, daf3 beides nicht stimmen kann:

Ist r€R=f(r) ,so gilt nach Definition vonR: r&R .

Ist umgekehrt r&R=f(r) ,so gilt nach Definition von R gerade: reR .

Der Widerspruch bedeutet, dal3 etwas an den Voraussetzungen nicht stimmt, und die einzige
Voraussetzung war die Existenz der surjektiven Abbildung f:M —p (M)

Gibt es eine bijektive Abbildung zwischen 2 Mengen, so heiflen diese ,,gleichméchtig®.

Eine Menge und ihre Potenzmenge sind also niemals gleichméchtig.

Erinnern wir uns an die Bezeichnung IN,:=INU{0} und betrachten die durch x—x-+1 gegebene
Abbildung IN,—IN . Diese Abbildung ist injektiv, wie man leicht {iberlegt. Wir haben also eine
injektive Abbildung von IN; in eine echte Teilmenge von IN, d.h. eine Teilmenge, die nicht
gleich der gesamten Menge ist.

Eine solche Eigenschaft zeichnet unendliche gegeniiber endlichen Mengen aus.

Wir definieren:

Eine Menge M heif3t unendlich, wenn es eine injektive Abbildung von M in eine echte Teilmenge
von M gibt.

Eine Menge hei3t endlich, wenn sie nicht unendlich ist.

Aus den bisherigen Mengenbildungsaxiomen 148t sich die Existenz einer unendlichen Menge nicht
ableiten, man muf} sie axiomatisch fordern: dies ist das Unendlichkeitsaxiom.



