Quotientenraum

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper Kund U cV ein Unterraum.
Zu x€V definiert man die Nebenklasse X:=x+U:= {x +ulueU } und den Quotientenraum
VIU: =[7c|x€ V} (,,V modulo U*) als Menge aller Nebenklassen.

(Die Konstruktion sollte aus der Gruppentheorie bekannt sein, s. Aufgabenblatter 2,4.)

Esist yeX genaudann wenn y=X genau dann wenn y—x€U , wie man sofort nachrechnet.
Man nennt x auch ,,Repriasentanten der Nebenklasse x . Offenbar ist jedes Element der
Nebenklasse X auch Reprédsentant von X

VIU wird selbst in natiirlicher Weise ein Vektorraum tiber K .
Dazu muf} die Vektoraddition und die Multiplikation mit Skalaren erklart werden.

Zur Addition zweier Nebenklassen nimmt man zwei Reprisentanten, addiert diese und nimmt als
Ergebnis die zu dieser Summe gehorige Nebenklasse, also:
X+y:=x+yp

Bei einer derartigen Definition muf3 man aber zeigen, daf das Ergebnis sich nicht dndert, wenn man
andere Reprasentanten gewéhlt hitte, mul} also zeigen:

XxX=z AN y=w — xty=z+w

Istalso x=z A 7y=w ,sofolgt z—x€U und w—y€U ,daher
Us(z—x)+(w—y)=(z+w)—(x+y) ,undsomit x+y=z+w ,was zu beweisen war.

Man sagt, die Definition der Addition ist ,,unabhidngig von den Reprisentanten* und spricht auch
von ,,Wohldefiniertheit*.

Die Multiplikation mit Skalaren erfolgt analog: Man multipliziert eine Nebenklasse mit einem
Skalar, indem man dies fiir einen Reprisentanten tut, als Ergebnis die zugehorige Nebenklasse
nimmt und dann wieder die Unabhingigkeit vom gewéhlten Repridsentanten zeigt:

x
y — y—xeU - U3A(y—x)=Ay—Ax — Ax=Ay .
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Il

Man zeigt leicht, dal mit diesen Operationen V'/U ein Vektorraum iiber K ist. Das Nullelement
dieses Vektorraums ist gerade die Nebenklasse, die 0€) enthilt und daher gleich 0 bzw.
gleich U .

Die Abbildung

m:V—-V/IU , x—X istein Vektorraumhomomorphismus, d.h. es gilt
Vx,yeV,AekK: w(x+y)=m(x)+m(y), m(Ax)=Am(x) .

1 heif3t auch ,,natiirliche Projektion* von Vauf V/U ,und ist surjektiv.
Esist kerrr: :[xe U |Tr (x)=0]= U . Jeder Unterraum eines Vektorraums kommt also als Kern
eines Vektorraumhomomorphismus vor.



Beispiel:

1. V=R’ und U eine Gerade durch den Nullpunkt. Die Nebenklassen sind alle Geraden im IR’ ,
die parallel dazu sind. Man sieht in diesem Beispiel sofort, da} verschiedene Nebenklassen disjunkt
sind, d.h. leeren Durchschnitt besitzen, und dal} sie den ganzen Raum IR® ausfiillen. Bei der
Nebenklassenaddition wéhlt man also zwei Geraden, auf ihnen je einen Punkt, addiert diese Punkte
und nimmt als Ergebnis die Gerade durch diesen letzteren Punkt. Analog multipliziert man eine
Nebenklasse, also eine der Geraden, mit einem Skalar, indem man einen Punkt der Geraden wihlt,
diesen mit dem Skalar multipliziert und als Ergebnis wieder die gerade durch den so erhaltenen
Punkt nimmt.

2. V=R’ , Ueine Ebene durch den Nullpunkt. Diesmal sind die Nebenklassen gerade die zu
dieser Ebene parallelen Ebenen. Wieder sieht man sofort, dafl verschiedene solche Ebenen disjunkt
sind und dal3 sie den ganzen Raum fiillen. Die Addition von Nebenklassen und die Multiplikation
mit Skalaren erfolgt nach demselben Schema wie oben.

Kehren wir zuriick zur allgemeinen Situation:
Ist ScV ein Erzeugendensystem, so ist S': Z[E‘seS } ein Erzeugendensystem in V/U .

Ist ndamlich x€V /U , so ist der Reprdasentant x€J eine endliche Linearkombination von

Elementen in S, man hat also eine Darstellung xZZAiS,. mit Ap,...,A, €K, s,,...,5,€S .
i=1

Jetzt hat man X= z A s, = z A8, = Z A;5; ,d.h. X isteine endliche Linearkombination von
i=1 i=1 i=1
Elementen von S .

Zu einer Teilmenge von 7cV/U gibt es offenbar eine Teilmenge SV mit S=T ,dh.jede
Teilmenge von V/U hatdie Form S . Zur obigen Aussage iiber Erzeugendensysteme gibt es
wie iiblich eine ,,duale Aussage* iiber linear unabhéngige Mengen:

Ist ScV/U linear unabhingig, so istauch Sc¥ linear unabhiingig.

Seialso ScV/U linear unabhingig und z A;5,=0 eine beliebige Linearkombination von
i=1
Elementen von S, welche den Nullvektor in V ergibt. Gezeigt werden muf3, dal A,=0,..., A,=0 .

Es ist OZZ Ajs; & GZZ Aisi:z A;5; , d.h. eine endliche Linearkombination von

i=1 i=1 i=1
Elementen von S ist gleich dem Nullelement von ¥ /U . Die lineare Unabhingigkeit von S
bedeutet nun, daB3 alle Linearkoeffizienten verschwinden miissen, was zu zeigen war.

Basis des Quotientenraums

Ist v,...,v, eine Basisvon VV und Vv,,...,v, eine Basis von U, so sind die v, ,...V, eine
Basis von V/U .

Ist namlich x€V' /U , so gibt es eine Darstellung des Reprasentanten x:Z A;v; ,also
i=1



X=D Av=D Av,=2 A v.= D A, ,dennfiir 1<i<k istja v,;€U und damit v,=0 .
| i=1 i=k+1
Also sind die V,,,...V, ein Erzeugendensystem von V/U .

Ist andererseits Z A,v,=0 , so bedeutet dies Z A,v,;=0 , was gleichbedeutend ist mit

i=k+1 i=k+1
Z A;v,;€U . Da ein Element von U aber eine eindeutige Darstellung als Linearkombination nur
i=k+1
der v,,...v, haben muB, miissen sdmtliche A,,,,...,A, Null sein, und damit ist die lineare
Unabhingigkeit der v, ,...V, gezeigt.

Gleichzeitig haben wir fiir endlichdimensionales V' die Formel dimU +dim V/U=dimV gezeigt.

Homomorphismen auf dem Quotienten

Sei UcV ein Unterraumund @:V — W eine lineare Abbildung mit U cker @
Dann erhilt man durch @(x):=@(x) eine lineare Abbildung @:V/U—-W .

Dazu ist zunichst die Wohldefiniertheit dieser Abbildung zu zeigen, d.h. es ist zu zeigen:
x=y-@(x)=p(y)

Istaber Xx=7y ,so istdies gleichbedeutend mit x—yeU ,also x=y+u flirein ucU .

Es folgtalso @ (x)=@(y+u)=@(y)+@(u)=@(y) ,denn @(u)=0 wegen Uckere

@ ist offenbar die eindeutig bestimmte lineare Abbildung, fiir die das Diagramm
(0]

V - W

I lid kommutiert.

viv - w

Umgekehrt zeigt man leicht, dafl aus der Existenz einer Abbildung @ , die dieses Diagramm
kommutativ macht, die Beziehung U ckerg folgt.



