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Blatt 10

Aufgabe 1

Man benutzt oft die Notation |M| fiir die Elementeanzahl einer Menge M . Ist M nicht endlich,
so schreibt man |M|=o0 , ohne an dieser Stelle verschiedene Méchtigkeiten unendlicher Mengen
zu unterscheiden.

Zeigen Sie durch Induktion iiber 7 :
Ist [M|=n und 0<m<n so gibtes (”;) m-elementige Teilmengen von M .

(Beim Beweis kommen die Ihnen bekannten Rekursionsformeln fiir die Binomialkoeffizienten zur
Anwendung.)

Aufgabe 2
a) Benutzen Sie die Formel det A= Z €511 % (2)290(3)3% 4)a%4(5)s Zur Berechnung der
[ASCH
21 0 00
31200
Determinante der Matrix A=(0 4 1 3 0| € M (Z,)
001 23
0 00 2 4

Hinweis: Uberlegen Sie zunichst, fiir welche relativ wenigen 0 €&; das Produkt in obiger For-
mel ungleich Null ist und schreiben Sie von vornherein nur diese Summanden hin.

b) Elementare Zeilentransformationen des Typs "Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen" und analoge Spaltentransformationen dndern die Determinate einer Matrix nicht.
AulBerdem ist die Determinante einer Matrix, deren Koeffizienten unterhalb der Hauptdiagonale
sdmtlich Null sind, gleich dem Produkt der Koeffizienten in der Hauptdiagonalen.

Bringen Sie die Matrix aus a) durch elementare Transformationen in diese "obere Dreiecksgestalt"
und berechnen Sie det 4 als Produkt von deren Hauptdiagonalelementen.

Aufgabe 3

Die Matrix A; entstehe aus der Matrix 4 durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Ist also

A eine quadratische Matrix mit n Zeilen und Spalten, so besitzen die 4, n-1 Zeilen und Spalten.

Es gilt fiir jedes i, 1<i<n : detd=), a,(—1 )"/ det A, (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

J=1

und fiir jedes j, 1<j<n : detd= Z a,(—1 )" det A, (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

i=1

31 01
Berechnen Sie die Determinate der Matrix A= 411 ? T (1) eM,(Z) einmal durch
0 2 2 1

Entwicklung nach der 2. Spalte und einmal durch Entwicklung nach der 3. Zeile.



Aufgabe 4
Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung @:V X---XV =K heilt k-Multilinearform, wenn sie

k-mal
linear in jeder Komponente ist'. Sie heiBit alternierend, wenn sie bei Vertauschung zweier
Argumente das Vorzeichen wechselt. Die Menge der alternierenden k-Multilinearformen bildet in
natiirlicher Weise selbst einen K-Vektorraum. Die Resultate der folgenden Aufgabenteile bedeuten,
daf} der Vektorraum der n-Multilinearformen auf einem n-dimensionalen Vektorraum eindimensio-
nal ist, dhnlich wie auch dim A"V =1

a) Sei V' n-dimensional mit Basis v,,...,v, . Zeigen Sie: Es gibt eine alternierende n-multilineare
Abbildung @: VXXV =K mit ¢(v,,...,v,)=1

n-mal

b) Seien @, @ :VX---XV =K alternierende n-multilineare Abbildungen. Zeigen Sie:

n-mal

Wenn @(v,,...,v,)=¢(v,,...,v,) ,dann o=y

1 Wemnalso @(v,,...,v,_,,v+w,v,,,..., v,)=p(v,,..., Vi sV Vit s V) TPV o, Vil WL Ve v,) und



