AuBlere Algebra

Man erinnere sich:

Eine assoziative Algebra 4 ist ein K-Vektorraum, der gleichzeitig ein Ring ist, wobei es noch eine
natiirliche Vertraglichkeitsbedingung zwischen der Multiplikation mit Skalaren und der Ringmulti-
plikation gibt: VY A€Ka,b€A: Ala-b)=(Aa)-b=a-(Ab)

Hat man eine Zerlegung von 4 in Untervektorriume A4, ,sodaB A=@ A4, oder A= b4,

nezZ n=0
und gilt x€A4,,y€A,—>xy€A, ., ,so spricht man von einer graduierten Algebra.

Ist V' ein K-Vektorraum, so kennen wir bereits die Tensoralgebra Q) V' = é (® ! V) als
n=0
graduierte assoziative Algebra, wie im Kapitel iiber das Tensorprodukt gezeigt wurde. Dabei galt

Q V=K und @ 'V=V . AuBerdem kennen wir die Polynomalgebra K|[X| als graduierte
assoziative Algebra; die Polynommultiplikation in K| X | ist sogar kommutativ; die ,,Graduie-

rung®, also die direkte Summenzerlegung K[ X |=@ M ,[ X | ist durch die eindimensionalen
n=0

Vektorrdume M | X ]Z[aX "laekK ] — das sind die Monome vom Grad n — gegeben , wihrend

bei n-dimensionalem V' die Dimension der "Summanden" ® "V den Wert »™ hat.

Ausgehend von der Tensoralgebra wollen wir eine weitere graduierte assoziative Algebra konstru-
ieren, die sog. Aupere Algebra AV = @ (A " V) , welche grundlegend fiir die Determinanten-

n=0
theorie ist. Die Multiplikation in AV wird meist mit A bezeichnet. Wie bei der Tensoralgebra
soll gelten: A’V=K und A'V=V . Fir v,weV hatmandann vAweA’V , aber anders
als beim Tensorprodukt hat man hier: VYvelV: vAv=0 .

Damit folgt sofort 0=(v+w)A(v+w)=vAv+vAw+wAv+wAw=vAw+wAv und wir haben
die Antikommutativitit des A -Produkts ,d.h. Vv, weV:vAw=—wAv '.Ebenso folgt sofort,
daB fir a,...,ay€V gilt: a;A...Aay=0 | sobald ein Faktor mehrfach vorkommt.

Wir vertagen die Konstruktion von AV |, um zunidchst eine weitere wesentliche Konsequenz der
Bedingung vAv=0 zu zeigen, ndmlich

Sind V,,...,vy€V linear abhéngig, soist v,A...Av,=0

N-1
Nehmen wir namlich o0BdA an, daB v, =Y. A,v, , so ergibt sich

i=1

N-1 N-1
vl/\.../\vN=v1/\.../\vN1/\(z A[V[)IZ AVIALL YN AY,
i=1 i=1

Da jetzt mindestens der Faktor v; doppelt vorkommt, sind alle Summanden gleich Null, und daher
ViALLAYy=0

1 Istchar K=2, so folgt offenbar nur v Aw=vAw ,und dies ist nicht weiter interessant.



Als Ergebnis der Konstruktion von AV wird sich weiterhin ergeben, dal auch umgekehrt gilt:
Sind v,,..., vyEV linear unabhingig, so ist v, A...Avy#0 .

Ebenso wird sich ergeben, A"V als Vektorraum von den Produkten Vv,A...Av, aufgespannt
wird. Da fiir N>dim ) eine Menge von Vektoren v,,..., vyEV immer linear abhéngig ist und
daher v,A...Av,=0 gilt, folgt A"V =0 .

n

Daher haben wir im Falle dimV=n : AV = @(AiV)

i=0

Konstruktion von AV

Wie tiblich ist die Konstruktion, oberfldchlich betrachtet, hdfllich, wéhrend das Ergebnis, die
graduierte Algebra AV , doch sehr schon ist.

Man geht aus von der Tensoralgebra @ V' = é (® ! V)

n=0
Fir k>2 betrachten wir in den Unterrdumen @) "V die Teilmengen

S,:=la,®--®a,| a,,..., a, €V, 3l<i, j<k: al:aj] , also diejenigen Produkte, in denen
mindestens ein Faktor mehrfach vorkommt.

Als nichstes setzen wir fiir k=2 U,:=<§,> . Die U, sind offenbar Untervektorrdume der
QR “V . Fir k=12 setzenwir U,:=0 .

Als nichstes definieren wir fir k=2  Afp: :(® k V)/ U, ,bilden also den Quotienten; die

Quotientenbildung in den Fillen k=12 isttrivial: esist A’V =K und A'V =V , wie bei den
Tensorraumen.

Fir aeA'V,beA’V , i, j>0 definieren wir schlieflich @Ab:=a®b .

Zu zeigen ist zunichst, daB dadurch eine bilineare Abbildung A’V XA’V — A"V definiert wird.

Der Fall i+ j<2 istrelativ trivial, wir gehen also von i+ j>2 aus.
Problematisch ist, wie immer bei Definitionen, die mit Hilfe von Reprisentanten von Aquivalenz-
klassen erfolgen, die Wohldefiniertheit der Abbildung:

Wennalso a=a’' mit a,a'€@® 'V und b=b" mit b,b'€@® 'V ,soistzu zeigen, daB
a®b=a'®b’' .Dasheift, wenn a—a'€U, und b—b'€U; ,so istzu zeigen, dall
a®b—a'®b'€U,,, .

Seialso a'=a+u mit u€U, und b'=b+v mit v€EU, .Dannist
a'®b'=(a+u)®(b+v)=a®b+a®v+u®b+u®v . Man iiberlegt leicht, daB jeder der letzten

drei Summanden Element von U, ; ist. Zeigen wir dies exemplarisch fiir a®v fir j>2 :



a ist eine endliche Linearkombination von Tensorprodukten der Form v,®---®v, |

v ist eine endliche Linearkombination von Elementen von S, . Elemente von S; bestehen aber
gerade aus j-fachen Tensorprodukten von Vektoren, wobei zwei nebeneinanderliegende Faktoren
gleich sind. Offenbar ist dann a®v eine Linearkombination von (i+j)-fachen Tensorprodukten
von Vektoren, bei denen ebenfalls jeweils zwei nebeneinanderliegende Faktoren gleich sind. Damit
ist a®vel,,; .

Die Bilinearitit des A - Produkts folgt sofort aus der des Tensorprodukts.

Durch Induktion iiber die Anzahl der Faktoren folgt leicht, daB v, A...Av,=v,®...®v, .

Letztlich soll nur noch gezeigt werden:
Sind v,,...,v, eine Basis von ¥, sobilden v, A...Av, | 1<i;<...<i;<n eine Basis von

AV, welches somit (Z) - dimensional ist.

Daraus folgt dann auch, daB fiir linear unabhéngige Vektoren v,,...,v, gilt: v;A...Av,#0 .
Vi,..., v, lassen sich bekanntlich zu einer Basis v,,...,v, erginzen. Als Basiselement kann
dann v, A...Av, offenbar nicht Null sein.

DaB die v, A...Av, , 1<i <...<i,<n ein Erzeugendensystem von A"V bilden, folgt direkt
aus der Tatsache, daf die v;®...®v, | 1<i,...,i,<n ein Erzeugendensystem von () "y
sind.

Also geht es nur noch um die lineare Unabhéngigkeit ( £=2 ):

Wie schon beim Tensorprodukt geht man hier den Umweg {iber eine universelle Eigenschaft:

Ist Wein K-Vektorraum und @ : V' X:--XV — W multilinear und alternierend,

k —mal

so gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung @: A"V — W mit:

Vv, v €Vi@(v,....v,)=P(v,A...AV,) .

Dies zeigt man so:
Zunichst folgt aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts, da3 es eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung ¥ :V®---®V —» W gibt, mit
e~ mal
Vv, .. v €V:@(v,...,v,)=¥(v,®--®v,) . Diese Abbildung ¥ liBt sich eindeutig zur
gewiinschenten Abbildung ¥'=¢ auf den Quotienten A"V : =(® ¢ V)/ U, "herunterdriicken",
wenn U,Cker¥ . Dazu mul man nur zeigen, dafB fiir das Erzeugendensystem S,cU, gilt:
S.cker¥ . Jedes Element von S, istaber ein k-faches Tensorprodukt der Form
V,®®v,_  ®v®V®V, ,-*®V, ,und daher gilt
Y(v,®®v, ,®@v®vev, ,-:®v,)=@(v,,*,v,_;,V,V,V,,,,v,) unddieser Ausdruck ist
Null, weil ¢ alterniert.




Wie folgt nun die lineare Unabhdngigkeit der v; A. ../\vl.kEAk Vo, 1<i,<..<i,<n ,wenn
Vi,...,v,€V eine Basis von Vist?

Sei > A Vi N AV, =0

I<ij<..<i,<n

Wir wihlen ein festes Tupel 1<j,<...<j,<n ,bildenzu a,,...a,€V die Basis-Darstellungen

a;= Z a;v, gegebene nxk-Matrix 4 und bilden die Abbildung @:V'X...XV =K , indem wir
=1 k—mal

setzen: @(a,,...,a,):= D, €,a o @k (Letztlich ist dies die Determinante der kxk-Matrix,
oEG,

die man erhélt, wenn man in der nxk-Matrix A alle bis auf die Zeilen 1<j,<...<j,<n streicht.)

In den Ubungsaufgaben wurde gezeigt, daB eine Abbildung wie ¢ multilinear und alternierend
ist. Man iiberlegt auch leicht, daB @ (v, ,...,v;)=1 und @(v,,...,v,)=0 , wenn die Indizes
(¢;,...,1;) nicht identisch mit dem oben vorgegebenen Tupel (/j;,..., j,) sind.

Aufgrund der universellen Eigenschaft fiir A*) gibt es also eine lineare Abbildung

&:AV—-K mit (v, A AV, )=@((v,,...,v;)=1 und (v, A...AV )=@(v,,...,v,)=0

1 1

fur (i,,....i,)#(j,,.... j,) . Jetzt rechnen wir

=0

Jreedi

0=9¢ Z A Vi N AV )= Z Ailmik¢(vl.l/\.../\vik)=2\

1<ij<..<i;<n 1<i;<..<i;<n

Jidi ,also A
Da aber das Tupel (J;,..., j;) beliebig gewihlt war, sind alle Linearkoeffizienten in der

Darstellung Z ?\,-‘ml-A Vi NN V,-AZO gleich Null. Damit ist die lineare Unabhingigkeit der

1<i|<...<i;<n

v A A viAEAk V' gezeigt!



