
Siebzehneck

Wir suchen alle komplexen Lösungen der Gleichung z17=1 .

Eine triviale Lösung ist natürlich z=1; man sieht auch sofort, daß

=exp 2i
17 =cos 2

17 sin 2
17  eine Lösung  ist, und daß durch exp2i k

17  ,

2k16 die übrigen 15 Lösungen gegeben sind.

Ziel der folgenden Diskussion ist es, die Lösungen nicht durch transzendente Funktionen zu 
beschreiben, sondern durch Ausdrücke, die allenfalls Quadratwurzeln enthalten. Daß dies möglich 
ist, liegt an der speziellen Eigenschaft der Zahl 17, die gleichzeitig eine Primzahl und von der Form 
„Zweierpotenz + 1“ ist1.

Offenbar sind alle Lösungen Potenzen von ζ .
Ist η eine andere Lösung ≠ 1 , so sind alle anderen Lösungen aber auch Potenzen von η :
Nimmt man z.B. :=6 , so ist
1=6 2=12 3= 4=7 5=13 6=2 7=8 8=14

9=3 10=9 11=15 12=4 1=13 14=16 15=5 16=11 ; 

Bei der Rechnung  nutzt man jeweils aus, daß 17=1 .

Man hat die einfache Polynomidentität
z17−1= z−1 z16z15z 14z13z12z 11 z10z9 z8z7z6 z5z4z3 z2z1 .

Jede von 1 verschiedene Lösung der Gleichung z17−1=0 ist also auch Nullstelle des Polynoms 
z16 z15z14z13z 12z11z10z 9z8 z7z6z5z 4z 3z2 z1 .

Wir definieren jetzt p1 z := z− z−16= z−16 z1
und setzen :=16 ;  ζ  ist Nullstelle des Polynoms p1 .

p2 z := z−16 z−413= z2−41316 z16413
und setzen  :=41316 ; η ist Nullstelle des Polynoms p2 . 

p3 z :=z−41316  z−28915=
z2−2489131516 z4131628915

und setzen =2489131516 ;  ist Nullstelle des Polynoms p3 .

p4  z := z−2489131516 z−356710111214=
z 2−2345678910111213141516 z +
2489131516356710111214

θ  istNullstelle von p4 ;  wegen 
16151413121110987654321=0 ist
1615141312111098765432=−1 ; somit ist der 

1 Die einzigen bekannten Zahlen dieser Art sind 3,5,17,257,65537.
Übungsaufgabe: Wenn 2n1 eine Primzahl ist, so ist n selbst eine Zweierpotenz.



Koeffizient von z im Polynom p4 gleich 1 .  Rechnet man das Produkt im konstanten 
Koeffizienten von p4 aus, so ergeben sich 64 Terme, wobei jedes k , 1k16  genau 4-mal 
vorkommt, so daß der konstante Koeffizient gleich -4 ist. Insgesamt ergibt sich 

p4 z =z 2z−4

Daher können wir die Nullstellen von p4 berechnen(!), und es gilt =−
1
2± 1

44  .

Wir entscheiden uns für die positive Nullstelle =17−1
2

und rechnen auf dieser Basis weiter.

Es ist p3 z =z2− z4131628915 .  Den konstanten Term multipliziert 
man einfach aus und erhält die Summe der 16 verschiedenen k , 1k16 , also -1, d.h.

p3 z =z2− z−1 .

 ist Nullstelle von p3 ,  wir wählen die positive Nullstelle =

2
 2

4
1 .

Weiterhin ist η Nullstelle von p2 .  Der Koeffizient von z in p2 ist gerade − , den 
konstanten Koeffizienten von p2 multiplizieren wir aus und erhalten  ' :=351214 . 
Wir bilden  das Polynom p3 '  z := z−351214 z−671011= z2− ' z−1 ; 
das Produkt im konstanten Term von p3 ' besteht wieder aus den 16 verschiedenen
k , 1k16 und ist daher gleich -1, während der Koeffizient von z in p3 ' gleich
 ' :=356710111214 ist .  ' erkennen wir wieder als die zweite Nullstelle 

des Polynoms p4 neben  , also  '=−17−1
2

,  wir wählen demnach  '=
 '
2
  ' 2

4
1

und haben

p2 z =z 2− z ' , so daß =

2
2

4
− '

Damit haben wir das Polynom p1 z =z2− z1 explizit bestimmt. Es ist 2

4
1  und wir 

wählen die Nullstelle =

2
2

4
−1 des Polynoms p1 , die positiven Imaginärteil besitzt.

Hier nochmal alle Formeln:

=17−1
2

,  '=−17−1
2
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Man beachte, daß erst in der letzten Formel eine Wurzel aus einer negativen Zahl gezogen wird, 
vorher nur aus positiven Zahlen. Insbesondere tauchen an keiner Stelle Wurzeln aus nicht-reellen 



Zahlen auf.

Im Laufe der Konstruktion wurden verschiedene Wahlen unter im Prinzip gleichberechtigten 
positiven und negativen Quadratwurzeln getätigt. Hätte man anders gewählt, wäre eine andere der 
16 möglichen von 1 verschiedenen siebzehnten  Einheitswurzeln herausgekommen.

Es wäre jetzt schön, direkt aus obigen Formeln umgekehrt herzuleiten, daß 17=1 .
Ein andermal.

Wir begnügen uns mit einer „Pari-Probe“, geben also alle Formeln ein und prüfen numerisch,  daß 
17=1 und daß =cos 2/17i sin 2/17 .

(11:11) gp > thet2=(sqrt(17)-1)/2:
(11:11) gp > varthet=thet/2+sqrt(thet^2/4+1):
(11:11) gp > thet1=-(sqrt(17)+1)/2:
(11:11) gp > varthet1=thet1/2+sqrt(thet1^2/4+1):
(11:12) gp > et=varthet/2+sqrt(varthet^2/4-varthet1):

(11:12) gp > zet=et/2+sqrt(et^2/4-1)
%53 = 0.9324722294043558045731158918 + 0.3612416661871529487447145962*I
(11:13) gp > zet^17
%54 = 0.9999999999999999999999999999 + 8.96145989 E-28*I

(11:13) gp > cos(2*Pi/17)
%55 = 0.9324722294043558045731158918
(11:15) gp > sin(2*Pi/17)
%56 = 0.3612416661871529487447145962

Daß die anfangs aufgestellten quadratischen Gleichungen nicht vom Himmel fallen, sondern sich 
ganz natürlich ergeben, folgt aus der Galois-Theorie. Gauß hatte die obige Konstruktion als 
18jähriger entdeckt und daraufhin beschlossen, endgültig Mathematiker zu werden.

2 Der Variablenname theta ist bei Pari für die Jacobi-Theta-Funktion besetzt.


