Blatt 4 Aufgabe 1b)

b)Ist y:[a,b]—>G ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg in einem Gebiet G<C und
b
f:G—C stetig, so wurde definiert fy f(z)dz:=f f(y(t))y’(t)dt , wobel f(y(t))y'(t)

ein Produktin € ist. Ein Polygonzug z,,...,2, auf y seigegeben durch eine Zerlegung
a=ty<...<t,=b mit z;=y(t,) .

Ein solcher Polygonzug stellt in natiirlicher Weise selbst einen stiickweise stetig differenzierbaren

Weg n dar, der fiir eine hinreichend feine Zerlegung auch in G liegt, also n:[a,b|—-G |

wobei man flir ;| SIS, n(e):=y(t)+(t—t._)(y(t)—y(t_,)) setzt.

Man zeige: Ist €>0 vorgegeben, so gibt es einen Polygonzug z,,...,z, auf y ,sodaB

| r(@)dz=[ f(z)dz|<e .

b
Das Integral fy f(z)dz: :f fly(#))y'(¢)dt wird approximiert durch eine Riemann Summe,
d.h.zu €>0 gibt es eine Zerlegung a=t,<...<t,=b mit z;=y(z;) ,so daB

[, r(z)dz- Zf( )y (1) (8= 1,)

<€ .

Zur Verkiirzung schreiben wir z;=y(t,) .

Die Zerlegung kann so fein gewihlt werden, da3 ‘y (ti)=y(t)—y " (t;)(t;— t,-)|<e |t —t]
(Dahinter steckt auch ein Kompaktheitsargument wie in 1a, da die Abschétzung ja bei
vorgegebenem € gleichmiBig auf ganz [a,b] fiir |s—¢|<& gilt.) Es ergibt sich via
Dreiecksungleichung

[ r(z)dz- Zf Zi =7,

|.[yf(z)dz_§ f(y(fi,l))y'(l‘ifl)(l‘i—l‘ifl)+
ilf(y(til))y’(ti Dti=t) Zf( )( )—y(ti,l)) <

€+ sup |f(y(t))|e(b—a)—e-Konstante

t€la,b|

Wir kénnen also von vornherein sagen: zu vorgegebenem €>0 gibt es einen Polygonzug, so daf}

|fyf Jdz - Zf Zii— )| <€

und hétten auch direkt iiber solche ,.komplexen* Riemann Summen das komplexe Linienintegral
b

definieren konnen. Jedenfalls sind wir jetzt das Integral f f (y(t)) y'(t)dt erstmal los.

a

Die obige Zerlegung des Weges y kann auch so fein angenommen werden, daf3 die
Verbindungsstrecken [Zi—l , Z,-] ganz in G liegen. Die Lédnge dieser Segmente sei auch so klein,



daB mit einem gleichméBigen Stetigkeitsargument fiir f fiir jeden Punkt z€[z, ,,z,] gilt:

|f(z)=f(z,2)l<e .

Nennen wir nun den durch 2z, ..., z, gegebenen Polygonzug P, so 146t sich schreiben:

fP f(z)dzzg JI[Z“Z’H} f(z)dz

Damit haben wir die Gesamtabschitzung
Uy f(z)dz—fpf(z)dz‘<

z)dz— Zf( z)(zi—z1) z)dz— Zf( )z~ 2;)

n—1

n—1
( ))d2<€+z |Zz+1 Z| I+Z|Zi+l_zi|)
i=0

Dabei ist die Abschitzung U[z,_z,ﬂ} (f(Z)—f(z,.))dz‘<e|zi+l—zi| wieder die

Standardabschitzung: Betrag Wegintegral kleinergleich Wegldange mal Supremum der Betrige der
Funktionswerte auf dem Weg.

Die letzte Summe am Ende der Abschitzungen ist aber die Lange des Polygonzugs.

Wir konnen bei unserer Zerlegung davon ausgehen, dafl diese sich nur um € von der Liange der

Kurve y unterscheidet, also haben wir schlieBlich ...<e(1+e+/(y))<e(2+/(y)) , da oBdA
e<l



