Blatt 8 Losung Aufg. 2a

Sei UcR" offen und ¥V clRXR" offen mit [0,1|xXUcV ;
Wo,w,:U—V seien gegeben durch wo(x):=(0,x),y,(x):=(1,x)
a) Man zeige: Ist we€&*(V) geschlossen, so ist y, w—wyw exakt.

Hinweis: Um die Ubersicht zu behalten, bezeichne die Koordinaten auf U mit x,,...,Xx, und die
Koordinaten auf V' mit ¢, x,,..., X, .Zu konstruieren ist eine Form n€&* ' (U) mit
dn= L/JTOU — q/; w . Schreibt man jetzt alles richtig hin, so sieht man, da3 die Koeffizienten von

1
n durch Integrale der Form f «(t,x)dt zu definieren sind; man bendtigt dann, daf3
0
1 I
dalr, ,
% {‘X(f, X)dlZI %[x)dt , was zu begriinden ist.

i 0

Man stelle sich die Menge [0,1]XU vor als einen Zylinder, dessen Deckel und Boden wie U
aussieht. V ist eine offene Umgebung des Zylinders. Eine k-Form  ist eine Kombination von
Dach-Produkt-Termen, von denen einige df enthalten, andere nicht, also

w=x+dtAB
0=dw=do—-dtNdB , also dtAndB=dx .

Fir t€[0,1] und x€U setzen wir o, (x)=«(z, x)
Fiir jedes rist o, eine geschlossene k-Form auf der Scheibe U ,Z{t IxU .

Damit ist ¢,w=c«, und Y,w=c, ,und wir wollen eine (k-1)-Form 1 auf U finden mit
dn=o,—«, .

Nunist B eine (k-1)-Form.
1

Irgendwie erscheint es dann nicht abwegig, Folgendes zu probieren n:= f gdt .
t=0
Schreiben wir dies konkret koeffizientenweise hin, dann wird es auch sinnvoll:

Esist B= D, B, dx,A..dx,

I<ij<..<i,_,<n

1
Unter f Bdt wollen wir dann den Ausdruck
t=0

1
2 f B. . (t,x,,....x,)dt| dx, n...dx, Vverstehen. Wahrend die Koeffizienten
1<i|<..<i_,<n (=0 Ptk | -
B: i, Funktionen von (n+1)-Variablen sind, wird dabei eine Variable wegintegriert.

Wir setzen also n:= z n

nil...ik,l(xl ey xn): .f Bil...ik,l(t’ Xiseens xn)dt .



Nun gilt ganz allgemein

dn= 2, dn,_, AdAodx, = ) “dx/\dx/\ dx, =

I<i|<...<i;_ <n I<i;<.<ip,<n i=1
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1<i|<...<iy<n j=1

und dieser Ausdruck soll gleich sein
o — 0= Z (og.l___l.k(l,x1 ..... x,)—o L (0,x,..., xn))a’x.l/\...cbc.A

I<i,<...i,<n

Fiir die einzelnen Koeffizienten bedeutet dies, da3 gelten soll:
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Bedenkt man die Definitionsgleichung n, . (x,...,x,)= f B . (t,x,...,x,)dt unddie

Tatsache, da3 man die partielle Ableitung unter das Integral ziehen kann, ergibt sich

Dall w geschlossen war, bedeutete aber dftAd f=d « , und auf Koeffizientenebene heilit dies:
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o)}

=
>

ook, &

-1 — = h. i % Vur]
_;:1( ) ox, Py , d.h. aus der Gleichung ( * )wird
1 80(11 i, . |
f 0 (8%, Jdr=c (1,25, x,)—o (0,x,,..., x,) ,und dies ist zweifellos
t=0

richtig, d.h. wir haben tatsichlich d n=o,—«, .

1. Beispiel: U=]0,1]

w=dt N\B+u=dt B+, dx
Dabei schreiben wir einfach dt AB:=Bdt , so daf

d (dt/\B)Zd(ﬁdt)za'B/\dtZ%dx/\dtz—dt/\(a—ﬁdx)z—dt/\dﬁ
0x ox

B=B(t,x) isteine 0-Form, also eine Funktion. und das Dachprodukt mit einer Funktion ist
einfach die Skalare Multiplikation mit dieser Funktion.

o _ 0« 0B 0B o«
0=d w=d a—dtnd p=—rdindx—=—diNdx ,als0 ——=——



1
Setzt man jetzt nZI B(t,x)dt ,soist
0

on_ 4 | (OB(t,x) ot x)
_—— = = = 1 —
o ax![%(t,x)dt ! i { - dr= (1x)—a(0,x) | also

0
dn= a—z dx=0(1,x)dx—0 (0,x)dx ,d.h. die Form auf der rechten Seite ist exakt.

2. Beispiel

U= offene Menge im IR’
w=dt \B+« seieine 2-Form also B=8,dx+B,dy und a=«,dxAdy .

0B, 0B,\ o
0=d w=—dind p+do=—di Adxndy| 2= P11 9% g n ey |
ox Oy ot
also 80(12:6[32_831
ot Ox 0y

1 1
n=n,dx+n,dy mit nlzf B,(t,x)dt und n2=f,82(t,x)dt

=0 t=0

1 1
dn:(%—%)dx/\dy:(f (%—aﬁl)dt) dxAdy:(f a“”dz) dx Ady=
0 0

ox 0Oy ox Oy ot
o (Lx, y)dendy —o,(0,x, y) dx Ady

d.h. die Form ganz unten ist exakt.



