Mafitheorie (Version 0.3)

1. o-Algebra
Ist M eine Menge, so nennt man ein System von Teilmengen 2Ac® (M) eine c-Algebra (auf M),
wenn gilt:

° e
° AeA = A€

o Ist | An) eine Familie von Menge in 9 ,soist (U4, €2

neN neN

2l ist damit stabil unter Differenzbildungen, endlichen und abzéhlbaren Durchschnitts- und
Vereinigungsbildungen. Man beachte die Ahnlichkeiten und Unterschiede zur Definition einer
Topologie, ebenso wie die Trivialbeispiele P(M) und {0, M| fiir eine 5-Algebra.

Der Durchschnitt einer Familie von c-Algebren auf M ist ebenfalls eine o-Algebra auf M.
Istalso &cP (M) ,soist

N B = {BCM ‘ fiir alle o-Algebren B mit & c B gilt BEB}
ZcB
B ist o -Algebra

die kleinste o-Algebra auf M, welche & enthélt. Man spricht auch von der von & erzeugten o-
Algebra. Die obige Durchschnittsbildung ist iibrigens nicht leer, denn es gilt ja mindestens

&P (M)

Hat man eine Topologie O auf M, so nennt man die von O erzeugte o-Algebra Borelsch. Die

Borelsche o-Algebra enthilt also alle offenen und auch abgeschlossenen Mengen. Die Borelsche
o-Algebra auf IR wird offenbar schon von den halboffenen Intervallen der Form ]a,b] oder auch
von denen der Form [a,b[ erzeugt, denn jede offene Menge in IR 148t sich als abzéhlbare
Vereinigung solcher Intervalle darstellen.

Ist 2 eine o-Algebra auf M, so nennt man das Paar (M, ) einen meBbaren Raum.
Elemente der o-Algebra nennt man auch mefibare Mengen.

Relativalgebra
Man erinnere sich:

Ist (M,O) eintopologischer Raumund N <M |, so definiert man die Relativtopologie auf N
durch 0, :={UnN|Ueo)]

Vollig analog:
Ist (M ,2) ein meBbarer Raumund NcM | so definiert man die Relativalgebra auf N durch

Q(N.:{Uﬂ N|U€Q(}

Produktalgebra
Sind (M ,2),(N,B) meBbare Rdume , so nennt man die von [AXB ‘ A€, BEB] erzeugte

o-Algebra auf M XN Produktalgebra und bezeichnet siemit A® B .



Wir kennen die analoge Konstruktion einer Produkttopologie: die Produkte der offenen Mengen
bilden deren Basis, d.h. die offenen Mengen der Produkttopologie lassen sich als Vereinigungen

offener Rechtecke schreiben. Sind M,N topologische Rdume und 2l und 8 die zugehdrigen Borel-

Algebren, so ist A& B nur dann die Borel-Algebra der Produkttopologie, wenn sich jede offene

Menge als abzéhlbare Vereinigung offener Rechtecke schreiben 148t. Dies ist sicher dann der Fall,
wenn die Topologien auf M und N eine abzéhlbare Basis besitzen. Wir mogen uns dunkel erinnern,
daB solche topologischen Rdume definitionsgemill dem zweiten Abzidhlbarkeitsaxiom geniigen, wie
insbesondere der IR" mit seiner gewohnlichen Topologie.

2. Mef3bare Abbildungen und mef3bare Funktionen

Man erinnere sich an die charakteristische Eigenschaft stetiger Abbildungen zwischen
topologischen Rdumen: Urbilder offener Mengen sind offen.

Entsprechend nennt man eine Abbildung zwischen mef3baren Raumen mefbar, wenn Urbilder
mefBbarer Mengen mefbar sind.

Sind (M ,21),(N,8B) meBbare Riume und wird die 6-Algebra B von der Menge & erzeugt,

so geniigt fiir die MeBbarkeit einer Abbildung f:M — N bereits die MeBbarkeit der Urbilder der
Elemente von & .

Zum Beweis definiere man zunéchst die Menge {A cN | (4 Efll} . Es ist trivial zu zeigen, daB

diese Menge eine o-Algebra auf N ist. Lt. Voraussetzung enthélt diese o-Algebra die Menge &
und daher die von & erzeugte o-Algebra B , die ja definitionsgemal die kleinste o-Algebra ist,

die & enthélt. Also liegen die Urbilder beliebiger Elemente von B in 2 |, sind also mefBbar.

Betrachtet man auf IR die Borelsche o-Algebra, so ist demgemil f:M —IR schon meBbar,
wenn nur Urbilder offener Mengen mefbar sind, oder wenn nur Urbilder abgeschlossener Mengen
meRbar sind, oder sogar wenn nur Urbilder von Intervallen der Form ]a,b] meBbar sind, denn jedes
dieser Mengensysteme erzeugt ja die Borelsche o-Algebra.

Eine komplexwertige Funktion ist genau dann mefbar, wenn ihr Realteil und ihr Imaginarteil
mefRbar sind.

Kanonische Projektionen und kanonische Injektionen sind mef3bar:

DaB die Projektionen M XN —M und M X N— N ebenso wie die Injektionen
M—->MXN, x—=(x,y,) , NoMXN, y—(x,,») meBbar sind, folgt sofort aus der

Definition der Produktalgebra.

Stetige Abbildungen sind mef3bar:

Sind M, N topologische Rdaume und f:M — N stetig, so sind Urbilder offener Mengen offen, also
Elementeder Borelalgebra von M. Nach obigen Bemerkungen sind dann Urbilder beliebiger
Borelmengen in N auch Borelmengen in M, d.h. fist meBbar beziiglich der Borelalgebren von M,N.
Hintereinanderschaltungen mef3barer Abbildungen sind mefbar:

Sind (M ,2(),(N,8B),(K,C) meBbare Rdumeund f:M —N , g:N—K meBbar, so ist auch
gof:M—K meBbar, denn fiir CEC ist (gOf)fl(C)fol(gfl(C))EQl .



Summen und Produkte mefSbarer Funktionen sind mef3bar:
(M ,2A) seiein meBbarer Raum f,g:M—IR meBbare Funktionen. Dann ist
(f,g):M->RXR , x—(f(x),g(x)) meBbar. Sind namlich IJ offene Intervalle in R ,
soist (f,g) " (IxJ)=f"(I)ng '(J) , Urbilder eines Erzeugendensystems der Produktalgebra
auf IRXIR sind also me3bar und damit auch die Abbildung (£ g).

Die Abbildungen Plus, Mal: RXIR—IR sind stetig, also meBbar .

Damit sind f+g:=Plus o(f,g) und f-g:=Mal o(f,g) Verkniipfungen mefBbarer
Abbildungen, also mef3bar.

Entsprechendes gilt natiirlich fiir Differenzen, skalare Vielfache und Quotienenbildungen, solange
man nicht durch Null dividiert, ebenso wie fiir Funktionen, deren Bildbereich IR ist, solange man
darauf achtet, daB man Operationen wie o —oo , 0-00 ausschlief3t.

Suprema, Infinima, Limes Superior, Limes Inferior mefSbarer Funktionen sind mef3bar:

(M ,20) sei ein meBbarer Raum, f,:M —R eine Folge meBbarer Funktionen.
Man definiert (sup f,)(x):=sup(f,(x)) ;entsprechend inf f, , limsup f, | liminf f, |

Dabei erinnere man sich, daB der Limes Superior einer Folge reeller Zahlen (a,) als groBter
Haufungspunkt der Folge definiert ist. Betrachtet man eine Folge (@,) in R , so braucht man
sich um dessen Existenz keine Sorge zu machen, und es gilt lim supa,=inf (sup a k) , wobei

n k<n

b,=supa, offenbar eine monoton fallende Folge ist.

k<n

Um die MeBbarkeit von g:=sup f, zu zeigen, geniigt es It. obigen Bemerkungen, die MeBbarkeit

der Mengen g '([a,x]) fiirjedes a€R zu zeigen, denn die Intervalle [a, ]| erzeugen ja die
_ 1 1

Borelalgebra auf R . (Z.B.ist [a,b[=[a,o]-[b,] und la,b[=U [a+;,b[ , wobei

n=n,

1
n—<b —a ). Nun priift man sofort nach, und dies wurde in der Vorlesung auch durchgefiihrt, da3
0

g (la, OO]):L_)] [ (la,e]) , denn jedes Element der linken Menge ist auch Element der

rechten und umgekehrt. Als abzihlbare Vereinigung meBbarer Mengen ist g~ '([a,0]) aber selbst
melBbar, was zu zeigen war.

Entsprechend ist inf f, meBbar, und damit auch limsup f, , liminf f .

Ahnlich zeigt man, daB mit f,g:M —R meBbar auch max{f, g} und min{f, g} meBbar
sind , ebenso wie [ :=max{f,0} und f :=—min{f,0] .Mitdiesen Definitionen sind

", =0 ,undesgilt f=f"—f und |f|=f"+f ,damitist |f| meBbar, ebenso wie
natiirlich der Absolutbetrag einer komplexwertigen mef3baren Funktion.

Ist AcM meBbar, so nennt man eine nur auf A4 definierte Funktion mit Werten in IR oder in
C meBbar, wenn Urbilder meBbarer Mengen mef3bare Teilmengen von 4 sind. Nun kann man
eine auf 4 definierte Funktion auf ganz M fortsetzen, indem man ihr auf M-4 den Wert 0 zuordnet.

Die so fortgesetzte Funktion ist trivialerweise auch mef3bar auf M .



Treppenfunktionen

Ist AcM ,sonennen wir die durch X ,(x)= 1 fir red definierte Funktion die

o fir xg4
charakteristische Funktion von A . Offenbar ist X, genau dann meBbar, wenn 4 mefBbar ist.
Ist A=8, soist X, konstant gleich Null, nimmt also nur diesen einen Wert an, ist A=M , so
ist X, konstant gleich 1, nimmt also ebenfalls nur diesen einen Wert an, ansonsten nimmt X,
die Werte O und 1 an.

Wir wollen im folgenden nur positive Treppenfunktionen betrachten und unter einer solchen eine
mefbare Funktion M —[0, ]| verstehen, die nur endlich viele Werte «;,...«, annimmt. Wir
reservieren die Variable s flir Treppenfunktionen.

Sind  «;,...x,€[0,00] die verschiedenen Werte einer meBbaren Treppenfunktion s ohne den
eventuell ebenfalls vorhandenen Wert Null, so sind die Mengen A,:=s"' ({e;}) jedenfalls meRbar,

die A, sind paarweise disjunkt, und es gilt offenbar S:Z X, !

i=1
Der folgende Satz ist elementar, aber fundamental fiir die Integrationstheorie:

Satz: Ist f:M —IR. meBbar, so gibt es eine monoton steigende Folge s, von
Treppenfunktionen mit  §,<f und sups,=lim s, =f .

n—0o0

Die folgende Konstruktion wurde schon in der Vorlesung durchgefiihrt:
]) ,sowie F:=f""(|n,®]) ;diese

i-1 i
2n ’2n

Fur n€N und 1<i<n2" setze man Eiﬁ:fl(]

n2"
Mengen sind mef3bar. Setzt man nun s,:= Z %X »TnXg , so hat die Treppenfunktionsfolge
< : .

(s,) ganz einfach die im Satz beschriebenen Eigenschaften.
(Man mache sich ein Bild, wie die Folge s, zB.fir f:R—IR,x—x’ und fiir
f:R*>R,(x,y)—x*+y* konkret aussieht!)

3. Positive Malle

Ist (M, 2) ein meBbarer Raum, so nennt man eine Abbildung 1: A —[0,] ein positives Maf3
wenn

e u(P)=0

o Ist (4,),cn eine Folge paarweise disjunkter meBbarer Mengen, so gilt

u(CJ An) = iu(An) ( o-Additivitit)

n=1

Setzt man das MaB aller meBbarer Mengen gleich Null, so hat man das Nullmap.
Ist A={0,M]  sohatmanmit p(&)=0 und p(M)=1 ebenfalls ein triviales MaB.

Ist A=P (M) undsetzt man u(A4)=|4
damit das schon recht interessante sogenannte abzdhlende Maf3.

, mil}t also die Anzahl der Elemente von A4, so hat man



Das fiir uns interessanteste MaB soll Teilmengen des R" ihren n-dimensionalen Rauminhalt
zuordnen, also z.B. Intervallen ihre Linge, geeigneten Teilmengen des IR® ihren Flicheninhalt,
geeigneten Teilmengen des IR’ ihren Rauminhalt, etc. Die Konstruktion dieses MaBes, benannt
nach Henri Lebesgue, flihren wir erst spater durch. In der Vorlesung wurde gezeigt, dall man dieses
Mal nicht o-additiv fiir alle Teilmengen des IR" definieren kann, und man sich auf eine kleinere
o-Algebra, die spiter zu konstruierende Lebesguesche a-Algebra beschrinken mul3.

Ein Tripel (M ,2, u) — bestehend also aus einer Menge, einer darauf definierten o-Algebra und
einem auf dieser o-Algebra definierten Ma3 — nennt man auch einen Mafraum .

Einfache Eigenschaften von positiver Mafle

Sind 4,B€X disjunkt und setzt man 4,=A4 , A,=B | A,=8 fiir n=3, so erhilt man
aus der o-Additivitit pu(AUB)=u(A)+u(B)

Genauso: Sind 4,,---, A,€2 paarweise disjunkt, so gilt p(4,U...UA4,) Z u(A

Sind 4,B€A und AcB ,sofolgt u(B)=p(AU(B—A))=u(A)+u(B—A) ,also
p(A)<p(B)

Sei (4,),en eine monoton steigende Familie meBbarer Mengen.

Setzt man B,=4, , B,.,=A4,.,—A, ,sosinddie (B,) paarweise disjunkt und es gilt

00

UBi:An und UAn:UBn ,alSO “(UAH):Z ”<Bn) . Nun ist
i=1 n " n

n=1
© n

Z p(B,)=lim Z p(B,) , wihrend wieder Z pu(B,)=u(J B,)=u(A4,) .Insgesamt also
izl i=1

n=1 n—ow =1

u(UJ 4,)=lim u(4,)

n n—o

Entsprechend beweist man mit Hilfe der de Morganschen Regeln: Ist (4,),en eine monoton
fallende Familie meBbarer Mengen und gilt 3,€IN: p(4,)<wo so folgt H (M 4,)=lim pu(4,)

n—o0

(Man konstruiert leicht ein Beispiel mit ¥V n€IN: u(A4,)=c und O A4,=8 )

Ist (A4,),, ecine beliebige Folge meBbarer Mengen, so setzt man limsup 4,=( )| 4, ,und

n—o n k=n
diese Menge ist offenbar wieder meBbar. Setzt man B,=|_J 4, ,soist (B,) eine monoton

k=n

fallende Familie und damit H (lim sup An) (ﬂ B ) lim p(B,) .

n—o00 n—o0

Nunist 4,cB,, damit u(4,)<up(B,) unddamit lim supu(4,)<limsupu(B,)=lim u(B,)



Wiire jetzt limsup u(4,)>lim u(B,) ,so gibeesein €>0 mit
lim sup p(A4,)—€ > lim u(B,)+€ . Daher gibtesein n,€N | so daB
u(B,) < limu(B,)+e ,also limsupu(4,)—€ > u(B,) . Dahergibtesein k>p, ,s0

n

daB p(4,) > limsuppu(4,)—e ,insgesamtalso H(A4;) > u(B,) . Dies ist aber wegen
A,<B, nicht mdglich und es folgt
u (lim supAn)ZIim supu(4,)

Analog hat man fiir eine beliebige Folge mef3barer Mengen auch die Formel

I (lim ian,,)zlim infpu(4,)

n—o0

Konvergiert die Folge (u(4,)) , so fallen Grenzwert, Limes Superior und Limes Inferior
zusammen.

Ist (4,),en eine Folge nicht notwendig disjunkter meBbarer Mengen, so gilt:

H(Q An)<nZ: ui4,)

......

Man zeigt dies, indem man rekursiv die folgende Folge paarweise disjunkter meBBbarer Mengen

definiert: B,=4, , B,,,=A4,,,—(U 4,| . Damit gilt U4,=UB, ynd VneNB,c4, ,
i=1 n=1

= n=1

und daraus folgt wegen U<LJ1 An):(U Bn)=2 U(BH)SZ u(4,) die Subadditivititit.

n=1 n=1

Die Subadditivitét folgt also aus der o-Additivitét.

Mengen vom Maf3 Null und Vervollstiindigung eines Malles

Ist (M,2, 1) ein MaBraum, so bezeichnen wir nicht nur eine Menge A€ mit u(A4)=0 als
Nullmenge, sondern auch jede Teilmenge einer solchen Nullmenge, die nicht notwendigerweise in
20 liegen muB.

Man nennt ein Mal3 bzw. einen Mafiraum vollstindig, wenn jede Nullmenge meBbar ist.

Hat man ein nicht-vollstindiges MaB, so liegt es nahe, einer Menge BcM |, die sich nur um eine
Nullmenge von einer meBbaren Menge unterscheidet, fiir die es also meBbare Mengen 4 ,C€2
gibt mit pu(C—A4)=0 ,dasMaB u(A4)=u(C) zuzuordnen.

Auf diese Weise 146t sich jedes Mal3 zu einem vollstindigen Mal fortsetzen.
Dazu mufl man zeigen, daf3 ﬁ:Z[BCM ‘ JdA4,CeA: AcBcC und u(C—A)ZO} eine o-

Algebra ist und durch 1i(B):=u(A4) ein vollstindiges MaB auf 2 gegeben wird, vgl.
Aufgabenblatt 12.

Es sei hier ohne Beweis erwihnt, daB die Borel-Algebra auf dem IR" nicht vollstdndig beziiglich
des Lebesgue-Males ist, d.h. es gibt Lebesgue-Nullmengen, die nicht Borel-meBbar sind. Zur



Konstruktion einer solchen Menge bendtigt man wieder das Auswahlaxiom, dhnlich wie bei der in

der Vorlesung gezeigten Konstruktion einer nicht-Lebesgue-mefbaren Menge.

Seinun (M ,2,u) ein vollstindiger MaBraum, f:M —R eine meBbare Abbildung und
g:M —R eine Abbildung, die sich nur auf einer Nullmenge N von funterscheidet. Es soll

gezeigt werden, dafl auch g mef3bar ist.

Man betrachte dazu h:=f —g ; hist auBerhalb der Nullmenge N die Nullfunktion. Man zeigt
leicht, daB & meBbar ist: Ist nimlich L<R eine beliebige Menge, soist A~ (L)cN, also
meBbar, falls 0L . Falls dagegen 0€L , so schreiben wir L=KU{0} mit 0€K und haben

R (L)=h"(K)Uh™'({0}) . Wiederist A" (K)cN, alsomeBbar,und A '([0})=:P ist
eine Obermenge von M —N . Esistdannaber M DP>M —N , und aus der Vollstindigkeit
von u folgt jetzt daB P meBbar ist. Damitist 4 ' (L) injedem Fall meBbar, also ist # meBbar
und damit g=f~h meBbar.

Mit anderen Worten: dndert man eine auf einem vollstdndigen Maflraum definierte mef3bare
Funktion auf einer Nullmenge irgendwie ab, so ist die geédnderte Funktion immer noch mef3bar!

Man sagt, eine Eigenschaft gelte fast iiberall , wenn sie auf alle Punkte des Raums auf3erhalb einer
Nullmenge zutrifft. Wir haben eben gezeigt: sind zwei Funktionen fast iiberall gleich, so ist die eine
mefbar genau dann wenn die andere meBbar ist, ein vollstindiger MaBlraum vorausgesetzt. Wie wir
oben gesehen haben, konnen wir aber jedes Mal3 zu einem vollstindigen MaR fortsetzen.

Wir werden spiter Funktionen, die fast tiberall gleich sind, identifizieren.

Integration positiver me3barer Funktionen

Wir gehen aus von einem positiven Mal3 auf M .

Sind B, AcM melbar, so setzen wir fA Xpdu:=u(4ANB)
Am Anfang steht also die Integration charakteristischer Funktionen.

Ist s :Z o; X, eine positive meBbare Treppenfunktion, wobei die ;>0 paarweise verschieden
i=1

und die 4; paarweise disjunkt sind, so setzen wir _[A sdu:= Z ai_[A XA,dU:Z o p(ANA,)
i=1 i=1

Ist schlieBlich f:M —[0, ]| meBbar, so setzen wir f S du:=sup fA sdi wobei das

0<s<f
Supremum {iiber die Integrale aller positiven Treppenfunktionen genommen wird, die unterhalb f
liegen.

Streng genommen miifite man jetzt zeigen, dal} fiir den Fall, daB3 f'selbst eine Treppenfunktion ist,
diese Definition nicht mit der vorigen kollidiert: der einfache Beweis sei ggf. dem Leser iiberlassen.



