MeBbare Mengen zu einem Aufleren Maf

Ist M eine Menge und g ein duBeres MaB auf M , d.h. eine Abbildung u:P(M )—[0,00] mit
W(@)=0 , AcB=u(d)<u(B) (Monotonic)und H(\U 4)<D u(4) (Subadditivitit), so
i=1 i=1

nennt man eine Menge ACM p-meBbar, wenn VY ECM : u(E)=u(ENA)+u(ENA9)

Die Menge 2l der u-meBbaren Mengen ist eine o-Algebra,

und die Einschrinkung von g auf 2 ist ein vollstédndiges MaB.

Zu zeigen ist zunichst: @ €A | dh. p(E)=p(ENQ)+u(ENLC) .
Diese Gleichung gilt aber wegen p(ENG)=p(0)=0 und p(ENG)=p(ENM)=u(E) .

Als nichstes ist zu zeigen: A€A=>A4€ |
Nun bedeutet A€ | daB p(E)=u(ENA)+u(ENA) , was offenbar dquivalent ist zu
u(E)=u(ENA)+u(EN(A9)) ,alsozu A€A |

Als néchstes zeigt man, dafl der Durchschnitt zweier y-mefbarer Mengen wieder y-mefbar ist.
Auch dabei wird die Subadditivitit des duleren Maf3es noch nicht benutzt:

Seien also A,B u-meBbar. Zu zeigen ist AN B ist u-meBbar, d.h.
U(E)=u(ENANB)+u(EN(ANB))=u(ENANB)+u(EN(A°UB°)) .

Zunichst folgt aus der u-MeBbarkeit von 4 , daf3
U(E)=u(ENA)+u(ENA°) und aus der u-MeBbarkeit von B , daf3
U(ENA)=pu(ENANB)+u(ENANB®) sowie
U(ENA)=p(ENANB)+u(ENANB°) ,insgesamt also
U(E)=u(ENANB)+u(ENANB )+ u(ENANB)+u(ENANB°) .

Ebenso folgt aus der u-MeBbarkeit von 4 , dal3
P(EN(AUB)=pu(ENA°)+u(ENANB) und aus der u-MeBbarkeit von B , daf
P(ENAS)=pu(ENANB)+u(ENANBC) , insgesamt also
U(EN(AUB))=u(ENANB)+u(ENANB)+u(ENANB°) , so daB sich ergibt

u(E)=u(ENANB)+u(EN(A°UB)) , was zu beweisen war.

Die Vereinigung zweier u-mef3barer Mengen ist u-mefbar, da sie gleich dem Komplement des
Durchschnitts ihrer Komplemente ist. Via Induktion ist daher auch eine endliche Vereinigungen
und endliche Durchschnitte mef3barer Mengen mefbar.

Sind 4,B disjunkte Mengen und ist 4 4-mefbar, so gilt
u(AUB)=p((AUB)NA)+u((AUB)N A°)=p( A)+ u(B)

Induktiv erhélt man, da3 das duere MaB einer endlichen disjunkten Vereinigung gleich der Summe

der dufleren MaBe der Einzelmengen ist, wenn nur eine von ihnen u-mefbar ist!



Allgemeiner: Sind Teilmengen £, A4, BcM gegeben, wobei 4,B disjunkt sind und 4 u-mef3bar,
so hat man u(EN(AUB)|=u(ENA)+u(ENB) , wodurch per Induktion sofort folgt, da

ul EN

U Ai) = Z u(EN4;) ,wenndie A4, disjunktsind und wenigstens eins von ithnen u-

i=1 i=1

meflbar!

SchlieBlich ist jetzt zu zeigen, da3 eine abzéhlbare Vereinigung u-mef3barer Mengen p-mefbar ist.

Geht man dabei aus von einer Familie (B,),en undsetzt 4,:=B, und 4,,,:=B,,,-U 4, ,
i=1

SO ist L:)1 4,=U B, , und man kann ausnutzen, da die (4,) paarweise disjunkt sind.

n=1

n=1 n=1

Zu zeigen ist also u(E)=u(EﬂU An)+H(Eﬂ(U An) )

Dies ist trivial, wenn H (E N L:J An) —% | denn dann sind beide Seiten der Gleichung unendlich.

n=1

Gehen wir also im Folgenden aus von IJ(E nU An) <0

n=1

Wir kénnen ausschlie3en, daf3 Z H(ENA,)=0 , denn dann gébe es ein n€IN mit

n=1
u(E N Ai)zz u(ENA,)> u(EﬂU An) — wobei wir in der ersten Gleichung die oben
i=1 i=1 n=1
gezeigte endliche Additivitdt benutzen — und wir haben einen Widerspruch zur Monotonie des
dulleren Mafes.
Die Reihe Z H(ENA,) istalso konvergent, daher gibtes zu €>0 ein n€IN |, so daBl

n=1

> u(ENA,)<e+Y, u(ENA) . Dann hat man:

n=1 i=1

u(EﬂC) A,,):IJ(O EﬂAH)éz H(ENA)<e+Y u(End)=e+u(\JENA,)<e+u(
n= n=1 i=1

=1 = n=1 i=1

) ENA,)
i=1

1

Dabei gilt die erste Ungleichung auf Grund der Subadditivitét und die letzte auf Grund der Mono-
tonie des dufleren Maf3es, und es wird auch wieder die oben gezeigte endliche Additivitdt benutzt.

Aus dieser Ungleichungskette folgt unmittelbar H (E nU Ai): Z H(ENA,) | Diese Gleichung
i=1

i=1

gilt iibrigens auch fiir den Fall H (E n L_Jl An):OO , denn sie folgt dann direkt aus der

i=1 i=1

Subadditivitit: ©=H (E nU A,-)< 2 H(ENA) Mit E=M st dies die o-Additivitit von x|

Allerdings sind wir mit dem Nachweis, daf3 U4, w-meBbar ist, noch nicht ganz fertig.
n=1



An dieser Stelle erweist es sich als praktisch, statt der disjunkten Familie (4,) die monoton stei-

gende Familie (C,) zu benutzen, die durch C, —U A; definiert ist, wobei U C, U 4,

n=1

L:) , bzw.

W(ENC)=Y u(End) und limu(EmC,,)ZZH(EmA,,)ZM(EmO ,,)Zu(EmL:JlC,,)

i=1 n—ow n=1 n=1
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Offenbar ist u(Cn)Zz 1(4,) und daher limu(C,)

n—oo n=1 n

«  D:=(\D, .

n=1

Wir setzen jetzt D,:

I‘l

Weil u(E)=p(ENC,)+u(END,) | folgt lim u(END,)=p(E)—lim u(ENC,) .

n—oo n— 00

(Man beachte, da3 eine Zahl kleiner als unendlich subtrahiert wird.)

Es gilt natiirlich u(EN() D,)<u(END,) ,also u(EN(D,)<lim u(END,) .
i=1

i=1 noo

Wir benétigen noch die umgekehrte Ungleichung, denn dann folwgt aus B
lim y(END,)=p(E)=lim u(ENC,) ,daB u(E)=w(EnJC,)+u(En(\D,) ,

n—oo n—o n= 1 n= 1

und dies ist die gesuchte Bedingung fiir die p-MeBbarkeit von U C, U 4, U B,

= n=1

Also Enspurt: Wegen der Subadditivitit von g ist u(END,)<u(EN(D,—D))+u(D) , wihrend
p(EN(D,—D))=p Emcnm(ﬂ Cn) ) ENC:N U C ): (EmC N Lw) A[)):
i=1 i=1

w(En(Utena))oul £n(Qa)|=u(Uena) ) <Su(Ens,)

wobei zu vorgegebenem €>0 7 so grofl gewahlt werden kann, daf} die letzte Ungleichung gilt.
Die Ungleichung davor gilt wegen der Subadditivitdt von u , ansonsten wurden nur einfache
Mengenumformungen benutzt.

Wir haben also lim u(END,)<e+u(D)

n—o0

2

und damit endlich die noch fehlende Ungleichung lim u(END,)<u(D) !

n—oo

Bemerkung 1: Keins der obigen Argumente ist besonders tiefsinnig!

Bemerkung 2: Zwar wissen wir nun, dal} die u-mef3baren Mengen eine o-Algebra bilden, aber der
Satz gibt keinerlei Anhaltspunkte dazu, welche Mengen neben M und @ tatsdchlich y-meBbar
sind! Dazu muf3 man das jeweils vorliegende dullere Mal3 genauer untersuchen.

Zusatz:

Die o-Algebra der u-mef3baren Mengen ist vollstindig: Ist L eine y-mefbare Nullmenge und
NcCE ,so folgt aus der Monotonie, da p(N)=0 .Ist ECM beliebig, so ist
p(E)=Zu(ENN)+u(ENN¢) , denn der erste Summand ist aus Monotoniegriinden gleich Null

und ebenfalls aus Monotoniegriinden gilt pu(ENN¢)<u(E) . Die umgekehrte Ungleichung
u(E)<ul(ENN)U(ENN))<u(ENN)+u(ENN°) gilt aufgrund der Subadditivitit von u.

Insgesamt jedenfalls: N ist yu-meBbar



