Losungen zu Blatt 6

1. a) Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, UcM offen,

0P _5 1
J

J

@:U—VcRR" eine differenzierbare Karte. Man zeige, dal auf U gilt 5
X

b)Ist p€eU und C,€T, eine Derivation, so setze man C; =C p(cpi) und zeige

c,= Z Z;% (p) ;auBerdem zeige man die lineare Unabhingigkeit der Derivationen
i=1 X

o : .0 . .
ox (p) . (Hinweis: es soll also bewiesen werden, dal} die 8—x’<p) eine Basis von 7',

bilden; zum Beweis benutze man ganz einfach a) )

3. b)Im IR®> betrachten wir die offene Menge U :={(x,y)‘ y# oder x<0} und die Karte

@:U—10,0[x]02m[ mit ¢(x,y):=(r,0) und ¢ '(r,0)=(x, y)=(rcos@,rsind) .
0

Man driicke auf U % und 20 als Linearkombination von % und 5 aus, ebenso dr

und dO als Linearkombination von dx und dy , und schlie8lich auch dxAd y als Vielfaches von
drado .

Auf der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit IR> sind zwei Karten im Spiel, nimlich (U, ) und
(U, p")=(R*, idg:) . Man erinnere sich an die Transformationsformel fiir Vektorfelder:

L O0x,
0 :z ;0 . Dies bedeutet in unserem Fall
ox;, o axiax’j
0 _0x 9 0y ¢ 0, . a0 .
—=—— 24— < =cosO0—=—+sinf—
or orox oroy o lax oy SOWE
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Dies entspricht den Gleichungen

dx:a_xdr+a—xd9:cosedr—rsin9d9 und
or 00

dy=a—ydr+a—yd9=sin9dr+rcos9d9
or 00

Wenn man eine Variable fiir Punkte der Mannigfaltigkeit braucht, in diesem Fall IR’ , nimmt man
gern p , wihrend x,y als Funktionen auf U’=R’ und 7,0 als Funktionen auf U aufgefaBit

0 0
werden. ar’ 00 sind Vektorfelder auf U , dr,d6@ sind Kovektorfelder auf U ; es ist

. 0

dr(p)eT” , 2-(P)ET, . Letztere Derivation wird definitionsgemiB ausgerechnet, indem fiir
P or

0
1 d.h. die Derivation 5~ (p) ist in jedem Punkt peU aufdendurch ¢, gegebenen Funktionskeim
J

anzuwenden.



-1
einen Funktionskeim [ €D, %( p)f 1):2%(;’, 0) gebildet wird, wobei es sich bei

dem Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung um eine partielle Ableitung im Bild der Karte
@:U—=V ,alsoin V handelt.

Macht man jetzt den Ansatz 88 =A éar 689 , %_ aar To % so handelt es sich um eine

Gleichung auf UNU" , was hier gleich UNR’=U ist. Dabeisind A,u,k,0€D(U) . Jetzt
beginnt das Gleichungsldsen:

i=cos9()\ 0 +ui)+sm9(xi+0'i) ,

or ar ' 00 ar 06

0 . 0 0 0 0
O = psin@[ AL +pu-L\+rcosO kL +o -
a0 " ( or “69) reos (Kar Uae)

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:
AcosO+ksinf=1, pcos@+0=0 , —rAsin0+rkcos0=0,—rusinf+rocosf=1 , m.a.W.

A k|[fcos® —rsinO| (1 O . L .
(H o (sin@ oSO )—(0 1) . Dies ergibt eindeutig
A=cos0, k=sin0, y=—-sin0, Uzlcose , also

r r
0 o _1 0 0 _pn o 1 0
——=c0s0————sinf—— , ——=sin0——+—cosO——
xS0, Ty sIn05, . 5, TSm0 cs05,

Man beachte, dal wir nach wie vor die Funktionen 7,60 nicht ableiten muften fiir dieses Ergebnis.

Wir konnennun d» und dO durch Differenzieren Funktionen », 6 berechnen, wobei
r=Vx’+y’, O=arctan (l) =arccot (i) (letztere Varianten, damit man nie durch Null dividieren
X Yy
muf.)

0 0
ar cos P sin 40

or

Damit erhilt man z.B. dr——dx+ =dy= )
0x \/ X+ y \/ Xyt r

und auch arctan und arccot sind gar nlcht so schwer abzuleiten, und es kommen keine unschonen

Ausdriicke heraus.

Man hitte aber auch hier mit dem Ansatz dr=Adx+udy , d0=kdx+ody durch
Koeftizientenvergleich aus den bereits bekannten Darstellungen fiir dx,d y die Koeffizienten
ausrechnen konnen, wie vorher.

SchlieBlich noch ist z.B. dxAdy so zu verstehen, daB in jedem Punkt p€R’® das Produkt
dx(p)Ady(p)eA’T ; berechnet wird. Es ergibt sich
dx/\dy=(cos€dr—rsin9d9)/\(sin9dr+rcos€d9):r(cosze+sin29)dr/\d@zrdr/\dé)

Man beachte, daB3 es sich um Gleichungen auf der Mannigfaltigkeit handelt.
In einem Punkt p wird z.B. ausgewertet, welches dort der Wert (7sin@)(p)=r(p)sin(0(p)) ist.



Dieser Wert ist natiirlich gleich y(p)

(Obwohl es korrekt wire, haben wir nie p=(x, y) hingeschrieben.)

Questions welcome!



