Definitionen und Séitze zu zusammenhéingenden Mengen

Ein topologischer Raum (M, ©) heiBt unzusammenhdingend, wenn M sich als Vereinigung

zweier nicht-leerer disjunkter offener Teilmengen schreiben 146t. Entsprechend heif3t er
zusammenhdngend , wenn er nicht unzusammenhingend ist.

Eine Teilmenge L eines topologischen Raums (M , Q) heiBt unzusammenhiingend, wenn sie sich
durch zwei disjunkte offene Teilmengen von M {iberdecken 14Bt', welche jeweils einen nicht-leeren
Schnitt mit L besitzen, und zusammenhdngend, wenn sie nicht unzusammenhingend ist.

L ist genau dann zusammenhingend, wenn L als topologischer Raum, versehen mit der
Relativtopologie, zusammenhéngend ist.

Satz Ist a,b€R,a<b |, so ist das abgeschlossene Intervall /=[a,b] zusammenhéngend.

Beweis: In der Vorlesung wurde gezeigt, da3 Intervalle in @ unzusammenhéngend sind. Es muf}
also an der Vollstindigkeit liegen, wenn es bei Intervallen in IR anders ist. Also wird man einige
»Epsilons® investieren miissen.

Wire I=[a,bJunzusammenhingend, so gébe es offene Mengen U,V cR mit UNI#4
VNI#8 und IcUUV . SeioBdA a€U . Wir werden versuchen zu zeigen, da dann
I=[a,b]cU gelten muB, daher INV =40 ,im Widerspruch zur Voraussetzung.

Dazu bilden wir die Menge J : Z{xEI | [a,x]cU } . J ist durch b nach oben beschriinkt, also
existiert c¢=supJ , und wir wissen zunéchst nur, dal a<c<b .

Wir zeigen jetzt, daB [a,c|cU :

Dies ist trivial, wenn c=a.

Ist a<c ,und betrachten wir ein beliebiges d €/ mit a<d <c , so kann d nicht obere
Schranke von J sein. Daher gibt es ein Element e€J mit d<e<c . Das heilt aber [a,e|cU ,
also auch [a,d|cU ,und zwar fiir jedes d mit a<d <c . Daher muB fiir das halboffene
Intervall [a, c[ gelten: [a,c[ €U . Jetzt ist nur noch die Frage, ob auch c€U . Wire das nicht
der Fall, so miifite c€V gelten. Da V offen ist, miilten auch Elemente des Intervalls 7, die links
von ¢ liegen, zu V' gehoren, aber das kann ja wegen [a,c[ cU nicht sein. Also ist [a,c|eU .

Insbesondere ist c€U . Damit hat man Jc—e€,c+e[cU fiir ein hinreichend kleines €>0 .
Wire ¢<b , so konnte man € so klein wihlen, daB ]Jc—e,c+e[cUNI . Es wiirde folgen, da3
la,c+el2]cU ,also c+e/2€J so daB c keine obere Schranke der Menge J sein konnte.

Daher folgt ¢=b und damit [a,b|cU ,und wir haben den angestrebten Widerspruch.
Bemerkung: Man iiberlegt sich leicht: Eine Teilmenge / von IR ist ein Intervall genau dann,
wenn gilt: Sind a,bel,a<b ,soist [a,b]cl . Damit ergibt sich leicht der folgende Satz

Satz: Ist /<R zusammenhingend, so ist / ein Intervall.

Beweis:

1 dh.wennes U,VeQ® gibtmit LcUUV



Wire [ kein Intervall, so folgt aus obiger Bemerkung die Existenz von a,b,c€R | a<c<b,
a,bel , c&l .Setztmanjetzt U:=]—oo,c[,V:=]c,o[ ,soist a€lINU,belINV und
IcUUV ,d.h. I wire nicht zusammenhéngend.

Satz
Ist f:M — N eine stetige Abbildung zwischen topologischen Raumen und LcM
zusammenhingend, so ist auch die Bildmenge f (L) zusammenhéngend.

Beweis:

Wire f (L) unzusammenhingend, so gibe es nichtleere offene Teilmengen V,,V,SN mit
f(Lyev,uv, , f(L)nV,#8 , f(L)NV,#8 . Es folgt dann
Lo (f(L)cf(v,uv,)=f"(V,)uf~'(V,) .Diebeiden Mengen U,:=/f"'(V,) und
U, =f - V,) sind wegen der Stetigkeit von f offen, sie tiberdecken L , und es gilt
UNU,=f'V)nf " (V)=f"(VnV,)=f"(8)=8 .AuBerdem gilt

funn=r(r wnLls s w)ns(L)=ring (L)

Esist &#f(L)NV, . Betrachten wir also ein Element y€ f(L)NV, . Offenbar gibt es ein
x€L mit f(x)=y .Weil f(x)eV, ist x€f ' (V,)=U, ,also x€LNU, und daher ist
U,NL#Q . Mit derselben Begriindung ist auch U NL#Q

Damit wére auch L unzusammenhédngend, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Korollar (Zwischenwertsatz):

Sei M ein zusammenhéangender topologischer Raum, f:M —IR stetig.

Sinddann x,yeM , f(x)<0</f(y) ,so besitzt feine Nullstelle, d.h. es gibt es ein zEM mit
f(z)=0 .

Beweis: f(M)cR ist zusammenhingend, also ein Intervall. Damitist [ f(x), f(y)|lcf(M) ,
also 0ef (M) .

Bemerkung:

Schon der Beweis, daB3 [a,b] zusammenhidngend ist, war ja nicht ganz untrivial. Umso schwieriger
miifite der entsprechende Nachweis bei komplizierteren Mengen in hoherdimensionalen Raumen
sein, wenn nicht der folgende Begriff des Wegzusammenhangs die Sache erleichterte:

Definition:

Eine Teilmenge L eines topologischen Raums M hei3t wegzusammenhdngend, wenn es zu zwei
beliebigen Punkten x, y€L einen Weg mit Anfangspunkt x und Endpunkt y gibt, der ganz in L
verlduft, also eine stetige Abbildung c:|a,b|—>M mit c(a)=x,c(b)=y, Vi€|la,bl:c(t)eL

Satz:
Ist eine Teilmenge L eines topologischen Raums M wegzusammenhéngend, so ist sie
zusammenhédngend.

Beweis:

Wir fithren die Annahme, da3 L nicht zusammenhéngend ist, zum Widerspruch.

Wire L nicht zusammenhédngend, so gibe es offene Teilmengen U, Vin M mit UNL#B#VNL
LcUUV . Wir wihlen xeUNL, yeVNL ,undeinen Weg, der x,y verbindet.

Da das Parameterintervall [a,b] zusammenhingend ist, ist auch die Bildmenge K:=c(|a,b])cL

zusammenhdngend. Nunist x€eKNU, yeKNV undaulerdem KcLcUUV |, was offenbar



bedeutet, da3 K unzusammenhingend ist. Damit haben wir den gesuchten Widerspruch.

Satz: Ist X cR" offen und zusammenhéngend, so ist X wegzusammenhéngend.

Beweis:
Wir gehen aus von einem beliebigen Punkt x,€X und bilden die Menge
L: z[x exX ‘Es gibt einen Weg mit Anfangspunkt x, und Endpunkt x

Wenn wir L=X zeigen konnen, sind wir fertig.
Dazu weisen wir nach, dal L und X —L beide offen sind. Da x,€L , ist L nicht leer. Da
X=LU(X—L) ,andererseits X zusammenhingend ist, muB} X-L leer sein.

Zur Offenheit von L :

Sei y,€LcX . Wir miissen zeigen, daB es eine offene Kugel um y, gibt, die ganz in L liegt.

Wegen der Offenheit von X gibtesein €>0 ,sodaB U (y,)cX . Istjetzt x€U_ (y,) ,so

konnen wir einen stetigen Weg von X, nach x finden, indem wir zundchst von x, nach Yy,

laufen, was nach Definition von L mdglich ist, anschlieBend weiter auf der Verbindungsstrecke von
Vo nach x, die ganz innerhalb U (v,) und damit in X verlduft. Damit istauch x€L und, da

x beliebigin U, (y,) gewihlt war, U.(y,)cL .

Zur Offenheit von X-L :

Wire X—L=0 |, so wiren wir fertig.

Gébe es dageben einen Punkt y,€X —L | so gibe es keinen stetigen Weg innerhalb X von x, zu
Yo . Wegen der Offenheit von X gibt es eine € - Kugelum Y, , die ganz innerhalb X liegt. Ist

x ein Punkt in dieser € - Kugelum y, und gibe es einen stetigen Weg innerhalb X von x, zu

x , so konnten wir auf der Verbindungsstrecke von x zum Kugelmittelpunkt y, laufen, hitten also

doch einen stetigen Weg von x, nach y, , der innerhalb X verlduft. Also muB} x in X-L liegen,

und damit die gesamte obige € - Kugelum y, . Daher ist X-L offen.



