Kurvenlinge

Man méchte einer Kurve c:[a,b]—IR" nach Moglichkeit eine Linge zuordnen. Dazu wéhlt man
eine Zerlegung 3=(a,,...,a,) von [a,b] und definiert mit L(3 z lc(a,)—c(a,_,)|| die

Liange eines approximierenden Polygonzugs.

Eine Kurve heif3t rektifizierbar, wenn die Langen dieser Polygonziige bei Verfeinerung konvergie-
ren, wenn also eine Zahl M €R existiert mit Ve>038>0: |3|<6—|L(3,¢c)—M|<e .

Die Zahl M ist dann eindeutig bestimmt und definitionsgemaf gleich der Lange L(c) der Kurve.
Eine rektifizierbare Kurve besitzt also eine endliche Lange.

Satz: Eine stetig differenzierbare Kurve ist rektifizierbar, und es gilt: f llc'(2)||dt .

Beweis
Ist 3=(ay,...,a,) eine beliebige Zerlegung, S0 ist

:iucw a =31 et dz||<Zf||c Wde= [ lle"(0)lde

llaI

b
Wenn wir auch eine Abschitzung f llc'(¢)||dt<L(3,c)+e(b—a) fiir hinreichend feine

a

Zerlegungen erreichen konnen, so sind wir fertig.

c' ist stetig auf dem kompakten Intervall [a,b] und daher gleichmiaBig stetig.
Zu €>0 gibtes daherein §>0 ,sodaB fiiralle x,y€|a,b]| gilt:

|x—y|<6—=llc’(x)=c’(y)ll<e .Istdaher [3|<d und ¢€la, ,,q,] ,soist
e (Dl<lle(£)=c"(a)ll+|lc"(a)lI<e+[lc"(a,)ll . Daraus folgt

[llerllde<lie (a)ll(a,~a,_)+e(a,~a, l—llfc Jdil+ea;=a, )<

1 er(n)=(c(1)-c <>>dr||+ea—a1<||fc dt||+f||c —c(a)lldt+e(a,—a, )<

iy

le(a)—c(a,ll+2€(a,—a,_,)

Summiert man jetzt mit Z , 50 erhdlt man
i=1

f||c ||dt<Z||c (a,_)+2€e(b—a)=L(3,c)+2e(b—a)

Es gilt also: Die Léange eines Polygonzugs fiir hinreichend feine Zerlegungen unterscheidet sich
b

beliebig wenig vom Integral f llc'(¢)||dt .

a



Beispiel:

Liange eines Parabelbogens:

Sei ¢:[—1,1]-R? c(t):=(;2)

1 1
Dann ist c’(t)=(2lt) und daher L(C):I”C'(l‘)“df:.[ V1+4rdr .
—1 -1

Um dieses Integral auszurechnen, machen wir zunéchst die Substitution s=2¢ , ds=2dt und

1 2
erhalten f \/1+4t2dt:%f Vi+s'ds .
-1 -2

Mit coshx:Z%(exp(x)—Fexp(—x)) , sinhx:Z%(exp(x)—exp(—x)) haben wir

cosh’x—sinh’x=1 , cosh’x=sinhx , sinh’'x=coshx .
Wir suchen noch x€R mit sinhx=2 .
Dazu machen wir den Ansatz x=logz und haben sinhx= % (z— l)z 2 ,also z 1o 4 und
zZ z

2—4z—1=0 , woraus sich als einzige positive Losung 2++/5 ergibt.
Man setze also a:=log(2++/5) und mache die Probe, daB tatsichlich sinha=2 und
sinh(—a)=-2 .

Damit konnen wir substitutieren s=sinhx , haben ds=coshxdx und demnach

2 a
%f mds:%f cosh’xdx .
_2 —a

Setzen wir u=coshx,v=sinhx , so geht es jetzt weiter mit partieller Integration:

%f coshzxdx:%(uvv_a—f sinhzxdx):%(uv|fa+2a—f cosh’xdx

Es ergibt sich
%f coshzdeZ%(uv|aa+2a)=\/g—%log(—2+ﬁ)=2.9578857 :

—a

Das konnte stimmen, denn die Lange des Parabelbogens ist ja sicher groB3er als 2 und kleiner als 4.



