Zentrale Formel der Differentialrechnung: Die Kettenregel

Seien E,F,G Banachrdume, UcFE offen, VcF offen f:U—F, g:V—G Abbildungen mit
fU)eV ,essei x,€U, yo=rf(x)EV S seiin X, und g seiin yo=/1(x,)
differenzierbar; dabei sei Df (x,)=¢ und Dg(y,)=y .

Dann ist auch die Verkniipfung go f:U—G in x, differenzierbar, und es gilt:

D(gof)(xo):Dg(f(xo))oDf(xo)
M.a.W.: die Ableitung der Verkniipfung ist gleich der Verkniipfung der Ableitungen. (Was sonst?)

Beweis:

Sei Df(x,)=:¢ , Dg(y,)=:¢ .Lt. Voraussetzung gilt:
Ve>036,>0V heE: ||h||<d, = x,+h€U und || f(x,+h)— f(x,)—p(h)||<elAl
Ve>036,>0VneF:|nll<s, = y,+n€V und|[g(y,+n)—g(y,)—w(n)l<elnl

Zu vorgegebenem €>0 istjetzt ein 6>0 zu konstruieren, so daf3
Ill<s — xo+h€U und [l(geo f)(xo+h)=(ge f)(x)~(wee)(n)l<ellAl

Klar, daB x,+h€U gelten wird, wenn man nur 6<6, wihlt.
Um herauszufinden, wie man & wihlen muf3, damit auch die Abschétzung gilt, setzen wir
n:=f(xy+h)—f(x,) ,woraus f(x,+h)=y,+n folgt, und rechnen einfach los:

(e f)(xg+h)=(go f)(xg)=(wo)(h)=llg(f (xo+1))—g(f (xo))—w(@(h))=
g (yotn)—g(yo)—wn)+wn)—w(e®)l<lg(yo+n)—g(y)—wml+lwn) -y (e (h))|=
g (vo+n)—g(ye)—wn)l+llw(n—e(h)l<lg(yo+n)—g(yo)—wn)l+llwllin—e(h)

Nun ist
n—@(h)=f(x,+h)—f(x,)—@(h) . Setzt man ||h||<S, voraus, so erhilt man

In—@ (A= f (xo+h)— f(x,)—@(h)|<€llh]| und dann auch
[Inll<lln=@ (m)I+le (Bl[=If (xo+h)= £ (xo) =@ (Al +]le (W)lI<ellall+[ |l A= (e -+l A
Wihlt man nun ||h||<mln[ s ||} , SO ergibt sich IInll<&, ; wir konnen weiter abschétzen

< elnll+llwllin—e @)l < e(e+leDlal+elwllial = ele+lwl+el)lal

Damit sind wir im Prinzip fertig. Es wurde gezeigt:
Ve>036>0V heE: ||h||<6 — x,+h€U und

lge f)Cxg+h)=(ge f)(xo)=(we)(h)l<e(e+lwll+lll) Al

—] und bestimmt 6 zu € ,so gilt
Lyl +ell

fir [|All<6 endlich [[(gof](x,+h)=(go f)(xo)=(we)(lI<E(&+]wl+lell)lal<elAl

Gibt man wiederum €>0 vor, setzt €:=min [ 1



