GleichmiBige Konvergenz

Wir betrachten im Folgenden Abbildungen f:M — N , wobei M eine Menge und N ein metri-
scher Raum ist. Insbesondere interessieren und Folgen (f,) von solchen Abbildungen. Eine
solche Folge bestimmt fiir jedes x€M die Folge der Werte ( f ,Z(X)) in N. Wenn fiir jedes

x€M diese Folge in N konvergiert und wir den jeweiligen Grenzwert f(x) nennen, so wird
auf diese Weise eine Abbildung f:M — N gegeben. Man spricht von punktweiser Konvergenz
der Folge (f,) . Schreibt man dies noch einmal formal hin, so erhilt man:

) Ve>0,xeM3In,eNVnzny: d(f,(x), f(x))<e Punktweise Konvergenz

Insbesondere hingt 7, nicht nur von € sondern auch von dem Punkt x€M ab, und wenn man
mit x in M herumwandert, wird die Menge der zugehorigen 7, i.a. unbeschrinkt sein.

In vielen Anwendungsfillen ist es aber von Interesse, zu €>0 ein 7, angeben zu kénnen,
welches fiir alle xeM seinen Zweck erfiillt, d.h. man mochte haben

1) Ve>03an,eNVxeMNn=n,:d(f,(x), f(x))<e GleichmiBige Konvergenz
und spricht dann von gleichmdfiger Konvergenz der Folge (f,)

Natiirlich ist jede gleichmédBig konvergente Folge von Abbildungen auch punktweise konvergent,
aber an dieser Stelle sollte jeder Leser ein Beispiel suchen oder iiberlegen, dafl die Umkehrung im
Allgemeinen nicht gilt.

Die gleichméBige Konvergenz ist deshalb wichtig, weil eine gleichméBig konvergente Folge stetiger
Abbildungen gegen eine stetige Funktion konvergiert, wihrend die Grenzabbildung einer nur
punktweise konvergenten Folge stetiger Abbildungen durchaus unstetig sein kann.

Um die Menge der Abbildungen M — N in einfacher Weise zu einem metrischen Raum machen
zu konnen, betrachten wir zunéchst nur beschriankte Abbildungen: Eine Abbildung f:M — N
heiBt beschrdinkt, wenn es eine offene Kugel in N gibt, welche die Menge der Bilder f (M)
enthélt. Wir definieren also den Raum B(M , N) als die Menge aller beschrankten Abbildungen

M->N .

Man weist leicht nach, daB durch d(f, g):=supd|(f(x),g(x)] ' eine Metrik auf B(M ,N)
xeM

definiert wird . Man nennt diese Metrik auch die Metrik der gleichmdfligen Konvergenz. Von einer
Folge (f,) ,die beziiglich dieser Metrik konvergiert, sagt man, sie konvergiere gleichmdfig.

Gilt lim f,=f in B(M,N) ,so heiit dies:

Ve>03n,eNVn=n,d(f,, f)<e
und man sieht sofort, daf} dies dieselbe Aussage ist wie oben in II) getroffene.

1 Man beachte, da} wir hier und im folgenden, um eine Uberfrachtung der Notation zu vermeiden, verschiedene
Metriken mit d bezeichnen; an dieser Stelle einerseits die neu definierte Metrik auf ‘B (M , N ) , andererseits die
vorgegebene Metrik auf V.



Satz Der metrische Raum B(M , N) ist vollstindig, wenn N vollstindig ist.

Man muB zeigen, daB jede Cauchyfolge in B(M , N) konvergiert.

Istnun (f,),en eine Cauchyfolgein B(M,N) ,so bedeutet dies
V€>OEIn0€INVn,m€IN:d(fn,fm):su}gd(fn(x),fm(x))<€ . Es gilt also insbesondere fiir

jedes xeM : Ve>03n, €NV n,meN:d(f,(x), f,(x)|<e ,dh firjedes xeM istdie

Folge ( f I’l(x))nEIN eine Cauchyfolge in N, die demnach einen Grenzwert in N besitzt, den wir
f(x) nennen. Es wird also durch f(x):=lim f (x) eine Abbildung f:M — N definiert,

n— o0

von der wir zunédchst nachweisen miissen, daB} sie beschrinkt, also Element von B(M , N) ist.

Zu €>0 wihlen wirdazu n,€IN ,sodaB Yn,m=n,:d(f,, f,)<€ .
Sind dann also n,m>n, ,sogilt VxeM:d(f, (x),f,(x))<l

Zu einem festen x€M und zu n>0 14Bt sich jetzt ein m EIN finden, m,=n, ,so daBl
Ym=zm, : d(f,(x), f(x))<n . Wihlen wir jetzt n=>n, , so folgt

d(f,(x), f(x)<d(f,(x), f,(x)+d(f, (x), f(x))<1+n .Da n=e gewihlt werden kann,
folgt d(f,(x), f(x))<2e . Diese Abschitzung hingt aber gar nicht mehr von x ab.

Fiir den Spezialfall e=1 und das zugehérige 7, liege die Wertemenge f, (M) in der Kugel
Ux(yy)=N . Die letzte Abschiitzung zeigt, daB die Wertemenge f (M) in der Kugel
U r.a(yy) liegt, daB also febenfalls beschrinkt ist.

Kehren wir zu beliebigem €>0 und dem zugehorigen 7, zuriick, so zeigt die letzte
Abschitzung, daB d(f,, f)=supd (f,(x), f(x))<2e<3e ,und dies bedeutet gerade, daB die

xeEM

Folge (f,) imRaum B(M,N) den Grenzwert f besitzt.

Bemerkung:
Ist E ein normierter Vektorraum, so riihrt die Metrik auf B(M , E) selbst von einer Norm,

nimlich der sog. Supremumsnorm || fll:=sup|f (x)| her.
xeM

Setzt man wie iiblich IN,:={1,2,3,...n}] , soist B(IN,,RR) als Banachraum isomorph zum

IR" mit der Maximumsnorm, wihrend B(IN,IR)~t_ .

Insbesondere ist namlich die Abbildung @:8B(N ,R)—R" ,diedurch f—(f(1),..., f(n))
gegeben ist, ein Vektorraumisomorphismus, und es gilt || /||=||® (/)| .



Gleichmifige Konvergenz stetiger Abbildungen

Wir versehen jetzt auch die Menge M mit der Struktur eines metrischen Raums und betrachten den
Raum C,(M,N) der beschrinkten stetigen Abbildungen M — N . Dabei handelt es sich

offenbar um eine Teilmenge des metrischen Raums B (M , N) , und mit der von diesem Raum

ererbten Metrik wird auch C,(M , N) zu einem metrischen Raum. Wir gehen auch hier davon
aus, daB3 N vollstandig ist und haben dann den wichtigen:

Satz Der Raum C,(M,N) istvollstindig.

Mit anderen Worten: Eine gleichmiBig konvergente Folge beschréinkter stetiger Abbildungen
M — N besitzt eine stetige Grenzabbildung (die natiirlich auch beschrinkt ist).

Beweis:

Seialso (f,) eine gleichmiBige Cauchyfolge beschrinkter stetiger Abbildungen M — N , d.h.
eine Cauchyfolge bzgl. der durch B(M , N) gegebenen Metrik. Wir wissen aus dem Satz zuvor,

daf es eine Grenzabbildung f€B(M ,N) gibt, daB also die Folge (f,) gleichmiBig gegen f
konvergiert. Es mul3 gezeigt werden, daB f* stetig ist.

Die gleichméBige Konvergenz bedeutet:
Ye>0an,eNVn=nVxeM:d(f, (x), f(x))<e

Man beachte, dal 7, nicht von x abhédngt.

Die Stetigkeit der (f,) heiBt:
VnelN,xeMe>036>0V yeM :d(x,y)<6—d(f,(x), f,(y))<e
Man beachte, dal 6 vonn,xund € abhéngt.

Zum Nachweis der Stetigkeit von f schétzen wir ab:
d(f(x), f(y)<d(f(x), f,(x))+d(f,(x), f(y))<
d(f(x), f,(x)+d(f,(x), f,(D)+d ([, (¥), ()

Geben wir xéM und €>0 vor.

Die gleichméBige Konvergenz beschert uns ein 7, in Abhdngigkeit von € , wir setzen n=n,
und beschaffen uns aus der Stetigkeit von f, ein & ,welchesvon n=n, ,xund € ,alsonur
vonxund € abhingt. Setzen wir dann d(x, y)<& voraus, so kdnnen wir obige Abschitzungs-
kette fortsetzen

...< €et+e+e=3¢

Zusammenfassend: zu x€M und €>0 haben wirein 6>0 gefunden, so daB3 fiir alle yeM
d(x,y)<é - d(f(x), [f(y))<3e .

Damit haben wir die Stetigkeit von f'in einem beliebigen x€M : f ist stetig auf M !



Anwendung auf Potenzreihen

Satz: Eine Potenzreihe definiert innerhalb ihres Konvergenzbereichs eine stetige Funktion.

Dabei betrachten wir hier Potenzreihen der Form Z a,z" mit komplexen Koeffizienten, in die
n=0

wir auch komplexe Werte einsetzen. Dies schlief3t den Fall ein, dal die Koeftizienten reell sind und
man nur reelle Werte einsetzt.

Wir wiederholen:

Ist die Reihe Z a,z, konvergent fiir ein z,€C, z,#0 , so ist sie absolut konvergent fiir alle
n=0

zeC mit |z|<|z,| .

Der Beweis geht so:

Aus der Konvergenz von Z a,z folgt, daf die Summanden eine Nullfolge bilden;
n=0

2|

jedenfalls gibt es ein n, €NV n=>n,:|a,z;|<1 . Esist nizm< 1, und wir schétzen ab:
0

) 0 n 0 ny+1
Y a,z" =Y. |a,z; (L—') <> n"='17_—n<oo , also absolute Konvergen der Reihe.

n=n, n=n,

Mit s(z):= Z a,z" haben wir also eine komplexwertige Funktion, die innerhalb des offenen
n=0

Kreises mit dem Radius R:=|z,| um 0 definiert ist. Ziel ist es zu zeigen, daB diese Funktion

innerhalb dieses Kreises stetig ist.

Man kann nicht davon ausgehen, daB die Funkition s im offenen Kreis U,(0) beschrinkt ist. Als

Gegenbeispiel konnte man die geometrische Reihe Z z", die fiir z,=—1 konvergiert, daher im
n=0

Kreis U,(0) nach obiger Darstellung absolut konvergiert und, wie wir wissen, dort die Funktion

1 darstellt. Diese Funktion ist im offenen Einheitskreis zwar stetig, aber nicht beschrénkt!
Um die Beschrinktheit zu erzwingen, beschrianken wir den Definitionsbereich der Funktion auf
abgeschlossene Kreise um 0 mit einem Radius kleiner als |z,| . Solche Kreise sind kompakt, und

eine stetige Funktion muf3 auf ihnen beschrinkt sein. Damit kann unsere auf den Vorseiten
entwickelte Theorie {liber stetige beschriankte Abbildungen zum Tragen kommen.

Wihlen wir dazu eine Zahl n, 0<n<1 , und betrachten die Menge M :=[z€C “z|< n|zo|] )

M ist ein abgeschlossener Kreis. Wir betrachten die durch s, (z):= Z a,z' gegebene
i=0

Funktionenfolge (s,) im Raum C,(M ,C) und zeigen, daB sie beziiglich der auf diesem Raum
gegebenen Metrik eine Cauchyfolge bilden. Damit erhalten wir eine stetige beschrankte
Grenzfunktion auf M , denn die s, sind ja Polynome und damit stetig.



Zu diesem Zweck folgende Rechnung mit n>m=>n, , zeM , spiter zu bestimmendem 7,

Y a Y = Y |az|'2'

i=m+1 i=m+1 i=m+1

s, (z

n

An dieser Stelle 148t sich 7, jedenfalls so groB wihlen, daB die |a,z'|<1 sind.
Wir kénnen also weiter abschétzen:

B ! r]noJrl
S z (|Zo|) Z n 1_

i=m+1 i=m+1 1—1’]

ny+1

Zweifellos 146t bei vorgegebenem €>0 sich 7, weiterhin so wihlen, daf3 <e€

Damit gilt: Ve>03n,Vn,m>n,¥VzeM :|s, (z)—s,(z)|<e ,und dies ist die gewiinschte
gleichmifBige Konvergenz, somit stellt die Potenzreihe in M eine stetige Funktion dar.

Man erinnere sich, dafl man urspriinglich nur wuflte, da3 die Potenzreihe in z, konvergiert.
Wir setzten R=|z,| und zeigten als nichstes, daB die Reihe fiir jedes z€U 4(0) absolut
konvergiert. Anschlieend zeigten wir, daf sie in jedem abgeschlossenen Kreis, der ganz in

Ux(0) liegt, gleichmiBig konvergiert und damit eine stetige Funktion darstellt. Damit stellt sie
aberin ganz U 4(0) eine stetige Funktion dar, denn wir konnen den Rand des abgeschlossenen
Kreises ja beliebig nah an den Rand des offenen Kreise heranschieben.

Dieses Argument nochmal ausfiihrlicher, auch wenn es lastig ist:

Wir setzen B,.(z):= {WEC ||w—z|< r} ; dies ist die abgeschlossene Kugel mit Radius » um z .
Die Potenzreihe konvergiert absolut im offenen Kreis U(0) und gleichméBigin Bg(0) , wenn
S<R ;sie stellt alsoin Bg(0) und damitin U S(O) eine stetige Funktion dar. Ist jetzt

+
z,€U,(0) , so setzen wir S:=M , wodurch sich gerade z,€U(0)c Bs(0)cU4(0)

ergibt. Weil die Potenzreihe im abgeschlossenen Kreis Bg(0) gleichmiBig konvergiert, stellt sie
dort eine stetige Funktion dar, also ist diese auch stetigin Ug(0) und damitin z, . Da aber

z, in U,(0) beliebig gewahlt war, erhélt man eine stetige Funktion in ganz U #(0) und damit
im gesamten Konvergenzbereich der Reihe.

Man konnte hier mit einem Abschnitt iiber Banachalgebren fortfahren. Der Beweis des obigen
Satzes tiber die Stetigkeit von durch Potenzreihen dargestellten Funktionen iibertrédgt sich dann
wortlich von komplexen Zahlen zu Banachalgebren; man weill dann z.B., daB3 auch matrizenwertige
Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzbereichs stetig sind.

In der Vorlesung haben wir diesen Satz fiir komplexe Potenzreihen behandelt. Es ist aber formal
genauso leicht, ihn z.B. fiir matrixwertige Potenzreihen zu beweisen.



