Ableitung und Integral einer Grenzfunktion
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Man mochte, dal3 die Formel (’1,15?0 A n) '=lim (f,’) ,.Sinn macht®.

Dazu betrachten wir stetig differenzierbare Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] .
Eine solche Funktion ist definitionsgemiB fortsetzbar zu einer stetig differenzierbaren Funktion auf
einem offenen Intervall, welches [a,b] umfal3t.

Setzt man C'la, b];:{ f:la,b]=R | f stetig differenzierbar } , 50 hat man offenbar wieder

einen R-Vektorraum vor sich, mit der iiblichen Addition von Funktionen und Multiplikation mit
reellen Skalaren. Dieser Vektorraum ist offenbar ein Unterraum des Vektorraums der auf [a,b] steti-

gen Funktionen C[a,b]::CO[a,b]:Z{f:[a,b]—ﬂR | f stetig } . Letzterer ist ein Banachraum
mit der Norm der gleichmiBigen Konvergenz || fll:= sup |/ (x)| . Man weif ja, daB stetige

x€la,b|
Funktionen auf einem beschriankten abgeschlossenen Intervall, also auf einer kompakten Teilmenge
von IR, beschréinkt sind, so da3 dieses Supremum in IR existiert, und daf} eine gleichméBige
Cauchyfolge stetiger Funktionen eine stetige Grenzfunktion besitzt.

Wenn wir im folgenden lim f,= f* schreiben, ist also immer gemeint, da8 (f,) eine Folge in
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Cla,b]| ist, die gleichmiBig gegen eine Funktion f€C|a,b| konvergiert, d.h.

Ve>03an,eNVn=n,: || f—f, <€ ,oder —was dasselbe bedeutet:
Ye>0aAn,eNV n=n,V x€la,bl: |f(x)—f, (x)<e .

Nun kann man leicht (Ubungsaufgabe!) eine gleichmiiBig konvergente Folge stetig differenzierbarer
Funktionen auf [a,b] konstruieren, deren (notwendigerweise stetige) Grenzfunktion zumindest in
einem Punkt nicht differenzierbar ist. Schwieriger, aber moglich, ist es, eine gleichmaBig konver-
gente Folge stetig differenzierbarer (ja sogar beliebig oft differenzierbarer) Funktionen zu konstru-
ieren, deren Grenzfunktion in keinem einzigen Punkt von [a, b] differenzierbar ist.

Die Formel (lim fo)'=lim (f,’) setzt jedenfalls voraus, daB die Grenzfunktion auf der rechten
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Seite der Gleichung existiert, d.h. die stetigen Funktionen (f,’) miissen selbst gleichmiBig
konvergieren. Diese Bedingung reicht aber nicht aus, um die Existenz der Grenzfunktion 1im f,
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auf der rechten Seite der Gleichung zu garantieren, wie das folgende Beispiel zeigt:
Sei f,(x):=n .Dann verschwinden alle f,’ ,konvergieren also auch gleichmiBig gegen die
Nullfunktion. Aber die Funktionenfolge (f,) ist offenbar in keiner Weise konvergent.

Satz:

Sei (f,),en eine Folgein C'[a,b] und (f,'),en die Folge der Ableitungen.
Diese Ableitungsfolge sei gleichmafBig konvergent, und es sei: lim f,'=:g ; auBerdem
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konvergiere die Folge f,(x,) firein x,€[a,b]
Dann ist auch die Folge (f',),en gleichméBig konvergent.

Setzt man f:=lim f
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so ist diese Grenzfunktion stetig differenzierbar, und es gilt f'=g .
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Man kann daher schreiben: (l‘f}o S n) '=lim (f,") !

n—0o0

Bewels:
Es sei lim fn(xo)Z:a .

Zu €>0 wihleman 7n,€N | sodaf fir n=n,: |a—f, (x,)|<e und |lg'—f,'l|<e ,also

Vxe€la,bl:|g'(x)=f,"(x)|<e

Wir setzen [ (x fg Jdx+a .
Damit ist / stetig dlfferen21erbar auf[a, b], f'=g und fiir xE[a b| gilt:
|/ ()= £, SIS () =a) (a1, (xa) =/, ()= 1, (x,) |<|f D)del+la—f,(x))

Slx—x(lllg=r, [I+e < e((b=a)+1)

Dies bedeutet, da die Folge (f,) gleichmiBig gegen f konvergiert, d.h. f=lim f, . DaB
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f'=g , steht schon oben.

Bemerkung:

Man kann offenbar auf C'[a,b| eine Norm definieren, indem man || /], :=max | £ (x,)] 1/l
setzt. Aus obigem Satz leitet man leicht ab, daB der Raum C'[a,b| damit sogar vollstindig wird
und daB der etwas natiirlichere Ausdruck || /l,:=max{|| f||,||./'ll] eine dquivalente Norm liefert.

Ganz dhnlich hat man die Integralversion des vorigen Satzes:

Satz
Ist (f,) eine gleichmiBig konvergente Folge stetiger Funktionen auf [@,h] mit lim f,=f ,so
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folgt [ f(x)dx= hmff
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b b
Mit anderen Worten flim fn(x)deIimff,,(x)dx

a n—o0 n—o a

Beweis:
Zu €>0 findetman n,€N sodaB Vn=n,: ||f—f |<e ,also
YV nzn,V x€la,bl: |f(x)-f,(x)|<e . Dannist

b

[ fx)dx— ff dx|—|f (f=f )2 dx|<[1f (x)=f,(x)dx<(b=a)e ,qed

a



Eine interessante formale Eigenschaft des Integrals ist auch der folgende einfache Satz.

Satz:

b
Die durch f —>f f(x)dx gegebene Banachraum-Abbildung C|a,b|—IR ist linear und stetig!

Beweis: die Linearitét ist trivial.
b

Die Stetigkeit folgt sofort aus der Ungleichung |f f(x)dx|<(b=a)|f] .

a

Anwendung auf reelle Potenzreihen

Wir hatten schone Ergebnisse iiber komplexe Potenzreihen erzielt, da3 z.B. die durch
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eXpz= Z % definierte Abbildung C—C stetig ist und der Funktionalgleichung geniigt und

n=0 """
nie den Wert Null annimmt. Auch wurden die rellen Funktionen Sinus und Cosinus mit Hilfe die-
ser komplexen Funktion definiert! Wir werden spiter auch solche komplexen Funktionen mit Mit-
teln der Differentialrechnung analysieren, beschrianken uns aber hier und jetzt auf durch reelle Po-

tenzreihen dargestellte Funktionen, wozu dann aber auch die durch €Xpx= Z % definierte reelle
0 x2n 0 =0 2n+1
Exponentialfunktion, sowie sinx= }; (—1) 27 und cosx= ’;) (—1) i) gehoren..
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Gehen wir also aus von einer reellen Potenzreihe f (x)= Z a,(x=x,)" also a,,x,x,€R
n=0

Wir wissen, da3 es ein  R€[0,0] gibt, den sogenannten Konvergenzradius', so dal im Konver-
genzkreis um X, ,alsoin Ugk(x,)=1x,—R,x,+R[ ? feine stetige Funktion darstellt, wobei die
Partialsummen s,(x) , die ja als Polynome stetig auf ganz IR sind, in den abgeschlossenen Inter-
vallen [x,—r,x,+r] , r<R gleichmiBig gegen / konvergieren. Daher ist f'stetig in allen
diesen abgeschlossenen Intervallen und damit letztlich im gesamten offenen Konvergenzkreis®.

Bisher haben wir die Differenzierbarkeit von f nicht nidher untersucht.
Es stellt sich heraus:

Satz: f istim gesamten offenen Konvergenzkreis differenzierbar und dort gilt

f'<x>=§nan<x—xo>"‘=i<n+1>a,,+,<x—xo>"

n=0

Das ist natiirlich ein verniinftiges Ergebnis: man differenziert einfach alle Summanden. Aber darf
man das?

R:=sup[r>0

o0
5 |a,,|r"<oo]

n=0

2 Wenn die Potenzreihe fiir alle x&R konvergiert, setzt man R=o0 und der , Konvergenzkreis“ ist ganz IR

©

Die Potenzreihe Z (n!)x" konvergiert fiir kein x#0 und besitzt daher den Konvergenzradius 0.
n=0

3 Aufdem Rand des Konvergenzkreises gibt es immer mindestens einen Punkt, in dem die Potenzreihe nicht konver-
giert. Dies ist nicht ganz leicht zu beweisen. Meist interessiert man sich nicht besonders fiir den Rand.



Beweis:

a) Zunichst soll festgestellt werden, dal} die abgeleitete Reihe denselben Konvergenzradius besitzt

wie die Ausgangsreihe und in abgeschlossenen Teilintervallen des Konvergenzintervalls

gleichméBig konvergiert und somit dort eine stetige Funktion darstellt. Wir setzen y=x—x, und

gehen aus von einem 0# y,€R | fiir welches die Potenzreihe Z a,y" konvergiert. Wenn wir
n=0

zeigen konnen, daB die abgeleitete Reihe fiir jedes y€R mit |y|<|y,| gleichmiBig konvergiert,

ist das Ziel a) erreicht.

Wir gehen vor wie beim Nachweis der Konvergenz der Originalreihe fiir solche y:
Aus der Konvergenz der Originalreihe fiir y, ergibt sich, dal die Summanden der Reihe eine

Nullfolge bilden miissen. Wir finden also ein 7,€IN | so daB fiir n=n, gilt: |a, y5|<1 . Ist

jetzt yER,|y|<|y,|—€ ,sogibtesein x€ER,0<x<1 ,sodaB |yl|=%<0( . Damit hat man
n—1 1 | | n—1 1 ’ ’ ©

Ina,y" '|=|na, A y8—|<i 1V |anyg|<i(x”71=—no<” . Die Reihe ZWX”
yO yO |y0| |y0| |y0| O(|y0| n=1

ist aber absolut konvergent, wie man mit dem Quotientenkriterium leicht nachweist. Wir haben also

eine gleichmiBige Majorante fiir die Reihe Z nanylH im Intervall [—|y,|+€,|y,|—€]
n=1
gefunden, also konvergieren die stetigen Partialsummen gleichmafig und die Grenzfunktion
g(y)= Z (n+1)a,  »" st stetig in diesem Intervall. Indem wir € verkleinern, haben wir die

n=0
Stetigkeit von g im gesamten offenen Intervall ]—|y,|,|v,|[ und damitin ]—R,R[ .Die

’

entsprechende Aussage gilt jetzt natiirlich auch fiir & (x)= Z a,(x—x,)" . Damit ist a) erreicht.
n=0

Zusammenfassend:
In abgeschlossenen Teilintervallen des Konvergenzintervalls konvergieren die Partialsummen s,
der Ausgangsreihe gleichmiBig. In diesen Teilintervallen konvergieren aber auch die Ableitungen

s, der Partialsummen gleichméBig. Also gilt in diesen Teilintervallen ,l,lj?o 5,(x) st

im s n) '=lims," " Daman die abgeschlossenen Teilintervalle beliebig nah
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differenzierbar und (l
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an die Grenzen des Konvergenzintervalls heranfiihren kann, ergibt sich:

Eine Potenzreihe stellt innerhalb ihres Konvergenzintervalls eine differenzierbare Funktion dar. Die
Ableitung ist eine Potenzreihe mit demselben Konvergenzradius, und sie ergibt sich durch
gliedweises Differenzieren der Summanden der Ausgangsreihe.



