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Wir haben urspriinglich differenzierbare Funktionen und Abbildungen nur auf offenen

Mengen erklért. Sind nun £, F Banachrdume, LcE eine Teilmengeund f:L— F eine

Abbildung, so bezeichnen wir fals differenzierbar bzw. stetig differenzierbar auf L, wenn f zu

einer differenzierbaren bzw. stetig differenzierbaren Abbildung auf einer offenen Obermenge
U>L fortgesetzt werden kann.

(z,0) fir 0<¢<l

1. Durch c(¢)= (1,t—1) fir 1<¢<2

wird eine stetige Kurve ¢:[0,2]—IR*> definiert.

a) Man finde eine stetig differenzierbare Abbildung &:[0,2]—IR’ , die dieselbe Bildmenge
wie ¢ besitzt, fiir die also gilt: [z(¢)[0<s<2}={c(¢)[0<r<2]}

Da die Bildmenge in 1a) einen Knick besitzt, wird man die durch ¢ gegebene Kurve nicht
gern ,,stetig differenzierbar nennen. Eine Kurve c:[a,b|—IR" nennt man daher nur dann
stetig differenzierbar, wenn einerseits die Abbildung c stetig differenzierbar ist und aulerdem
der durch die Parametrisierung ¢ gegebene Tangentialvektor an die Kurve nie verschwindet,
dh.wenn Vit€la,bl:c'(t)#0 . Stellt man sich den Parameter ¢ als Zeit vor, bedeutet dies,
daB man beim Durchlaufen der Kurve nie stehen bleibt oder gar umkehrt, d.h. die Durchlauf-
geschwindigkeit wird nie Null.

Zwei stetig differenzierbare Kurven c:[a,b|—-R" , &:[a,b]—R" nennt man dquivalent,
wenn es eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ :[«,B]—|a,b| gibt mit

¢(x)=a,p(B)=b und ¢:=co@ . Aquivalente Kurven haben offenbar dieselben
Bildmengen im R" .

b) Man zeige, daB mit diesem Begriff eine Aquivalenzrelation unter den stetig differenzierba-
ren Kurven definiert wird.

¢) Man zeige, dal} zwei dquivalente stetig differenzbare Kurven dasselbe Lingenintegral, also
dieselbe Linge besitzen.

d) Durch c:[a,b]—IR" sei eine stetig differenzierbare Kurve gegeben. Dann ist natiirlich fiir
jedes x€la,b] durch t—c(¢) eine stetig differenzierbare Kurve ¢ :=[a,x]—R"
gegeben. Sei L die Lange vonc¢, L, die Langevon ¢, und L,:=0 . Man zeige, da} die



Abbildung @:[a,b]—>[0,L] , x—L, stetig differenzierbar ist, setze w:=¢ ' ,
¢:=coy und zeige fiir t€[0,L] ,daB |[c'(¢)]|=1

(Man nennt ¢ die Parametrisierung der Kurve durch die Bogenldnge. Man kann sich dabei

vorstellen, daf} die durch die Bogenldnge parametrisierte Kurve mit konstanter Geschwindig-

keit 1 durchlaufen wird.)

e) Man betrachte die durch ¢:[2,5]-R* , ¢(¢t)=(¢’,7’) gegebene stetig differenzierbare
Kurve und berechne ihre Lénge.

2.Sei Cla,b] der Vektorraum der auf dem Intervall [a, b] definierten stetigen Funktionen.

b
a) Man zeige, da3 durch < f, g>: :f f(x)g(x)dx aufdiesem Raum ein Skalarprodukt

erklart wird.

b) Wegen a) ist durch || f||:=V<f, f> auf Cla,b]| eine Norm erklirt. Wieso ist

Cla,b] beziiglich dieser Norm kein Banachraum?

/2

3. Man berechne das Integral f — dx mit Hilfe der Substitution y=tan Z
o SIn°x+cCcoSsx 2

sin x



