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Kompakte metrische Riume
Im folgenden seien alle topologischen Rdume Hausdorffrdume.

Ein Punkt hei3t Haufungspunkt einer Folge, wenn in jeder offenen Umgebung dieses Punktes
unendlich viele Folgenglieder liegen.
Ein Raum K heif3t folgenkompakt, wenn in ithm jede Folge einen Haufungspunkt besitzt.

Sei M ein metrischer Raum, (U l-)l-e ; eine offene Uberdeckung von M.
8> 0 heiBt Lebesgue-Zahl der Uberdeckung, wenn jede Teilmenge von M mit Durchmesser kleiner
als 8 in einer der tiberdeckenden Mengen liegt.

Dabei ist der Durchmesser einer Teilmenge L <M definiert als

|L|:= sup d(x, y), wobei natiirlich |L|=c mgglich ist. Mengen mit endlichem Durchmesser
x,yEL

heiBlen beschrankt.

Ein metrischer Raum heif}t total beschriinkt, wenn fiir ihn zu jedem >0 eine offene Uberdeckung
durch endlich viele e-Kugeln existiert.

Hilfssatz 1: Jede offene Uberdeckung eines folgenkompakten Raums besitzt eine Lebesgue Zahl.
Hilfssatz 2: Ein folgenkompakter metrischer Raum ist total beschrénkt.

Satz: Jeder folgenkompakte metrische Raum ist kompakt.
Beweis des Satzes: wir benutzen die beiden Hilfssédtze, die wir dann im Anschlull beweisen.

Sei also (U ,-),-E ; eine offene Uberdeckung des folgenkompakten metrischen Raums K. Wir
konstruieren im Folgenden eine endliche Teiliiberdeckung:

Lt. Hilfssatz 1 existiert eine Lebesgue-Zahl > 0 eine Lebesgue-Zahl fiir diese Uberdeckung. Jede
Kugel mit Radius €=08/3 hat den Durchmesser 20/3 <8 . Weil es It. Hilfssatz 2 eine endliche
Uberdeckung von K durch € -Kugeln gibt, sagen wir V..., V., deren jede den Durchmesser
28/3 <4 besitzt, gibt es 1t. Definition von Lebesgue-Zahl Mengen U, ,-.., U, aus der Ausgangs-
Uberdeckung (U,) mit V,<U, ,....¥ ,cU, . Offenbar bilden daher die U, ,--., U, eine endliche
Teiliberdeckung der Ausgangsiiberdeckung, und eine solche war gesucht.

Beweis von Hilfssatz 1:
Wir nehmen an, es gebe keine Lebesgue-Zahl, d.h.
V8>03ALcK:|L|<d und Viel:LZU,  Umformuliert:

VneN3IL cK:|L|<1/nund Viel:L,ZU,

DemgemiB konnen wir zu jedem n€N eine Menge L,=K mit |L,|<1/n wihlen. Aus jeder der
Mengen L, wihlen wir dann noch ein Element X, . Die Folge (x,) besitzt 1. Voraussetzung einen
Hiufungspunkt a, der Element einer Menget U der Ausgangsiiberdeckung sein muB3. Da U, offen
ist, gibt es ein €>0 mit U (a)cU . InU ola) gibt es unendlich viele Folgenglieder und daher ein
Folgenglied X, mit 1/n<e/2 . Weil x,€L, und |L,|<1/n<e/2 folgern wir L,<U (a)<U, | im
Widerspruch zur Annahme.



Beweis von Hilfssatz 2:
Nehmen wir an, es fiir ein £>0 keine endliche Uberdeckung von K durch s-Kugeln.

Wir definieren unter dieser Voraussetzung rekursiv eine Folge, die einen Haufungspunkt haben muf3
andererseits aber keinen haben kann.

Dazu wihlen wir einen beliebigen Punkt X, €K und setzen U,:=U (x,)

Seien X, ..., x,€K bereits gewihlt, sowie die Kugeln U,=U (x,) .
Es muB nun einen Punkt X, , auBerhalb U ,U...UU, geben (sonst hitten wir ja eine endliche
Uberdeckung durch e-Kugeln, und wir setzen dazu auch wieder U, ,;:=U Ax,0) .

Ist dann m>n, so haben wir mit dieser Konstruktion x,,€U U...UU ,U...UU, _,  also insbesondere
x, €U, und daher d (x,,, Xm)ZG . Hatte die Folge (xn) einen Haufungspunkt a, so lagen in U €,z(a)
unendlich viele Folgenglieder. Da zwei verschiedene Folgenglieder aber einen Abstand > € besitzen,
ist dies nicht moglich.

Andererseits war vorausgesetzt, dall jede Folge in K einen Haufungspunkt besitzt, und damit haben
wir den gewiinschten Widerspruch zur Annahme.

Zum Schluf noch der Satz:
Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er vollstindig und total beschrinkt ist.
Man erinnere sich: in einem vollstindigen metrischen Raum konvergiert jede Cauchyfolge.

Die eine Implikation in der Aussage des Satzes ist einfach:

Ist K kompakt, so legt man um jeden Punkt von K eine &-Kugel, hat damit eine offene
Uberdeckung und somit eine endliche Teiliiberdeckung, insgesamt also eine endliche Uberdeckung
durch e-Kugeln: K ist also total beschrinkt.

Weil K kompakt ist, ist K auch folgenkompakt. Eine Cauchyfolge muf} also einen Haufungspunkt
besitzen, der dann auch ihr Grenzwert ist.

Fiir die umgekehrte Implikation nehmen wir an, K sei vollstindig und total beschriankt. Wenn wir
zeigen konnen, dall K folgenkompakt ist, sind wir auf Grund des vorigen Satzes fertig.

Gehen wir also aus von einer beliebigen Folge (x,)in K. Weil K total beschréinkt ist, gibt es eine
endliche Uberdeckung von K durch offene Kugeln vom Radius 1. In mindestens einer dieser

Kugeln, sagen wir in U | , miissen unendlich viele Folgenglieder liegen. Sei also /, <IN die unend-
liche Menge der Indizes, fiir die die zugehorigen Folgenglieder in U | liegen, also n€/l,—x,€U, .

Jetzt ein Rekursionsschritt: es seien bereits unendliche Mengen 1,=1,_<...cI CIN definiert sowie
offene Kugeln U,, U, _,...U, ,wobei U, den Radius 1/k besitze sowie gelte: n€l,—>x,€U, .

Wiihlen wir jetzt eine endliche Uberdeckung von K durch Kugeln mit Radius 1/(n+1), so miissen
von den unendlich vielen Folgenglieder x,, mit m €/, wiederum unendlich viele in einer dieser
x, €U

n+1

Kugeln liegen, die wir U, ,, nennen. Wir setzen dann [, :[m €l



Diese rekursive Konstruktion liefert also fallende Folge unendlicher Mengen 7, sowie eine Folge

von offenen Kugeln U, mit Radius 1/n , also mit Durchmesser 2/n, wobei noch gilt
VneNVmel,: x, €U,

Wir wiéhlen jetzt aus jeder der Mengen [, ein Element 72, und setzen »,:=X,, .

Wir zeigen gleich, da3 diese neue Folge (¥,) eine Cauchyfolge ist. Das war das Ziel der obigen
Konstruktion.

Lt. Voraussetzung hat dann also die Folge (,) einen Grenzwert. Da sie eine Teilfolge der
Ausgangsfolge (x,) ist, ist dieser Grenzwert Haufungspunkt der Ausgangsfolge.

Damit wére dann gezeigt, daf3 eine beliebige Folge in K einen Haufungspunkt besitzt und K daher
folgenkompakt ist.
Bleibt also zu zeigen, dafl (¥,) Cauchyfolge ist:

Sei £>0 vorgegeben, und 7,€N so gewihlt daB 1/n,<e/2
Sind dann &, n=n, , so gilt ¥,=x,, und ¥,=X,, , wobei m, €I, und m,E€1, somit m, ,m, €1, .
Also x,,, x,, €U, also folgt d(y,, v,)=d(x,, , x, )<2/n,<€ : fertig.



