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Man erinnere sich die Definitionen:

Zwei stetige Abbildungen f', g:Y — X zwischen topologischen Raumen X,Y heiflen homotop, wenn
es eine stetige Abbildung H:Y X[0,1]- X gibtmit Vx€Y: H=(x,0)=f(x), H(x,1)=g(x) .
Die Abbildung H hei3t dann Homotopie zwischen fund g bzw. von fnach g.

Stetige Abbildungen f:[0,1]— X nennt man auch Wege.
Bei Homotopien von Wegen ist es oft sinnvoll zu verlangen, daf3 diese den gleichen Anfangs- und
Endpunkt haben. Hat man also zwei solche Wege [, g:[0,1]—X mit / (0)=g(0)=x, und

f(1)=g(1)=x, , SO nennt man sie weghomotop, wenn sie homotop sind und die Homotopie
iiberall den Anfangs- und Endpunkt respektiert, also Vs€[0,1]: H(0,s)=x,und H (1,s)=x, .

Homotopie und Weghomotopie sind Aquivalenzrelationen. Man schreibt f ~g bzw. f =, g

Sind f, g¢ Wege in X mit / (0)=x,, /(1)=g(0)=x,, g(1)=x;, so lassen sich die Wege in
geometrisch intuitiver Weise hintereinanderschalten, indem man setzt

(g *f)(t)::Ig{2(t2—t)l) g ;iig . Man rechnet nach, daB mit /=, f, und g, =, &, auch
g% f1=g,* f, und daB auf der Homotopieebene auch das Assoziativgesetz gilt: Sind also /4, , &,
weitere Wege mit /, (0)=h,(0)=x,und #,(0)=h,(0)=x, undist h,=, 5, so gilt auch
(hl*gl)*fl :th*(gz*fz) .

Eine surjektive stetige Abbildung 7 : E — B heiBt (diskrete) Uberlagerungsabbildung, wenn es zu
jedem b€ B eine offene Umgebung ¥ (b) gibt, so daB die Urbildmenge ™' (V) sich als disjunkte
Vereinigung (U U offener Teilmengen von E schreiben l48t, wobei die Abbildungen U=V

i€l
simtlich Homdmorphismen sind. Die Urbildmenge ™' ({5]) heiBt Faser iiber b.



Aufgabe 1:

a) Die Zusammenstiickelung von g*f'aus g und 1 ist etwas willkiirlich. Man hitte ja auch definieren
f(3t) fir 0<¢<1/3
0 O] t):= —
kénnen (g© /)(¢) g(—3t2 1 ) fir 1/3<t<1’

Zeigen Sie: g*fund g © f sind weghomotop.

b) Zeigen Sie, daB} ein beliebiger Weg in R mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt 1 homotop zur
Identitdt auf [0,1] ist.

c) Zeigen Sie, daB} ein beliebiger Weg in [0,1]mit Anfangspunkt 0 und Endpunkt 1 weghomotop zur
Identitét auf [0,1] ist.

d) Topologische Eigenschaften eines Weges sollten nicht von seiner Parametrisierung abhéngen.
Ist @:[0,1]—[0,1] mit ©(0)=0und @(1)=1 ein Homéomorphismus und f:[0,1]— X ein Weg, so

~

nennt man f := f o eine Umparametrisierung von f.
Fiir Wege f,g in X setze man: f~g genaudann wenn f ist eine Umparametrisierung von g .

o) Man zeige, daB es sich dabei um eine Aquivalenzrelation handelt.
B) Setzen Sie das Ergebnis von ¢) voraus um zu zeigen daB3 f~g= /=g .

Aufgabe 2

Sei 7t: E — B eine Uberlagerungsabbildung, B sei zusammenhiingend, x,€ B .
Man zeige: Ist die Faser iiber X, , also die Menge 7' ({x,]) , zweielementig , so auch die Faser iiber
jedem anderen Punkt von B .

Aufgabe 3

Sei 1t: E — B eine Uberlagerungsabbildung.
a) Man zeige: T ist offen, d.h. VU c Eoffen: J'E(U) ist offen in B.
b) Ist jede Faser von iiber B endlich und ist B kompakt, so ist auch £ kompakt'.

1 Zeigen Sie: jede offene Uberdeckung von E besitzt eine endliche Verfeinerung. Daraus folgt dann natiirlich, daB sie
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.



