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Aufgabe 1
Sei pE€IN eine Primzahl. Man kann jede rationale Zahl 0#x €Q in der Form x= pk % schreiben,

wobei m€Z\[0},n€N nicht durch p teilbar sind. m,n und £k €Z sind dann eindeutig bestimmt.
Man setze |x|,:=2"", [0[,:=0und zeige

a) Vx, yeQ: |x+y|p5max[|x|p,|y|p]

Man zeigt auch leicht (kein Teil der Aufgabe):

VxeQ: |x|p=0 < x=0 und Vx, yeQ: |x-y|,,=|x|p'|y|,, ; auBBerdem gilt natiirlich

Vx, yeEQ: max{|x|p,|y|p}s|x|p+|y|p.

Damit ist durch d p(x y)i=lx -yl » eine Metrik auf Q gegeben, fiir die eine Verstarkung der
Dreiecksungleichung gilt:

Vx,y,z€Q: d (x,z)< maxldp(x,y),dp(x,z)} )

Ein metrischer Raum mit einer solchen "ultrametrischen Ungleichung" heif3t "ultrametrischer
Raum". Die oben fiir jede Primzahl p definierten Ultrametriken auf Q sind ein wichtiges Werkzeug
der Zahlentheorie. Fiir uns sind ultrametrische Rdume eine wichtige Beispielklasse in der Topologie
mit oft seltsam erscheinenden Eigenschaften. Zeigen Sie zum Beispiel:

b) Ist (M,d) ein ultrametrischer Raum und seien U :=U (x), V:=U;(y) zwei offene Kugeln in M
mit UNV# 0 . Dann gilt U<V oder VU .

¢) Sei p=3. Welche natiirlichen Zahlen liegen in der offenen Kugel U ,(5/2) 2



Hier noch einmal die Definition von "Basis einer Topologie":
Sei X eine Menge und % <B( X ) .

% heiBt Basis einer Topologie auf X, wenn
1. VxeX JUex: xeU 2. VU, Vexz VxeUNV AWeH: xewcUnl .

Die von % erzeugte Topologie wird dann definiert durch:
O:=|UcX |VxeUIVex: xeV U],

Machen Sie sich noch einmal klar, daf3 gilt:

Eine Teilmenge % einer Topologie O auf X ist Basis von O genau dann wenn

VUeO VxeU3aVez: xeV clU ,bzw. genau dann wenn jede offene Teilmenge in O sich als
Vereinigung von Basiselementen schreiben 1463t.

Aufgabe 2

a) Offenbar sind die offenen Intervalle Ja,b[ eine Basis der iblichen Topologie auf R .
Zeigen Sie, dal} bereits die offenen Intervalle mit rationalen Endpunkten eine Basis dieser Topologie
bilden.

b) Geben Sie eine Subbasis fiir die iibliche Topologie auf IR an, die keine Basis ist.

c) Die offenen Rechtecke ]a, b[ x ]c, d [ bilden eine Basis der Produkttopologie des IR* . Zeigen Sie,
daB die Menge der offenen Kugeln beziiglich der euklidischen Metrik ebenfalls eine Basis dieser
Topologie bildet.

Aufgabe 3

a) Seiena,b€”Z,a>0,b=0 . Zeigen Sie, dall dic Mengen Ua(b)::{a n+b|ne Z} =:aZ+b eine
Basis einer Topologie auf Z bilden.
b) Zeigen Sie, daB die Mengen U .(b) auch abgeschlossen beziiglich dieser Topologie sind.

Anwendung dieser Topologie:

Weil alle Basismengen unendlich sind, ist klar, dafl keine nicht-leere endliche Teilmenge von Z
beziiglich dieser Topologie offen sein kann, und damit auch kein Komplement einer nicht-leeren
endlichen Teilmenge von Z abgeschlossen sein kann.

Trivialerweise gilt: Z\[-1,1}= |J U,(0).
p Primzahl
Die Menge auf der linken Seite ist nicht abgeschlossen, wie eben bemerkt.

Gibe es nur endlich viele Primzahlen, so wire die Menge auf der rechten Seite abgeschlossen.
Also gibt es unendlich viele Primzahlen!

Aufgabe 4

Seien (X, O), (Y,.7 ) topologische Ridume, 4<X und B<Y seien darin jeweils abgeschlossen.

Zeigen Sie, dall AX B abgeschlossen beziiglich der Produkttopologie auf X XY ist.
(Hinweis: benutzen Sie eine IThnen bekannte Basis der Produkttopologie.)



