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1. Michtigkeit
a) Geben Sie eine Formel fiir eine bijektive Abbildung f :INXIN—IN an'.

b) Geben Sic cine bijektive Abbildung JB (IN)—= B (IN)x B (IN) an.

Bemerkung:

Es gilt zwar grundsétzlich: Ist M eine unendliche Menge, so sind M und M x M gleichméchtig.
Es ist aber in den obigen Féllen b),c) einfacher, nicht den allgemeinen Fall zu betrachten, dessen
Beweis (Satz von Hessenberg) recht aufwindig ist.

Mengenbildungs-Axiome, die bisher nicht explizit erwdhnt wurden, von denen wir aber immer
ausgehen wollen, sind auch:

Ist 7 eine Menge und (A 1—),-6 ; eine Familie von Mengen, so sind
M:z[Al. | ie]} und _J Aizz[x |Ji€l: x€4,| ebenfalls Mengen.
iel

Fundierungsaxiom:
Jede Menge M besitzt ein Element a €M |, fiir welches gilt: anM =0 .

Mit Mengen, die sich selbst als Element enthalten, mochte man nach der Erfahrung der
Russellschen Antinomie lieber nichts zu tun haben. Wie Sie gleich zeigen sollen, schliefit das
Fundierungsaxiom derlei aus.

1 D.h. geben Sie eine Formel, mit der man f{i,j) konkret ausrechnen kann und beweisen Sie, daf} die damit gegebene
Abbildung injektiv und surjektiv ist.



2. Ordinalzahlen
a) Es gibt keine Mengen a, b fiir die gilt: a €a oder a€b€Ea .

Eine Menge M heift connex, wenn fiir beliebige a, bE M gilt: a €b oder a=b oder bEa .
Sie heiBt transitiv, wenn VxEM Y yeEx:yeM , dh. wenn VXEM :xcM .

Man nennt eine connexe transitive Menge auch Ordinalzahl.
Eine Ordinalzahl a ist eine durch die Elementbeziehung wohlgeordnete Menge?*:

Zunichst folgt ndmlich fiir eine Ordinalzahl o sofort aus dem Fundierungsaxiom, daf3
VBea:p&fund VB, yca:yep — pP&y.

b) Zeigen Sie jetzt noch die Transitivitidt der Elementbeziehung auf o:
VP,y,0€a: PEyundyed = PEO

Wegen der Konnexitit ist dann a sogar total geordnet.

¢) Zeigen Sie mit Hilfe des Fundierungsaxioms, daf} die so gegebene totale Ordnung auf a sogar
eine Wohlordnung ist, d.h. zeigen Sie:
Jede nicht-leere Teilmenge P besitzt ein kleinstes Element, d.h. Iy€ep VOePR: y#d—yed.

Offenbar ist die leere Menge eine Ordinalzahl.

d) Zeigen Sie: Ist a eine Ordinalzahl und a# 8 , so ist H€a. .
e) Zeigen Sie: Ist a eine Ordinalzahl, so ist aU{a.} eine Ordinalzahl.

Damit sind auch (@}, [@, {0}/, [ﬁ,{ﬂ},{ﬁ,fﬂ}}} Ordinalzahlen.

Aufgabe 3

Ist M eine Menge und OB (M ), so heifit O Topologie auf M, wenn gilt:
1. 8, MeO

2. VA,BeEO: ANBeO

3. Ist (4,),c, eine Familie von Elementen von O , so folgt UJ4€0.

iel

Man nennt die Elemente von O auch offene Teilmengen von M (beziiglich O ).

Man betrachte die dreielelementige Menge M:={1, 2, 3}.
Eine Topologie auf M ist eine Teilmenge der Potenzmenge von M. Bei einer endlichen

Ausgangsmenge M reduziert sich die dritte Topologie-Eigenschaft auf VA, Be€O: AUBeO.

P (M) besitzt 8 Elemente, also 2°=256 Teilmengen. Es kann also hochstens 256 Topologien auf M
geben. In Wirklichkeit sind es aber viel weniger.

Schreiben Sie alle Topologien auf M konkret hin °.

2 d.h. die € -Relation iibernimmt die Rolle von < . Man definiert bei Ordnungen grundsétzlich < durch "< oder =",
und ggf. umgekehrt < durch "<und #".
3 Z.B.sind B(M)=[2,{1},{2},(3,}.{1,2},(1,3}.{2,3},{1,2,3}] und { @, {1, 2, 3}} Topologien auf M.



