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Aufgabe 35

(1) Zunéchst einmal halten wir fest, dafi 04 auch in A/N ein Nullobjekt ist, da zu und von diesem
Objekt nur ein représentierender Morphismus existiert. Wir kénnen also 04/ := 04 wihlen.

Zeigen wir, daf} die Kategorie A/N additiv ist.
Zu (Add1). Seien X;, Xo € Ob(A/N) = Ob.A. Wir bilden X; @ X5 in A, zusammen mit Inklusi-
onsmorphismen ¢, to und Projektionsmorphismen 7 , 75 .

Wir behaupten, dal X7 & X5 zusammen mit den gleichnamigen Restklassen ¢1, to, 1 und 75 eine
direkte Summe ist.

Zu (Sum1). Sei S € Ob(A/N) = Ob A. Seien S % X, und S —2~ X, Morphismen in A, welche
Morphismen in .4/A représentieren. Dann sind die Gleichheiten (s1s2) 7 = 51 und (s1s2) g = S
bereits in A giiltig, also a fortiori auch in A/N.

(51 82) _ ~
Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit. Sei S Y X1 ® Xo mit § = (5152)m =n s; und 5 =

(31 82) Mo =pr S2. Zu zeigen ist, daff (51 32) éN (s152), i.e. daBl (s1—s1 32—s2) é/\/ 0.
Wir kénnen (S = X1) = (S - Ny > X;) und (S == X5) = (S 2 Ny - X,) faktori-
sieren. Also wird
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und Ny @& No € ObN. Somit ist in der Tat (81—s1 §2—s2) =pr 0.

Zu (Sum2). Dual zu (Sum1).

Zu (Sum 3). Vererbt sich von A.

Dies zeigt die Behauptung.

Zu (Add2). Sei X € Ob.A. Bemerken wir zunéchst, daf, ausfithrlich geschrieben,

1 X,X) 0 N(X, X
(1)) +uanvXoX, XoX) = ( +A’Ngx,xg 111%%){,){3) ’

wie Komposition der linken Seite mit ¢; und 7; in A/N fiir 4, j € {1,2} zeigt.

Da (H) in A ein Isomorphismus ist, ist nun auch R (%(1)) = (H) + anX©X, X X)in A/N
ein Isomorphismus.

Zeigen wir, daf der Funktor A N A/N additiv ist.

Beachte, dal R auf den Objekten identisch operiert.

Zunéchst ist R04 =04 = 0,4/n , wie schon festgestellt.

Rmy Rm
Seien X7, Xo € Ob.A. Es ist zu zeigen, dafl R(X; & X5) (fim fimz) RX1, & RX5 monomorph ist.

Da direkte Summen in A/N nach dem eben Gezeigten wie in A gebildet werden, und da das auch
fiir die Reprasentanten der Inklusions- und Projektionsmorphismen zutrifft, ist dieser Morphismus

gleich
(() ()

X1 Xog ———— X1 DX,

i.e. gleich der Identitdt, welche insbesondere monomorph ist.
Vgl. Bemerkung 114.



(2)

Zur Eindeutigkeit.

Da A A/N auf den Morphismen surjektiv abbildet, ist F durch die Bedingung F o R = F
eindeutig festgelegt.

Zur Existenz.

Setze FRX = FX := FX fiir X € Ob(A/N) = Ob A.

Setze F(RX i RX') := F(X L. X'). Dies ist wohldefiniert, da aus Rf = Rf folgt, daB wir
eine Faktorisierung

x hoxy - (x N X

mit N € ObN haben, und sich folglich

Ff-Ff Fu F
Fx — L pxy = (rx 2% PN S PXY) = 0
~
~0
ergibt.
Es ist F' ein Funktor, da zum einen
— idrx = Ridx id x Fidx =idpx

F(RX

RX) = F(X % X) = (FX

FX)
ist, und sich fiir X Lox Lo xrin A zum anderen

(R)(Rf) R(ff")

RX") = F[RXx = rxm
— rx L x

F(RX

- Px e x Loxn
F Ff'
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_ FR _ FRf -
— (Frx 2 prxt L PR
ergibt.
Nach Konstruktion ist F o R = F.

Schlieflich ist F04/n = FRO4 = FO4 ~ O und
(F'wl Fﬂ'z) = (F’R‘n'l FRTI'Q) = (Fﬂ'1 Fﬂ'z) : F(Xl @XQ) — FX1 @FXQ
ein Isomorphismus fiir X;, Xo € Ob(A/N) = ObA. Also ist F additiv.

Vgl. Bemerkung 115.(1).

Zur Eindeutigkeit. Da A N A/N auf den Objekten identisch, und damit insbesondere surjektiv
abbildet, ist & durch die Bedingung aRX = aX fiir X € Ob A eindeutig festgelegt.

Zur Existenz. Wir setzen aX := aX fiir X € Ob(A/N) = Ob A. Wir haben die Natiirlichkeit von

(aX)xeob(a/n) zu zeigen. Reprisentiert X Lo X' cinen Morphismus gleichen Namens in A/N,
so wird in der Tat

(Ff)(aX) = (Ff)(aX") = (aX)(Gf) = (aX)(Gf).

Vgl. Bemerkung 115.(2).



Aufgabe 36
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Sei Z % X@®Y.Seien X @Y > X und X &Y —» Y die Projektionen auf die Summanden; i.e.
Tx = ((1))7 Ty = ((1)) Wir erhalten folgendes kommutative Diagramm.

FZ o GZ

F(uv)ll Z\LG(“U)
F(XaY) %2 gixay)

(Frx Fry ) |2 V[ (Gmx Gmy)
(6 av)
FX®FY —GX @ GY

In der Tat kommutiert das obere Viereck dank der Natiirlichkeit von «. Das untere Viereck kommutiert
wegen

a(X®Y) (Grx Gy ) = ((a(X&Y))(Grx) (a(X8Y))(Gry)) = ((Frx)(aX) (Fry)(aY)) = (Frx Fry) (O‘g{ aoy) )
Sind aX und aY Isomorphismen, so auch (QOX Of)y) und damit auch aZ.

Aufgabe 37

(1) Schreibe F := z(—,Q/Z) : Z-Mod® — Z-Mod. Es ist F’ ein additiver Funktor; vgl. Beispiel 112.(3).

Jedes Objekt von Z/k-mod ist isomorph zu einer direkten Summe zyklischer abelscher Gruppen
der Form Z/¢ mit £|k; vgl. Aufgabe 14, Bemerkung 40. Wollen wir also zeigen, dafi F' zu einem
Funktor Fj von ObZ/k-mod nach ObZ/k-mod einschrinkt, geniigt es zu zeigen, dal F(Z/¢) in
Ob Z/k-mod liegt. Aber es ist

F(Z/t) = z(Z/,Q/Z) = {Z/t —QJZ, 2 +lZ\+—>2-G+Z : acZ}.
Folglich ist

£

z/t T~ F(Z/0)
a+lZ +—— (+lZ+—z2-5+1Z).

Behauptung. Es ist F? ~id : Z/k-mod — Z/k-mod.
GeméfB Beispiel 92 haben wir eine Transformation von idz y0q nach z(z(—, Q/Z), Q/Z) = F?, die
bei X € ObZ-Mod gegeben ist durch

X LX’ F2X = Z(Z(X7Q/Z)7Q/Z)

Es bleibt zu zeigen, dal 7X fir X € ObZ/k-mod ein Isomorphismus ist. Mit Aufgabe 36 geniigt
es zu zeigen, dafl 7(Z/¢) ein Isomorphismus ist fiir ¢ | k. Betrachte

7(2/0)

z/t F2(Z/0) = 2(2(Z/¢, Q/Z), Q/Z)
b+0Z > ((z+lZ~2 2+ Z)— 2L+ 7).

Es haben Urbild- und Bildbereich wegen Z/¢ ~ F(Z/l) ~ F?(Z/{) gleichviele Elemente; vgl. oy
von oben. Bleibt also die Injektivitéit von 7(Z/¢) zu zeigen. Kommt b+ ¢Z unter 7(Z/¢) auf null, so
ist insbesondere %—i— Z = 0, wie man erkennt, wenn man a = 1 setzt. Also ist b € ¢Z, i.e. b+/{Z = 0.
Dies zeigt die Injektivitét.
Dies zeigt die Behauptung.

Die Behauptung zeigt auch gleich, daf F}, eine Aquivalenz von Z/k-mod® nach Z/k-mod ist.



(2) Beachte, dai t :=s-/£-m~! in Z liegt.
Fiir a € Z wird (w + mZ+—w - % +Z) € F(Z/m) unter F's = z(s, Q/Z) geschickt auf

(z—&—EZHsz—l—mZHsz-%—i—Z) = (z—i—fZHz-%—i—Z) € F(Z)1).

Unter dem Isomorphismus o, aus (1) entspricht (w +mZ+—w - £ + Z) dem Element a + mZ.
Unter dem Isomorphismus o, aus (1) entspricht (z 4+ (Z — z - % + Z) dem Element at + (Z.

Also haben wir folgendes kommutative Viereck.

F(Z/0) <2 F(Z/m)

Uzll lldm

Z/0<——1Z/m
(3) Setze t; ;1= s; ;- L;i-m; ! fiir 4 € [1,p] und j € [1,q]. Wir haben folgendes kommutative Diagramm.

F(,2/6) <) (@, 2/m;)
(Fu ...FLp)iz \L(Fq .. Fug)
@, F(Z/6) < @ F(Zfmy)

(") ()

B2/t~ @, Z/m,
Das untere Viereck darin kommutiert dank (2). Das obere Viereck darin kommutiert, da fiir o« € [1, p]

(Fo o Fog) (Fsig)jima = Y;(Fi;)(Fsa,;)
= E F(sa,jt)
(Z Sa,JLJ)
= F( Sa,1 - Saq )
= F(ta(sij)i;)
= F((sij)ij)Fra
F((563)i5) (Fro o Fro) o 5

vgl. auch Bemerkung 111.
(4) Es bildet
(32)
Z)2®7Z/16 —=Z/4B7Z/8
unter F geméB (3) ab auf einen Morphismus isomorph zu

(1%)

Z2®0Z/16<—Z/4DZ/S .
Wie in Aufgabe 15 kénnen wir diesen zu folgender rechtsexakter Sequenz ergénzen.
() (i%)
Z/A<——Z/207Z/16<—Z/1DZ/8

Diese bildet unter F' geméf (3) ab auf eine Sequenz isomorph zu

(04) (32)
E——

Z/4 2)20 216 ~——>Z/A®Z/S .

Da F = z(—, Q/Z), ist nach Lemma 52.(2) die resultierende Sequenz isomorph zu einer linksexak-
ten in Z-Mod, und somit selbst linksexakt.



Da F12(j ~ id auf Z/16-mod, ist es zwingend, dafl zweimaliges Anwenden von F' (und zweier isomorpher Ersetzun-
gen) unseren Morphismus bis auf Isomorphie zuriickgibt. Dal unser Verfahren genau den Ausgangsmorphismus
zuriickgibt, und nicht nur bis auf einen Isomorphismus, ist hingegen ein gliicklicher Umstand.

224
222
224

Z)20Z/APZ)8 ———Z/ABZL/ABZ/8

(5) Es bildet

unter F' geméB (3) ab auf einen Morphismus isomorph zu
124
(159)
Z2®Z/ADZL)8<~——Z/ADZL/ADL/S .
Wie in Aufgabe 15 kénnen wir diesen zu folgender rechtsexakter Sequenz ergénzen.
4 124
(4) (1)
Z/8<~——7Z20Z/A0Z/)8<~——Z/4ADZ/ADZ/8.
Diese bildet unter F' gemif} (3) ab auf eine Sequenz isomorph zu
224
222
ao )

1
78 700 z/402/8 e 7/A0Z/40 )8 .

Nach Lemma 52.(2), beachte F' = z(—, Q/Z), ist die resultierende Sequenz isomorph zu einer
linksexakten in Z-Mod, und somit selbst linksexakt.
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