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Aufgabe 31

Sei, wie angekiindigt, (Rel) die Kategorie der Mengen mit Relationen als Morphismen. Wir erinnern
daran, daf fiir Mengen X und Y also (gey)(X,Y) ={R : RC X xY} = Pot(X xY) ist. Ferner ist fiir

XLty Sz (Rel) das Kompositum
RS = {(z,2) e X X Z : esgibtein y € Y mit (z,y) € Rund (y,2) € S}

erkldrt. Die Identitdt auf der Menge X ist gegeben durch idxy = {(z,z) e X x X : z € X}: X — X.

Es hat (Rel) das Nullobjekt ), da fiir eine Menge X sowohl (gey (0, X) = Pot()) x X) = {0} als auch
(Rel) (X, 0) = Pot(X x 0) = {0} einelementig sind. Dementsprechend ist der Nullmorphismus von einer
Menge X in eine Menge Y durch () € Pot(X xY) = (ge)y(X,Y) gegeben, Oxy =0: X — Y.

Zu (Add1). Seien X und Y Mengen. Betrachte die disjunkte Vereinigung
XUY = {(z,1) : 2 e X}U{(y,2) : yeY}

(leichter Mifibrauch der Notation LJ).
Wir haben die Relationen

1 = {(z,(x,1)) e X x(XUY) :zeX} : X — XUY

o= {(y,(1,2) €Y x (XUY) : yeY} : Y — XUY
und

m = {((z,1),z) e ( XUY)xX : ze X} : XUY — X

m = {((y,2),y) e (XUY)xY :yeY} : XUY — Y

Wir behaupten, dafl X LY, zusammen mit ¢1 , to, 71 und 7, eine direkte Summe darstellt.
Zu (Sum 1).
Sei S eine Menge. Seien Ry C S x X, ie. Rx :S— X, und Ry C S xY,ie Ry :S—Y, gegeben.
Wir behaupten die Ezistenz und die Findeutigkeit eines R : S — X LY mit Rmy = Rx und Rmy = Ry.
Ezistenz. Setze

R o= d(s.0)eSx (XUY) : falls a = (z,1) fl.'.ir e-in xz € X, dann (s,x) € Rx ;

falls @ = (y,2) fiir ein y € Y, dann (s,y) € Ry

Sei s e S.

Sei z € X. Es ist (s,x) € Rmy genau dann, wenn (s, (x,1)) € R, da (z,1) das einzige Element in X LIY ist,
welches zusammen mit x in 7 liegt. Nach Konstruktion ist (s, (z,1)) € R genau dann, wenn (s,z) € Rx .
Also Rmy = Rx .

Seiy € Y. Esist (s,y) € Rmg genau dann, wenn (s, (y,2)) € R, da (y,2) das einzige Element in X LY ist,

welches zusammen mit y in 7y liegt. Nach Konstruktion ist (s, (y,2)) € R genau dann, wenn (s,y) € Ry .
Also R7T2 = Ry

Findeutigkeit. Sei R C S x (X UY) mit Rm, = Ry und Rmy = Ry gegeben. Sei s € S.

Sei z € X. Da (z,
genau dann, wenn
Also ist (s, ( 1))

1) das einzige Element in X UY ist, welches zusammen mit x in 7 liegt, ist (s,z) € Rx

(s

S
Sei y € Y. Da (y,2) das einzige Element in X UY ist, welches zusammen mit y in 7y liegt, ist (s,y) € Ry

(

S

s, (z,1)) € R. Auf der anderen Seite ist (s,z) € Rx genau dann, wenn (s, (z,1)) € R.

R genau dann, wenn (s, (x,1)) € R.

a
genau dann, wenn (s, (y,2)) € R. Auf der anderen Seite ist (s,y) € Ry genau dann, wenn (s, (y, 2)) € R.
Also ist (s ,(y, 2)) € R genau dann, wenn (s, (y,2)) € R.

Es folgt R = R.



Zu (Sum 2). Genauso wie (Sum1), viz. :
Sei T' eine Menge. Seien Ry C X xT,ie. Ry : X — T, und Ry CY x T, ie. Ry : Y — T, gegeben.
Wir behaupten die Ezistenz und die Findeutigkeit eines R’ : XY — T mit 1R’ = R’y und 1oR' = R}, .
Existenz. Setze

R o= L(at) e (XUY) T : falls « = (z,1) fijr e.in x € X, dann (2,t) € Rx ;

falls o = (y, 2) fiir ein y € Y, dann (y,t) € Ry

SeiteT.
Seiz € X. Esist (z,t) € t1 R’ genau dann, wenn ((x,1),t) € R', da (z, 1) das einzige Element in X LY ist,
welches zusammen mit x in ¢1 liegt. Nach Konstruktion ist ((x,1),t) € R’ genau dann, wenn (z,t) € Ry .
Also uR' =R .
Seiy € Y. Esist (y,t) € 12R' genau dann, wenn ((y,2),t) € R', da (y, 2) das einzige Element in X LY ist,
welches zusammen mit y in ¢o liegt. Nach Konstruktion ist ((y,2),t) € R’ genau dann, wenn (y,t) € R, .
Also 1aR' = R, .
Eindeutigkeit. Sei R’ C (X UY) x T mit t; R = Ry und 1, R’ = R}, gegeben. Sei t € T.
Sei x € X. Da (w,1) das einzige Element in X Y ist, welches zusammen mit x in ¢; liegt, ist (z,t) € Ry
genau dann, wenn ((z,1),t) € R'. Auf der anderen Seite ist (v,t) € Ry genau dann, wenn ((z,1),t) € R’
Also ist ((z,1),t) € R’ genau dann, wenn ((x,1),t) € R'.
Sei y € Y. Da (y,2) das einzige Element in X UY ist, welches zusammen mit y in ¢y liegt, ist (y,t) € Ry,
genau dann, wenn ((y,2),t) € R'. Auf der anderen Seite ist (y,t) € R} genau dann, wenn ((y,2),t) € R'.
Also ist ((y,2),t) € R’ genau dann, wenn ((y,2),t) € R'.
Es folgt R’ = R/.
Zu (Sum 3).
Seien z, ' € X. Da (z,1) das einzige Element ist, das zusammen mit x in ¢; liegt, und da (2/,1) das
einzige Element ist, das zusammen mit 2’ in 7 liegt, ist (x,2’) € 1371 genau dann, wenn x = 2. Also ist
LT = idX .
Seien y, vy’ € Y. Da (y,2) das einzige Element ist, das zusammen mit y in 5 liegt, und da (y’,2) das
einzige Element ist, das zusammen mit y’ in w5 liegt, ist (y,y’) € tam2 genau dann, wenn y = y’. Also ist
LTy = idy .
Sei z € X, sei y € Y. Da (x,1) das einzige Element ist, das zusammen mit x in ¢1 liegt, und da (y’,2)
das einzige Element ist, das zusammen mit 3 in w9 liegt, und da (x,1) # (v/,2), liegt (z,y’) nicht in
1o . Folglich ist 1y =0 = 0xy .
Seiy €Y, sei 2’ € X. Da (y,2) das einzige Element ist, das zusammen mit y in ¢o liegt, und da (2’, 1)
das einzige Element ist, das zusammen mit 2’ in m liegt, und da (y,2) # (2/,1), liegt (y,2’) nicht in
tamy . Folglich ist tom =0 =0y x .
Dies zeigt die Behauptung, und damit (Add1).
Gegen (Add2). Um zu zeigen, dafl (Add2) nicht gilt, zeigen wir, daf fir X = {1} die Relation

10

XUuX —> ( ) X U X kein Isomorphismus in (Rel) ist.

Kiirze 1 := (1,1) und 2 := (1,2) ab, also X U X = {1,2}.

Berechnen wir einmal X — X U X als Teilmenge von X x (X U X) = {( 1), (1,2)}. Beachte, daBl
m={1,1D}: XUX—X.Da (11)m =1={(1,1)}, folgt (1,1) € (11). B achte daB mo = {(2, 1)} :
XUX—X.Da(11)m =1={(1,1)}, folgt (1,2) € (11). Also ist (11) = (XuX)

Vgl. auch den obigen Nachweis von (Sum 1), darin den Existenznachweis.

Angenommen, es ist (% (1)) ('ZZ) =idx_x .

D) (ca)m =(11)(&). Da(11) = {(1,1), (1,2)} = X x (X UX), kann
0= ().XI_IXHX.
(1

1 1) (0 Z) m =11 (8 Z) m = 0, und wir haben einen Widerspruch.

Dann ist 0 = o idxx 71 = t2 (
das nur erfiillt sein, wenn (‘é)

Sodann ist 1 = 1 idxux ™ = 1



Aufgabe 32

(1)

Wir fithren eine Induktion iiber m. Fiir m = 0 ist 0 eine direkte Summe wie verlangt.

Sei nun m > 1 und eine direkte Summe X; & - - ® X,,—1 von (X1,..., X,,—1) als existent voraus-
gesetzt, zusammen mit Inklusionsmorphismen ¢, ..., ¢/, _; und Projektionsmorphismen =/ , ...,

7, _1 - Bilde die direkte Summe (X7 & -+ ® X;5,—1) ® X;, , zusammen mit Inklusionsmorphismen

1"

X,0---0X,, ] - (X1® Xy 1) X, und X, —2» (X1®- - 0 X 1) B X

sowie Projektionsmorphismen

(X1 @ DX 1) DX —> X1 D X1 und (X1® D Xmo1) DX —2 X

Wir behaupten, dal (X1 @ -+ B Xpp—1) ® X , Zusammen mit

vl firi e [1,m—1]
L =
’ Wy firi=m

und

1

mfwl firdie [l,m—1]
T o=
‘ e firi=m

eine direkte Summe von (Xq,...,X,,) ist.

Zu (Sum1). Sei S € ObA und ein Tupel von Morphismen (§ —» Xi)ier,m) gegeben. Setze s :=
((s1sm-1)sm): S —> (X1 @ ® Xpmo1) ® Xon . Es wird sm; = sainl = (51 sm—1) 7w} = s; fiir
i €[1l,m—1] und sm,, = s7§ = s;, . Sei umgekehrt §: S — (X1 ®-- - ®X;—1) B X, mit 5m; = s;
fiir ¢ € [1,m] gegeben. Dann ist zum einen §7§ = §m,, = S, . Zum anderen ist $7) = (51 - sm-1),
da §rfnl = §m; = s; fiir i € [1,m — 1]. Insgesamt ist § = s.

Zu (Sum2). Dual zu (Sum 1), viz.: Sei T' € Ob A und ein Tupel von Morphismen (X; e T)ic1,m]
t1 t1
>> (X1 e X)X, —T. ESWiI‘dLitL;LllltL;( > =

tm—
m—1 tm—1

gegeben. Setze t := < (

t; fiir i € [1,m — 1] und ¢yt = Gt =ty .

Sei umgekehrt £ : (X, @ --- @ X,,_1) ® X,,, — T mit ¢;t = t; fiir i € [1,m] gegeben. Dann ist
ty
zum einen (4t = t,,t = t,, . Zum anderen ist Jt = < >, da )t = 1t = t; fiir i € [1,m — 1].
tm—1

Insgesamt ist ¢ = t.

Zu (Sum3). Seii € [1,m]. Esist ¢;m; = L ninl = nl =1fallsi € [1,m—1]. Esist ¢;m; = ojml) =1
falls ¢« = m.

Seien 4, j € [1,m] mit i # j. Es ist 1;m; = ({77} = jm; = 0 fallsi € [1,m—1] und j € [1,m —1].

i il
Es ist ¢;m; = jufmy = 0, falls i € [1,m — 1] und j = m. Es ist ¢;m; = iynyw; = 0, falls i = m und
jel,m-—1].

Cf. Bemerkung 100.
Sei i € [1,4]. Sei k € [1,n].
fi,
Sei s € [1,m]. Zum einen ist tsmsfis =1- fis = ts ' ) 7s . Zum anderen ist fiir ¢ € [1,m]

fin o fi1
mitt;ésauchbtﬂ'sfi,s:0-fi7s:0:Lt< '-.f )WS.Alsoistwsf@S:( '~,f )775.

Fiir s € [1,m] ist folglich

fin
(fir oo fim) s = fis = (1“‘1)7T5fi,s = (11)< ."f. )WS’



fi,
und also (fi1 - fim) = (1..1) < ' ; >
g1,
Sei s € [1,m]. Zum einen ist g, xLsTs = gs -1 = ¢ < o ) s . Zum anderen ist fiir ¢ € [1,m]
Im k

91,k 91,k
mit ¢t # s auch gg ktsm = gs k-0 =0 =1, < )71',5. Also ist gg kts = ts ( )
Im k 9m .k

Fiir s € [1,m)] ist folglich

s % o !
Ls : = Us,k = Us,kls () = Ls( ) () )
9m k 1 Im Kk 1
g1,k 91,k 1
und also : = 2.
Im,k gm ,k 1

Schliefllich wird fiir s € [1,m]

fin 91,k fin f fi, 191,k
T, . Te = T, e = TMT; = T s
’ f'i,7n : 9m .k s ’ fi,m SgSJC s 7/)3g5)k7 fi,mgmk s
. fin 91,k fi191,k
und folglich = .
fi,m Im,k fi,rngmk

Unter Verwendung dessen wird

ti(fig)ig (95k)jkTh = (fal--~f7>vm)(l E, )

9m ,k

(1--1) (f f) (g glm) C)
= e, 0)

2 jeit,m) fi.i 95k -

Bs folgt (fi.j)ig (950)50 = (2 jem) fid9ik);p-
Cf. Bemerkung 102.

u

(3) Bemerken wir zunéchst, dafl allgemein ( )v = ( >7 wie man mit (2) oder direkt, durch

Ul 1v
Uy um
Vergleich nach Komposition mit ¢; von links fiir ¢ € [1,m], sieht. Dual ist allgemein v (w1 ... wn) =

(vw1 VWY, )

Beachte nun, dafl

f1 L1
: f1 ! f1
(1..11..1) ch = (1.11.1) [ S o= (1111 1
: T I
0 0
f1 fi
= (L1t 1)(m ) = (-1 Dienw i
fr fr
und analog
0 0
5 . Frt1 fre1
(111 1) | frs (1o.111) | 4y = (1..11..1) [ 4 :
: frte 1 frre
frote Le



Ganz analog erhalten wir f; +0 = (11) (16) =(11) (é) fi=()mfi=1-fi=f;und 0+ f; =
() =00 fi=()mfi=1-fi=fifiric[lk+4.
Wir haben nun

(Zie[l,k]fi)+(Zie[k+1,k+l]fi) = (Zienmfi Zie{k“vk“lﬁ)(%)
fi 0

.
= (1..11..1) %fk+1 (

=
~—

0 fk.u
f1+0

fk.‘i’o
O+ fr+1

0+fk+e
f1

= (1...11...1) fi

frt+1

frve
Zie[l,kJrl] fi-
Cf. Bemerkung 103.
(4) Es wird
f.l 4
St N Cyenam) = -0 (3 ) oo ()

fr
fig1 ... f19e 1
frg1 - frge 1
Ejeu,z] fig;
= |
Zjep,g] frg;
Zie[l,k] Zje[u] figi -

Cf. Bemerkung 104.
(5) Zur Assoziativitit. Seien f1, fa, f3 € A(X,Y). Gemif (3) ist
(it f)+fs = Qiep fi) + Cica fi) = Xieng fi = Cicpy i) + Xicpy fi) = A+ (f2+fs) -
Zum neutralen Element. Sei f € 4(X,Y).

Es ist, wie auch schon in (3) bemerkt, f+0=(11)({) =(11)(§) f=(11)m f = 1- f= f und
0+f=01)(3) =0 )f=0)mf=1-f=F
In einer Kategorie mit Nullobjekt, welche (Add 1) erfiillt, ist (% (1)) stets ein Monomorphismus, da aus 0 =

(st) (% [1)) = (s+t 0+t) zunichst ¢ = 0 und dann auch s = 0 folgt, wie aus dem bisherigen folgt. Dual hierzu

ist darin (% [1)) stets auch epimorph. Ist in einer solchen Kategorie also desweiteren bekannt, dal Morphismen,
die mono- und epimorph sind, bereits Isomorphismen sind, dann ist sie additiv.

Zur Kommutativitit. Seien f, g € A(X,Y). Es wird
Fro=00() = 0EHE) = 60 () = o7
Zum additiv Inversen. Sei f € 4(X,Y).

(i%)

Nach (Add 2) aus Definition 98 ist X & X ~— X @ X ein Isomorphismus. Sei (4 3 ) sein Inverses.

Es wird



Also ist uw =1, v =0, und folglich x =1 und 1 + w = 0.
Mit (4) folgt f+wf=1-f+w-f=1+w)f=0-f=0.
Cf. Bemerkung 105.

Sei k € [1,m]. Sei ¢ € [1,n]. Mit (5) wird
u((fig)ig + (fi)ag)me = we(fig)igme + we(fi;)igme = fre+ frp -

Also ist (fij)i; + (fi ;)i = (fig+ fij)ij-
Cf. Bemerkung 106.

Wir behaupten, daf

100
(Gi8)
XeY)oZ XeYaeZz
ein Isomorphismus ist, der von
10\ /0
(88) ()
XeY)eZz XeYaZ

invertiert wird.

In der Tat wird unter Verwendung von (2)

(%

oo

) (398)(90) (598) (0 Loy o 1
)(1) = (001)(<§g>) (001)8 - (6D®) -«

Aufgabe 33

(1)

Die Aussage ist richtig.
Sind a und d Isomorphismen, dann ist (§g) at 0 ) = (¢9) und (‘fl 0 ) (69) = (69). Also

. . . . -1 -1
ist (82) ein Isomorphismus, mit (82) = (ao dgl).

Sei umgekehrt (83) ein Isomorphismus. Sei (§9) = (83) (e2) = (Gwar)und (59) = (&2) (83) =
ot %) Es folgt, da8 a ein Isomorphismus ist mit a=! = u und daf d ein Isomorphismus ist mit

d=! = x. (Ferner folgt v =0 und w = 0.)

Die Aussage ist falsch.

Die inverse Implikation trifft zu. Seien a und d Isomorphismen. Es wird (8 2) ( ' _1bd_ )
b
d

und (agl_a;l,bldil)(gz) = (6?) Also st (SZ) ein Isomorphismus, mit (g) =

<a71 —ailbdfl)
0 d—! :
Die direkte Implikation trifft nicht zu. Betrachte z.B. in A = Q-Mod den Morphismus

(60) %))

Q®0 —> 0® Q. Dies ist ein Isomorphismus mit dem Inversen Q &0 <—= 0® Q. In der Tat ist
(60) (¥6) = (66) = (0%7), da 0o = 1o; und genauso (15) (50) = (51) = (o1)-
Die Aussage ist richtig.

Falls @ und d Isomorphismen sind, so haben wir bereits beim Beweis der zutreffenden inversen
Implikation in (2) gesehen, da dann auch (§ Z) ein Isomorphismus ist.



Sei umgekehrt (82) ein Isomorphismus. Sei (§9) = (83) (v2) = (““d‘tvbw “U(};bx) und (39) =

(42) (6 Z) = (ff,‘; ff,lf,f;‘é). Da X = X’ und da ua = 1, ist X —» X eine Retraktion und somit nach
Voraussetzung ein Isomorphismus. Aus wa = 0 folgt w = 0. Es ist de = 1 und 2d = wb + zd = 1.
Also ist auch d ein Isomorphismus.

Aufgabe 34

Zeigen wir, dafl (End 4(X), +, -) ein Ring ist, wobei (+) resp. (-) die Morphismenaddition resp. -komposition
aus A bezeichnet.

Ring 1) Dank Bemerkung 105 ist (End 4(X),+) eine abelsche Gruppe.

( )
(Ring 2) Assoziativitéit von (-) folgt aus der Assoziativitdt der Komposition in A4, i.e. (Kat4).
(Ring 3) Das neutrale Element beziiglich (-) ist idx, cf. (Kat 1,2).

(Ring4) Distributivitdt von (+, ) folgt aus Bemerkung 104.

Zeigen wir, dafl (Hom4(X,Y), +, -, %) ein End 4(X)-End 4(Y")-Bimodul ist, wobei (+) durch die Morphis-
menaddition in A gegeben ist und wobei sowohl (+) als auch (x) durch die Komposition in .4 gegeben
sind.

(BiMod 1)
(LMod 1
(LMod 2
(LMod 3
(

) Dank Bemerkung 105 ist (Hom4(X,Y’), +) eine abelsche Gruppe.

) Assoziativitit folgt aus der Assoziativitét der Komposition in A4, i.e. (Kat 4).

) Es verhélt sich idx multiplikativ neutral geméf (Kat 2).

LMod 4) Distributivitéit von (+,-) folgt aus Bemerkung 104.

(BiMod 2)
(RMod 1
RMod 2

(
(RMod 3
(

) Siehe (LMod1).

) Assoziativitit folgt aus der Assoziativitit der Komposition in A4, i.e. (Kat 4).

) Es verhélt sich idy multiplikativ neutral gemis (Kat 2).

RMod 4) Distributivitét von (+, *) folgt aus Bemerkung 104.

(BiMod 3) Die Assoziativitdt der beiden Skalarmultiplikationen (-) und (x) folgt aus der Assoziativitét der
Komposition in A, i.e. (Kat4).

Ubrigens. Seien R und S Ringe. Ein R-Linksmodul ist auffabar als eine abelsche Gruppe M, zusammen mit einem
Ringmorphismus R° — Endz M, r — r-(—). Ein S-Rechtsmodul ist auffa3bar als eine abelsche Gruppe M, zusammen
mit einem Ringmorphismus S — Endz M, r — (=) * r. Ein R-S-Bimodul ist auffabar als eine abelsche Gruppe M,
zusammen mit einem Ringmorphismus R° ®z S — Endz M, r ® s — 1 - (—) * s; cf. Aufgabe 20.
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