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(1)

(2)

(3)

Die angegebene Abbildung ist T-S-linear; cf. Bemerkung 51.(1). Zeigen wir, daf} sie bijektiv ist.
Sei (gi)i € [[, Hompg(X, M;) gegeben. Nach der universellen Eigenschaft des Produktes gibt es nun

genau eine R-lineare Abbildung X 2 [1; M; mit gm; = g; fiir alle i € I; cf. Bemerkung 38.(1).

Die angegebene Abbildung ist S-T-linear; cf. Bemerkung 51.(1). Zeigen wir, daf sie bijektiv ist. Sei
(9i)i € [I; Homp(M; , X) gegeben. Nach der universellen Eigenschaft des Coproduktes gibt es nun

genau eine R-lineare Abbildung [, M; —%+ X mit 1;9 = g; fiir alle i € I; cf. Bemerkung 38.(2).

Die angegebene Abbildung existiert, wie die R-bilineare Abbildung von Y x ([[, M;) nach
LY % M), die (y, (m;);) — (y ® m;); schickt, zeigt. Sie ist T-S-linear. Nennen wir sie o.

Konstruieren wir eine Umkehrabbildung. Zur Familie der 7T-S-linearen Abbildungen

Y Li
(Y ® M; ren Y ® (11, MZ)) gibt es nach der universellen Eigenschaft des Coproduktes genau
R R ¢

eine T-S-lineare Abbildung [],(Y ® M;) “eve (I, M;) mit ;o = Y ®¢; fiir i € I (zwei
R R
verschiedene ¢;); cf. Bemerkung 38.(2).
Zeigen wir J¢ Zid. Es geniigt, dies auf Elementartensoren zu iiberpriifen. Fiir (m;); € [[, M; wird
(yom)ip = 3 (y®@m)p
= d(yem)(Y @)
= Zl(y ® mit;)
= y® (2 mit)

Zeigen wir v < id. Dank der Eindeutigkeit aus der universellen Eigenschaft des Coproduktes

geniigt es, t;p0 . t; id fiir alle ¢ € I zu zeigen. Diese Gleichheit wiederum geniigt es, auf Elementar-
tensoren zu iiberpriifen. Es wird

(y@mi)uipd = (y@m))(Y ® ;)9 = (y® (mi))d = (y®@my)uid .
Insgesamt haben wir 1 als Isomorphismus nachgewiesen.

Sei sZr gegeben. Wie in (3) sieht man auch den R-T-linearen Isomorphismus ([, M;) ® Z — 11, (M;: ® Z),
} S S

Aufgabe 20

(1)

Zunichst wollen wir auf der abelschen Gruppe A ® B eine Multiplikation definieren.
R

Seien o’ € A und V' € B. Die Abbildung

1”1

A x B 2% 4 9 B
R
(@ , b)) FH—— ad @ bV

ist R-bilinear; insbesondere ist (ar)a’ ® bb' = (ad’)r @ bb' = aa’ @ r(bb') = ad’ @ (rb)¥’ fir r € R,
a € Aund b € B. Also gibt es die Z-lineare Abbildung
“Z',b/

A ® B A ® B
R

R
a ® b — ad’ ® bV



Sei £ € A® B. Die Abbildung
R
A®B
R
(a/ 5 b/) — f,ugll,b/

ist R-bilinear, wie wir nun zeigen wollen.

Seien a/, @ € Aund ¥/, b’ € B gegeben. Es wird fiir a € A und b € B

(a’ ® b)u/a///+d/, b/+g/ = ( I ~/) ® b(b/ + 6/)
= ad @bV + ad @bV + ad’ @b + ad’ @ by
= (@) (ug? y + 1) 5, + Bar e + 15) -

" " " "

Da /iZf_Hi, bty und pg7 4 +u, K + Mgy T HG beide Z-linear sind, und da wir eben gesehen haben,

daB sie auf Z-linearen Erzeugern iibereinstimmen, folgt §u;’/’+&,7 ik = sy + SR 5 T Euss y +
"

gl’(’ /b/ N

Seien o’ € A, r € R und V' € B gegeben. Es wird fiir a € Aund b € B

(a®@b)pgry = ala'r)@bb' = (ad)r @bt = ad’ @ r(bb') = ad’ @b(rb') = (a@b)py 4y -

Da pllf ., und pl ., beide Z-linear sind, und da wir eben gesehen haben, daf§ sie auf Z-linearen

Erzeugern {ibereinstimmen, folgt &ul)r,. . = Eulll

Also ist Ax B— A ® B, (da/,b) &fu;’f » in der Tat R-bilinear. Wir erhalten die Z-lineare
& :
Abbildung

’

A®BLA®B
R

a @ U b (d@V)u;=Eul,
Insgesamt haben wir die Abbildung

A®B x A®B - A®B
R R R

& ., n > qug = (Emp =& p
konstruiert. Insbesondere wird fiir a, a’ € Aund b, V' € B
(@®b)-(a'®@V) = (' @V )upgy, = (@@b)ugyy = ad @Y.

Priifen wir nach, dal (A ® B, +,-) ein Ring ist. Beachte, dafl
R

A®B = {3} ,c;a;®b; : I endliche Menge, a; € A, b; € B} .
R

Halten wir zunéchst fest, daf fiir I und J endliche Mengen, a;, a € A und b;, b; € Bfiriel,
j € J sich

(Pierai®bi) Qe a;00;) = (Xjes0;® bl‘)ﬂ’z o1 ai®b;

= Yjes ( ; ®bj) uzela(@b)
Yier (Cierai @biugr )
Yjes (Xier((ai ®b; )#Z'/ b’))
2 jes (Yier a;aj @ b; b;)
= il jes @it} @ bib]

ergibt.



(Ring2) Seien I, J und K endliche Mengen. Seien a; , a’;, aj € Aund b;, b}, by € Bfivriel,jeJ

und k£ € K. Es wird

70

(Cicrai ®@bi) - (Ljes a5 @) - (Lyex af @ b)

(Sicr, e aia; © bib)) - (S af, © B])

_ Y NV
= Dicl jeJ ke iajay ® bbby

= (Lierai ®bi) - (e vex @ik © Viby)
= Cierai®b) - (Cjesa) © ) Cier 9k ©67)) -

(Ring 3) Sei I eine endliche Menge, und sei a; € A fiir ¢ € I. Es wird

(1@1)(2:161&1@61) = Zie]ai@bi = (Zze1a2®bl)(1®1)

(Ring4) Seien I und I disjunkte endliche Mengen, und seien J und J disjunkte endliche Mengen. Seien
a;,a. € Aund b;, b, € Bfirie IUI und j € JUJ. Es wird

J J

(Pierai ©@bi) + (Cicrai @bi)) - (2;es 45 @) + (2545 @ b))

= (Qierurai ®bi) - (ZjeJuJ a;- ® b;)
Eie]uf, jeJud aia;- ® bib;'
= ier, jes 0ia} ®@bib}) + Xy, jejaia} ® bib]

+ (Zief, jeJ aia; ® bib;‘) + (Zief, jejaia;‘ ® bib;‘
= (Xiesai ®bi)- (Zje} a;- ® b;) + (Xierai®b;
+ (Ziefai ®b;) - (ZjeJ a;- ® b;) + (Zief a; @b

Also ist A ® B ein Ring.
R

)
)
) -
)

(X jes @j @ b5)
(X jera; @bj) .

Nun benétigen wir noch einen Ringmorphismus von R nach A ® B. Setze
R

R 2~ A ® B

1.

R BQ

r b r-1

Dies ist ein Ringmorphismus.

Alsoist r(a®b) = (ro)(a®@b)=ra®@b=a®rbfirr e R,a€ Aund b € B.
Insbesondere ist (10)(D,c; @i ®bi) =D, rai®@b;i =, ar @by = (3,0 a: b)) (re) fiir r € R,

I eine Menge und a; € A und b; € B fiir i € I.

In T oder T°, welche dieselbe unterliegende Menge haben, werde nur die Multiplikation in 7" ohne

Multiplikationssymbol geschrieben.
Sei zum einen gMp gegeben.
Sei m € M. Die Abbildung

S x 1T° — M
(s , t) F—> s-mxt

ist Z-bilinear. Also existiert die Z-lineare Abbildung

S ® 1° e M
Z
s ® t B—  s-m=xt.

Insgesamt haben wir eine Abbildung

SeT° x M ‘% M
Z

& . om = fu,=(Emp=1¢m.



Insbesondere ist fiir I eine endliche Menge, s; € Sund ¢t; € T fiiri € 1
(Zie] 5 ®t;) -m = (Zie] 5 @ ti)/i;n = Ziej((si ® ti)ﬂ;n) = Zie] Si-moxt; .
Zeigen wir, dal (M, +,-) ein S ® T°-Linksmodul ist.

(LMod2) Seien I und J endliche Mengen. Seien s;, s; € S und ¢
m € M. Wir erhalten

(iersi®t)- (ZJEJ ;& t/)) = (Ziel,jeJ 515; ® t;’ti) -m
= ZieI,jEJ(siSS)'m*(t’tl)
= (Liersi®t) - (X ey 85 - mxt))
= (Liersi®t) (e, 8 ®t5)-m).

it € Tfirielundj€ Jund

(LMod 3) Sei m € M. Wir erhalten
I®l)-m =m.

(LMod 4) Seien I und I disjunkte endliche Mengen, seien s; € S und ¢; € T fiir ¢ € I U I, und seien
m, m' € M. Es wird

((Ziel 5 @) + (Zief 5; @ t;))(m +m')
= (Ziemfsi®ti)(m+m/)
= Zielufsi'(m+m/)*ti
= Yicrui(si-mxti4s;-m xt;)
= (Qiersi-m*ty) + (Qoiesi-mxty) + Qiersi-m/ xti) + (D58 m xt;)
i€l i€l el el
= (Diersi®@t) - m+ Qi cisi®t) - mA4 Qe s @ti) -m' + (D58 @ti) - m

Sei zum anderen S§>T0M gegeben.
Setze s-m:=(s®1) - mund mx*t:=(1®t) - mfirse€S,t€T und m € M.
(LMod2) Seien s, s’ € S und m € M. Es wird
s-(sfm) = (s521)-((§®1)-m) = (s1)-(®1)-m = ((ss)®1)-m = (ss') -m.
(LMod3) Seim e M. Eswird1l-m=(1®1)-m=m.

(LMod4) Seien s, s’ € S und m, m" € M. Es wird

(s+s)-(m+m) = ((s+s)@1)-(m+m)
= ®1+8®1)-(m+m)
(s®1) m+(s@l)- m+('®@1) - m+(s§®1) - m

s-m+s-m+s -m+s-m.

(RMod2) Seien t, ¢ € T und m € M. Es wird
(mx+t)xt' = (1et)-(1et)-m) = (1et)-1et)) - m = 1 (t't) -m = mx*(t't).

(RMod3) Seime M. Eswirdm*1=(1®1)-m=m.
(RMod4) Seien m, m’ € M und t, ¢ € T. Es wird

(1@ (t+1)) (m+m')

= (I®t+1t) - (m+m)

= (I®t)m+(1xt)- m+(1xt) - m+1at) -m
mxt+mxt' +m' «t+m' xt' .

(m+m)x(t+1t)



(BiMod 3) Seien s € S, m € M und ¢t € T. Es wird

(s-m)*xt = ®@t)-((s®1)-m)
= (I®t)(s®1)) -m
®t)-m

Man sieht auch noch, dafi (s ® t) -m = s -t *m.

Beginnen wir mit My, bilden wir im ersten Schritt die zugehorige S ® T°-Linksmodulstruktur auf
Z

M und dann im zweiten Schritt die wiederum hier dazugehorige S-T-Bimodulstruktur, so erhalten
wir wegen den Gleichheiten (s®1)-m = s-m und (1®t)-m = m xt aus dem ersten Schritt, wobei
se S, teT und m € M, gerade gMry zuriick.

Beginnen wir mit ggre M, bilden wir im ersten Schritt die zugedrige S-T-Bimodulstruktur auf
z
M und dann im zweiten Schritt die wiederum hier dazugehorige S ® T°-Linksmodulstruktur, so
Z

erhalten wir wegen der Beziehung

Zie] Si-mxl; = Zie]((si ®t;)-m) = (Zie] 5 @t;)-m

aus dem ersten Schritt, wobei I endliche Menge, s; € S und t; € T fiir ¢ € I, m € M, gerade
seTe M zuriick.
z

Diese ldngliche Verifikation ist der Grund, warum S-T-Bimoduln nicht von vorneherein als S ® T°-Linksmoduln
z

eingefiihrt werden.

Aufgabe 21
Sei ¢ € r(rRMs ? sX, rN). Zu zeigen ist ¢(f ® h, g)ax/ mr N/ = wax un(h, (f,9))

Auf der einen Seite wird

o(f@h,g)ax vn = (f@h)pg)ax: v N
= (@'t m't—m ez )(feoh)pg)
= (@' m'—m'fez'h)pg)) .

Auf der anderen Seite wird

paxmun(h, (f,9) = (zr=(mi=(m@a)p))(h, (f.9))
= h(mH(mH(m@x) ))(f7 9)
(a: > z'h = (m > (m ® 2'h)p) — (mH(m@x’h)gﬁ)(f,g))
= (2t (m—~(me2'h)e)(f.g))
(@' = (m/ =m/f = (m/ f @ 2’ h)p i (m' f @ 2'h)p g))
(2> (m > (m' f @ 2'h)pg)) -

Vgl. Lemma 62.(2).

Aufgabe 22

Zu (1).

Zur Surjektivitit von g. Sei Z = Cokerng. Es wird X” —2» Cokerng = Z unter r(9,Z) auf gp = 0
abgebildet. Da g(g, Z) injektiv ist, folgt p = 0, i.e. Cokerng ~ 0, i.e. g ist surjektiv.

Zur Exaktheit bei X. Sei Z = X”. Es ist g = idx» g(g,Z) € Im r(g,Z) = Kern r(f, Z), und somit ist
fa=9r(f,Z)=0,ie Imf C Kerng.



Sei nun Z = Cokern f. Es wird X’ £, Cokern f = Z unter gr(f,Z) auf fp = 0 abgebildet. Wegen der
Exaktheit bei (X, Z) gibt es ein h € r(X",Z) mit h g(g,Z) = p, i.e. mit gh = p. Ist nun « € Kernpg,
so ist auch 0 = xgh = zp = x + Im f, also x € Im f. Dies zeigt Im f O Kerng.

Zu (2). Sei Z ein R-Linksmodul. Nach Lemma 52.(2) ist die Sequenz

A "z
(M, 2) S22 a2y 222, 2)
von S-Linksmoduln linksexakt. Nach Lemma 62 haben wir folgendes kommutative Diagramm von Z-Mo-
duln; vgl. Aufgabe 21.

s(N, r(i,2)) s(N, r(p,2))
it

s(N, r(M, Z)) s(N, rR(M", Z))

at ? al 2 a~! )
N,M’.,Z N,M,Z N,M".Z

R(M/ ® N, Z) r(IQN,Z) R(M ® N, Z) r(P®N,Z) R(MU ® N, Z)
S S

Nach loc. cit. ist die obere Zeile linksexakt.

Denn da die Operation g(N,—) kurz exakte Sequenzen in linksexakte Sequenzen iiberfiihrt, iiberfithrt
sie insbesondere injektive S-lineare Abbildungen in injektive Z-lineare Abbildungen. Eine linksexakte

Sequenz Y’ 2 Y —2» V" von S-Moduln kann aber aufgespalten werden in eine kurz exakte Sequenz
Img

Y Loy g und noch eine injektive lineare Abbildung Im g C— Y. Die kurz exakte Sequenz
kommt auf eine linksexakte Sequenz, die injektive Abbildung auf eine injektive Abbildung. Wieder zu-
sammengesetzt entsteht eine linksexakte Sequenz.

Daher ist auch die untere Zeile linksexakt.

Denn zum einen ist g(p ® N, Z) injektiv, da o@’lM,,’Z bijektiv und a&}M,,’ZR(p®N, Z) injektiv ist.

Zum anderen ist oz;,}M,,Z rRPON,Z)r(i®@N,Z) = 0, also r(p@®N,Z)r(i ® N,Z) = 0 und mithin

Im r(p®@ N,Z) CKern g(i ® N, Z). Zum dritten sei uns ein £ € g(M @ N, Z) mit { p(i @ N, Z) = 0 ge-
s

geben. Dannist 0 = £ r(i @ N, Z)an mr,z = {an o,z (N, (4, 2)), also Ean, v,z € Kern (N, g(i,2)) =
Im s(N, r(p,Z)), also Lanmz = ns(N, r(p,Z)) fir ein n € (N, g(M"”,Z)). Somit ist £ =
ns(N, R(p,Z))a;,}M,Z = naN}M,,Z]g(p@N,Z) € Im r(p® N, Z). Also ist auch Im gr(p® N,Z) D
Kern g(: ® N, Z).

Mit (1) folgt schliefllich die Rechtsexaktheit von M’ ® N B MeoNZEI M e N,
S 5 S
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