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Losung 3
Aufgabe 11T
(1) Sei M" = z{{m{, ..., m}}) fiir ein ¢ > 0. Wéhle m; € M mit m;p = m{ fiir i € [1,¢]. Sei Kernp =
z{{m}, ..., m.}) fiir ein s > 0. Wir behaupten, daB
M = z({{m}, ...,m,, my,...,mu}).

Sei m € M gegeben. Schreibe mp = wym/ + - - -+ wymj fiir gewisse w; € Z. Es ist (m — (wymy + -+
wymy))p = 0. Also ist m — (wymq + -+ +wymy) € Kernp, und wir kénnen m — (wymq + - -+ + wymy) =
z1mj + - -+ + zsml, schreiben fiir gewisse z; € Z. Insgesamt wird

m = (wimy + - +wymy) + (z1my + - + zeml) .
Dies zeigt die Behauptung.

Wir fithren eine Induktion nach ¢. Fiir £ = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also ¢ > 1 und die Aussage fiir
¢ — 1 bekannt.

Sei Z% Lo ZOE=D) (21,2, . .., 2) —> (22,...,2). Es ist p eine Z-lineare Abbildung. Sei M" :=
Im(p|as) € Z®UY . Nach Induktionsvoraussetzung ist M endlich erzeugt. Wir haben eine surjektive
Z-lineare Abbildung p|At" : M — M".

Wir haben die injektive Z-lineare Abbildung

Kern(p|M") = {(z1,...,20) € Z®" : (21,...,2) € M, z; =0 fiir i € [2,(]} — Z
(Zl,...7Zg) - 21

Ihr Bild ist nach Aufgabe 4.(1) endlich (viz. von einer einelementigen Menge) erzeugt. Also ist auch
Kern(p|3") als zu diesem Bild isomorpher Z-Modul endlich erzeugt.

Somit sind die in (1) gemachten Voraussetzungen an M” und Kern(p|}") erfiillt und wir kénnen
schlielen, dafl M endlich erzeugt ist.

Aufgabe 121

(1)

Betrachte

X AN y 2> Cokern f

]

X' —> 7y’ —> Cokern 1!

Da f(np) = &f'p = &0 = 0, gibt es nach der universellen Eigenschaft des Cokerns genau eine R-lineare
Abbildung Cokern f —» Cokern f, fiir die np = pc ist; vgl. Bemerkung 39.(2).

Da n und p surjektiv sind, und da np = pc, folgt, dafi ¢ surjektiv ist. Wir haben zu zeigen, dafl ¢
injektiv ist, i.e. dafl Kernc .

Es schickt ¢ das Element y + Im f = yp auf ypc = ynp = yn + Im f’ fiir y € Y. Sei dieses Bildelement
null. Dann ist ynp = 2/f’ fiir ein 2’ € X’. Dank & surjektiv gibt es ein z € X mit € = 2’. Also ist
yn =2 f =xff =xfn, alsoy —xf € Kernn C Im f, und somit gibt esein £ € X mit y —xf = Zf.
Alsoist y+Imf=(zx+2)f +Im f =0.



Aufgabe 131
Beachte, daf3 § : ®i€[l7k] M; — @ie[l,é] Nj (ml, R ,mk) — (mlél,l, ey mgéag).

Wir haben den R-linearen Isomorphismus

Cokernd = (B,cpy,qNj)/Imé = B¢y Cokernd; ;

(n1,...,n0)+Imé > (n1+Imdr1,...,n¢+Imdsy)
(n1,...,n0) +Imé <+— (g +Imdi1,....,n,+Imdgy) .
Hierbei ist —— wohldefiniert, da (ny,...,n¢) € Imd impliziert, daf8 n;, € Im ¢, ; fiir alle @ € [1, 4.
Ferner ist <— wohldefiniert, da (n1,...,n¢) € Imé von (n; € Imd; ; fiir alle ¢ € [1, £]) auch impliziert wird.
Aufgabe 147
(1) Sei M ein endlich erzeugter Z-Modul, sagen wir, M = z(mq,...,my) fiir ein £ > 0 und m; € M fir
. M1
€ [1,4]. Sei ZLM, Zh—>2zm;. Sei p = ( > S 2 — M, (21,...,20) = zimy + - zgmy
He

Nach Konstruktion ist p surjektiv.
Nach Aufgabe 11.(2) ist Kern p endlich erzeugt. Genau wie eben erhalten wir ein & > 0 und eine

surjektive Z-lineare Abbildung Z®* — Kern p. Komponiert mit der Inklusion Kern p —+ M erhalten
wir eine Z-lineare Abbildung ¢ = (¢; ;)i ; : Z®*¥ —= Z®¢, fiir welche Im ¢ = Kern p ist.

Durch Hinzufiigen weiterer Summanden auf der linken Seite, die allesamt auf 0 abgebildet werden,
konnen wir ferner erreichen, dal 0 < ¢ < k. In anderen Worten, wir kénnen der Matrix ¢ weitere
Nullzeilen anfiigen, ohne daf} sich ihr Bild dndert.

Fir ¢ € [1,k] und j € [1,€] ist ¢;; : Z—Z eine Z-lineare Abbildung; sei f;; = lg;;, und sei
F .= (fi,j)i,j c kag.

Der Homomorphiesatz, angewandt auf u, liefert einen Z-linearen Isomorphismus
Cokerngp = Z%/Imyp > M
(z)i +Ime = (z)ip = Diep,q2imi;
cf. Lemma 30.

Seien S = (s;,)i; € ZF** und T = (t; ;). € Z** ganzzahlig invertierbar so, dal SFT = D = (d; ;)
diagonal ist; vgl. Aufgabe 10.

Sei 0y L—Z, zt—zs; ; fir i, j € [1,k]; sei 6 = (J;;)i,; - Es ist o ein Z-linearer Isomorphismus.
Sei T ;L —Z, z+—zt; ; fird, j € [1,k]; sei 7 = (7;,)i,; . Es ist 7 ein Z-linearer Isomorphismus.
Seid;j: Z—7Z, z—zd, ; fir i, j € [1,k].

Aus SFT = D folgt ot =6 (1).

Anwendung von Aufgabe 12.(1,2) auf das kommutative Viereck

AL LZ@Z
o
AL *6>Z®€

liefert einen Z-linearen Isomorphismus Cokern ¢ =+ Cokern d.

Aufgabe 13, angewandt auf ¢, liefert nun einen Isomorphismus Cokernd =~ EBZE[M] Cokernd; ;. Da
Cokernd; ; ~ Z/d; ; fir i € [1,4], ist Cokernd =~ EBZE[M] Z/d; ; . Insgesamt ist also

M =~ Cokerng =~ Cokernd =~ @;cpy 4 2%/dii,

und letzterer Z-Modul ist von der verlangten Form.

IMan darf gemiB unseren Konventionen auch die Matrix S mit der Abbildung o identifizieren, die Matrix F mit ¢, die
Matrix 7 mit 7" und die Matrix D mit §.



(2) Mit (1) bleibt ein endlicher Z-Modul der Form M = @, 4 Z/ei zu betrachten, wobei ¢ > 0 und
e; € Z fiir ¢ € [1,4]. Ohne Einschrénkung ist e; > 0 fiir ¢ € [1,¢]. Da M endlich ist, ist e; # 0 fiir alle
i€ [l,4.

Ist e; = 1 fiir gewisse ¢ € [1,4], so konnen wir die zugehdrigen Summanden weglassen, da X 0@ Y ~
X @Y fir Z-Moduln X und Y.

Also ist M isomorph zu einem Z-Modul der verlangten Form.
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