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S)\: 7%4
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u’ = u + noise Sa(Tu?) T8\ (Tu)

m Transformiere zuruck.

Weaver et. al 1991, Donoho et. al 1992
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Die Waveletzerlegung im Schnelldurchlauf

—

@ Universitat Bremen

m Wavelet-Basen von L?
sind spezielle orthogonale Basen.

m Ein Mutter-Wavelet ) und die Translate
und Dilationen

Vik(a) =222z — k)
liefert orthogonale Entwicklung

[ =2 kez (f1ik) ¥jk-
——
=:fjk
m Zugehorige Skalierungsfunktion ¢:
=2 "kez (Flor) O + D kez >0 [ik¥ik
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Tensorprodukte fiir hohere Dimensionen,
Periodisierung fiir Kuben

m In 2d benutze
Tensor-Produkte:
<5 oz, y) = o(2)6(y)

Yr(z,y) = ¥(x)d(y)
Yo(,y) = o(x)P(y)

i “ Ya(z,y) = P(z)P(y).
ﬂ m Wavelets auf [0, 1]?

uber Periodisierung
Abkiirzende Schreibweise:

F=U0+D fyy

yer
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7

In Formeln:
W= (Wly) by {w) Wavelet Basis, v = (i, . k).
¥
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7

In Formeln:

0= Z Sx((Wd]p,))1y {1y} Wavelet Basis, v = (i, j, k).
B!
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7 = argmin |lu — u®||2 42X ®(u)
—_———

N——
Distanz Rausch-MaB
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Entrauschen als Variationsproblem:
H?® und BV Strafterme

7 = argmin |lu — u®||2 42X ®(u)
—_——— ——
Distanz Rausch-MaB

®(u) = |u|3s — lineare Methode

ad

2

(14 Alw])?

Aber: u= x4 ¢ H® s >1 = Kanten werden nicht erhalten.
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7 = argmin |lu — u®||2 42X ®(u)
—_——— ——
Distanz Rausch-MaB

CD(u) = ’u|BV

lulpy = sup{/udivg . g € Gy(R*R?),|g| < 1}

|XA|BV = l((?A) Kanten werden erhalten. Rudin, Osher, Fatemi, 1992
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Entrauschen als Variationsproblem:

H?® und BV Strafterme

7 = argmin |lu — u®||2 42X ®(u)
—_——— ——
Distanz Rausch-MaB

CD(u) = ’u|BV

lu|py = sup {/udivg . g € Gy(R*R?),|g| < 1}
Ixa|Bv = l(OA) Kanten werden erhalten. Rudin, Osher, Fatemi, 1092

Aber: Minimierung schwierig und sehr aufwandig.
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Einfaches Rechnen: Besov-Raume statt BV

@ = argmin |lu — u®||® + 2Aulpr |

Es gilt:
Bi, C BV C Bf

Exkurse:
Besov-Raume verallgemeinern Sobolev-Raume.

Definition: Uber Stetigkeitsmodule. . .

C°* < B, » (5>0), H®*=< B3, (s€R)
WP =B, (s¢N, 1<p<oo)
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Einfaches Rechnen: Besov-Raume statt BV

@ = argmin |lu — u®||® + 2Aulpr |
Es gilt:
Bi, C BV C Bf
Exkurse:

Charakterisierung tber Wavelet-Entwicklung

{1y }yer Wavelet Basis, v = (7,7, k), fy = (¥4|f):

a/p
iy, = 3 (220200 511,
p,q
k

J
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fiir Waveletkoeffizienten

’f‘B%,l = Zf\/ |f’Y‘

argmin |lu —u®||? + 2/\|u]Bl

~ argmin Z )%+ 2)\|u,|
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’f‘B%,l = Zf\/ |f’Y‘

argmin |lu —u®||? + 2/\|u]Bl
~ argmin Z 2 4 2)|u,|

~+ argmin (uy — ui)2 + 2\ |u |
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Ein eindimensionales Problem
fur Waveletkoeffizienten

’f‘B%,l = Zf\/ |f’Y‘
. 6112
argmin |lu — u’||* + 2/\|u]Bl
~ argmin Z 2 4 2)|u,|
~+ argmin (uy — ui)2 + 2\ |u |

Zu gegebenem y finde Minimierer von z +— (2 — y)? + 2\|x|.
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Einfache Minimierung mit Subgradienten

Finde den Minimierer von z — (z — y)? + 2A¢(x).

¢ konvex und differenzierbar:

T = argmin(z — y)? 4 2\é(z)

(Z —y) + A99(7)

0=

Yy =T+ \0p(T)
7= (I+20¢)" ()
Exkurs:
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¢ konvex und differenzierbar:

Z = argmin(z — y)? + 2\¢(x) gzb(x)z: z2: 2
0= (% —y) + AI(Z) \|/ V}
Yy =T+ \0p(T) o A //‘

T =(I+29¢)"(y)

Exkurs:
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Einfache Minimierung mit Subgradienten

Finde den Minimierer von z — (z — y)? + 2A¢(x).

¢ nur konvex:

T = argmin(z — y)? 4 2\é(z) o(x) = |- 2

0 € (Z—y)+ 0p(T) EZ Aj_ :
Y € T+ X0p(T) T ] J

T =(I+29¢)" ()

Exkurs:
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Deshalb Wavelet Shrinkage!

Lemma
Die Abbildung Sy : y + argmin,(z — y)? + 2\|x| hat die Form

Sx(y) = (lyl =)+ sign(y). e

Satz (Chambolle, DeVore, Lee, Lucier, 1998)
Der Miminimierer von
Ju— w1 + 2Aul g,
ist 7
7= 5, S3(ul).

Wieso Shrinkage Verallgemeinerungen Inverse Probleme  Dirk Lorenz 18 /41

@ Universitat Bremen


http://www.math.uni-bremen.de/zetem
http://www.uni-bremen.de

Zentrum fiir Fachbereich 03
Technomathematik Mathematik/Informatik

Zusammenfassung

m Entrauschen von Bilddaten

@ = argmin |lu — u®]|? + 2\|u| gy
u

m Annahrende Losung durch BV ~~ B%’lz

= Sx(ud)iy
Y
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Ubersicht

[ Einleitung: Entrauschen. Wieso Shrinkage?
Wie Shrinkage funktioniert
Deshalb Shrinkage!

[20 Zwei Verallgemeinerungen
m Shrinkage als Projektion
Soft- und Hard-Shrinkage und dazwischen

[3' Anwendung auf Inverse Probleme
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Abstrakt: Shrinkage = 1 — Projektion
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Abstrakt: Shrinkage = 1 — Projektion

Betrachte nun

Ju — u’[|? + 220 (u)
mit positiv homogenem &

a>0 = P(au) =ad(u).
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Abstrakt: Shrinkage = 1 — Projektion
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Abstrakt: Shrinkage = 1 — Projektion

Beweis:
Bedingung fiir Minimierer:

0€u—u’+ AId(u).
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Abstrakt: Shrinkage = 1 — Projektion

Beweis:
Bedingung fur Minimierer:

)

u —u

A

Dirk Lorenz 23 /41
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Abstrakt: Shrinkage = 1 — Projektion

Beweis:

Bedingung fur Minimierer:

0

u —u

u € 9%

)\)'
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Abstrakt: Shrinkage = 1 — Projektion

Beweis:

Bedingung fur Minimierer:

w=u’ — \I+ lacp*)—l(“_é)
— 5 -
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Abstrakt: Shrinkage = 1 — Projektion

Beweis (cont):
Bleibt zu zeigen:
(I + 8¢*)_1 =Tl¢.

. oo, u¢C
¢(u):{o ueC’

Dazu:

Dann:
w = (I +09*)"H(v) = w minimiert |jv — w|> + 20*(w).
Insgesamt:
argmin [Ju — u?||? + 220 (u) = (I — Mye)(ud).
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Konkret: Ziehe Anteil aus Dualraum ab

Strafterme: Seminormen von Glattheitsraumen:
d(u) = |ulx mit X C L2
Dann

0, |U|X/ >1
0, Julx<1

C={v: Jolx <1}, ¢*(U):{
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Konkret: Ziehe Anteil aus Dualraum ab

Strafterme: Seminormen von Glattheitsraumen:
d(u) = |ulx mit X C L2
Dann
C=1{v: ol <1}, &)= ¢ [>T
=dv  |vlyvr , u) = .
= 0, |uly<1
Beispiel (X = H?)
argmin,, [Ju —u?||? 4+ 2\|u| g1 = (I — Mye) (@), C = |u|g-1 <1
“u® minus Anteil von 49 in H~! der GroBe \”.

H~1 Kkleinster Sobolev-Raum der weiBes Rauschen enthilt.
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Konkret: Ziehe Anteil aus Dualraum ab

Strafterme: Seminormen von Glattheitsraumen:
d(u) = |ulx mit X C L2
Dann
0, |U|X/ > 1
0, |U|X/ S 1 ’

C=A{v: Ju[x <1}, ®*(u) = {

Beispiel (X = Bi;)
argmin,, |ju — u’||® + 2Aulpr =(I - Mio)(w), C = ulpz1

“u® minus Anteil von u’ in Bo_ofoo der GroBe \".
Byl misst oszillierende Funktionen (Y. Meyer).

00,00
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Ubersicht
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Alternativ zu Soft Shrikage: Hard Shrinkage

Ebenso popular wie Soft-Shrinkage:

i = x, |z > A
Hard Shrinkage: @= > | Ha((u'l))ly  Hi(r) = {o :x: <A
v ) >

/

“Nur die groBen Koeffizienten behalten.”

/
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Hard Shrinkage als Variationsproblem

argmin [Ju — u’||? + 22#{u, # 0}
wird gelost durch

=" H () ),

argmin [Ju — u’||? + 22#{u, # 0}

~ argmmz +2)\|u7|0

~» argmin(uy — ufsy)2 + 22\ |u, |°

U~y
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Zwischen Hard und Soft Shrinkage
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Zwischen Hard und Soft Shrinkage
Hard und Soft Shrinkage sind Extremfalle

argmin(z — y)2 + 2Xo(z), o(x) = |x|P.

¢ konvex und differenzierbar :

5= arg;nin(;c —y)? + 2)p(x)
0= (7 ) + A09(3)

Yy =T+ \0p(T)

7 =(I+29¢) ()
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Zwischen Hard und Soft Shrinkage
Hard und Soft Shrinkage sind Extremfalle

argmin(z — y)2 + 2Xo(z), o(x) = |x|P.

¢ konvex und differenzierbar :

T = argmin(z — y)? 4 2\é(z)

- Blx) = 2%
0=(Z—y)+106(7) 2 V I|

y = &+ A30(7) \‘Vﬂﬂ
7= (I+299)""(y) ’
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Zwischen Hard und Soft Shrinkage
Hard und Soft Shrinkage sind Extremfalle

argmin(z — y)2 + 2Xo(z), o(x) = |x|P.

¢ nur konvex :

T = argmin(z — y)? 4 2\é(z)
0 € (Z—y)+ A09(Z) 2 Lo ]

y € F+ \0o(%) V7 AJ |

7= (I+X00) " (y)

Wieso Shrinkage Verallgemeinerungen Inverse Probleme  Dirk Lorenz 29 /41

@ Universitat Bremen


http://www.math.uni-bremen.de/zetem
http://www.uni-bremen.de

@ Zentrum fiir Fachbereich 03
Technomathematik Mathematik/Informatik

Zwischen Hard und Soft Shrinkage
Hard und Soft Shrinkage sind Extremfalle

argmin(z — y)2 + 2Xo(z), o(x) = |x|P.

¢ weder konvex noch differenzierbar:

T = arg;nin(;c —y)? + 2)p(x)
0€(Z—y)+ A0p(T)

Yy €T+ N0p(T)

T € (I+206)1(y)
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Was passiert zwischen 0 und 17

(x —y)* + 2\

S
i
A
1
/
3
/
/
/2
- / .-
] -7
\ i~ o1 Phe
N e
\\ . NE
-3 -2 -1 1 2 3
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Was passiert zwischen 0 und 17

(x —y)* + 2\
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Was passiert zwischen 0 und 17

(x —y)* + 2\

N\
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Zwischen Hard und Soft Shrinkage

Fir 0 < p < 1 ist die Shrinkage Funktion

0 fur |$| < )\eff
S’f(:n) _ ) der Wert mit groBtem Betrag
der inversen Abbildung von fir || > Aefr.

x o + Ap|z|P~Lsign(z)

Der effektive Schwellwert:

)

_2-p P
Aeff = 5— 2 (2)\(1 —p))
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Zuruck zu Besov-Straftermen

K TR Zwﬂfﬂp mit w., = 259727 (P=2)
8!

Satz

Der Minimierer von
Ju —wl||? + 2X|ulf,
. b,p
Ist
p = 1: das Soft Shrinkage von u® mit Parameter w.\

0 < p < 1: das Shrinkage von u® mit Shrinkage Funktion SP
und Parameter Aeg(w-)

‘n = 0'": das Hard Shrinkage von u® mit Parameter \/2\
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Zusammenfassung

Shrinkage < positiv homogene Strafterme

Strafterm | - |x « ziehe Anteil aus X’ ab

Soft Shrinkage « ' Strafterme
Hard Shrinkage « [0 Strafterme

0 < p < 1 liefert Interpolation
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Ubersicht

1 Einleitung: Entrauschen. Wieso Shrinkage?
Wie Shrinkage funktioniert
Deshalb Shrinkage!

2 Zwei Verallgemeinerungen
Shrinkage als Projektion
Soft- und Hard-Shrinkage und dazwischen

[3' Anwendung auf Inverse Probleme
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Deblurring statt Denoising:

Ein schlechtgestelltes Problem

A: Blurring-Operator, z.B. Au =k *u
u®: Unscharfes und verrauschtes Bild
Finde gute Approximation an das Original

durch Minimierung der Diskrepanz

i = argmin ||Au — u’||? ~ @ = (A*A) 1A%,
u

Probleme:
m Geht nur fiir A*u? € R(A*A).

m A*A nicht beschrankt invertierbar.
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Deblurring mit Regularisierung

Regularisiere die Inversion durch Vorwissen:

Jull <8

i = argmin || Au — u®||? + 2\||ul|* “Tikhonov Regularisierung”.
u

Dies liefert
7= (A"A+ M) A"’ ~~ stabil invertierbar.

Nachteile:
m Regularisierung nicht an Problem angepasst.
m Losung zu glatt (siehe SVD).

m Auch Strafterme |u|%, liefern zu glatte Lésungen
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Regularisierung mit Besov-Straftermen:

Ein System nichtlinearer Gleichungen

@ = argmin || Au — v°||2 + 2Aulpr
. :

als Ausweg.
Notwendige und hinreichende Bedingung:

0 € (A*Au), + (A*u®), + Asign(u,).

Ein System nichtlinearer Gleichungen.
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Ausweg: Entkopple die Probleme

“Surrogate-Funktional”:
_ 512 2 2
J(u,a) = [|Au— w2+ 2ful gy |~ [ Au — Aa|? + lu — a >

Minimiere abwechselnd bezuglich « und a.

Satz (Daubechies, Defrise, De Mol, 2003)

Uny1 = Sx(un — A*(Au — u®))
konvergiert stark gegen einen Minimierer von

Au — | + 22 ful gy
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Hlustration
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Was Shrinkage noch kann:

Diinne Darstellungen finden

1\/\ m Signal z € R™.
08 ‘ m Weder in Pixel-Basis noch in
0 Fourier-Basis einfach darzustellen.

m (ey) Pixel-Basis, (f) Fourier-Basis.
To 02 o4 o6 o8 1 D= [61,...,€n,f]_,...,fn]
min || Dy — 3+ 2A|ly[13?

min || Dy — 3 + 2X[|y|1?
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Was Shrinkage noch kann:
Diinne Darstellungen finden

1

0.5

m Signal z € R™.

m Weder in Pixel-Basis noch in
Fourier-Basis einfach darzustellen.

m (ey) Pixel-Basis, (f) Fourier-Basis.

- fn]

0 02 04 06 08 1 D= [61,...,€n,f]_,..
1 : 6
\ I
05 \J | 4 |
N il
| 2 I
0 \
\ / oh JL
\\ /
- /
05 \ y o
-1 - -4
0 02 04 06 08 1 0 20 40 60
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Zusammenfassung

m Wavelet Shrinkage ist aquivalent
zum Losen von Variationsproblemen
mit Besov-Straftermen (dhnlich zu BV-Entrauschen).
m Die Idee von Shrinkage lasst sich als
“abziehen von unerwiinschten Strukturen” interpretieren
(I —Mxe).
m Soft und Hard Shrinkage lassen sich
im gleichen Kontext behandeln (I* und [° Strafterme).
m Inverse Probleme lassen sich
durch Shrinkage-Methoden regularisieren.
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Nicht differenzierbares differenzieren: Subgradienten

¢ konvex:

7= ¢(7) =

¢(x) = o(T) + 2" (x — 7)

Zuriick in den Vortrag
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Nicht differenzierbares differenzieren: Subgradienten

¢ konvex:

¥ € 0p(T) <=
Vo p(x) > ¢(Z) + 2" (x — T)

Zuriick in den Vortrag
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Nicht differenzierbares differenzieren: Subgradienten

¢ konvex:

¥ € 0p(T) <=
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Nicht differenzierbares differenzieren: Subgradienten

¢ konvex:

\_ _/ ot € 0(F) =
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Nicht differenzierbares differenzieren: Subgradienten

¢ konvex:

\V z* € Ip(T) —

\ Vo : ¢(z) 2 (Z) + 2% (2 — T)

¢ nicht konvex:

N\ — N ¥ € 09(%) —
P(z) — ¢(Z) — 2" (2 — 7)

liminf

>0
a3 [ —Z|
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Dualitat in der konvexen Analysis:
Fenchel-Transformation

Definition (Fenchel-Transformation)

®: X — [—00,00], X Hilbert.
®* (") = sup,((z*|z) — ®(x)).

Beispiel
0, |z*|<1

0o, |z*[>1

O(z) = |z| = O*(z*) =sup,(z*x — |z]|) = {

z*9

o(x) = "%p — O*(z*) =

Dirk Lorenz

@ Universitat Bremen

43/41


http://www.math.uni-bremen.de/zetem
http://www.uni-bremen.de

@ Zentrum fir Fachbereich 03
Technomathematik Mathematik/Informatik
Dualitat in der konvexen Analysis:
Fenchel-Transformation

Definition (Fenchel-Transformation)

®: X — [—00,00], X Hilbert.
®*(z*) = sup,((z”|z) — (z)).

Eigenschaften

® konvex, unterhalbstetig, 2 co = ®* auch
® konvex, unterhalbstetig, # co — & = ¢**
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