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Kapitel 1

Einfiihrung

Die Uberseehifen in Bremerhaven sind Hauptumschlagpunkt fiir den Import und Export
unterschiedlichster Waren. Téglich kdnnen dort mehrere Millionen Container und Autos
beobachtet werden, welche durch riesige Containerschiffe und Autotransporter verschifft
werden. Diese ,,Groflen“ wéren ohne die Schlepperboote allerdings verloren in den engen
Schleusen und Anlegestellen des Hafens. Die ,Kleinen“ mit besonders grofier Leistung
sind dafiir verantwortlich, dass alle Schiffe sicher im Hafen Bremerhaven festmachen
kénnen. Moderne Schlepper verfiigen iiber eine Zugkraft von circa 80 Tonnen, damit sie
auch den grofiten Containerschiffen sicher im Hafen assistieren kénnen [7]. Die Schlepper
arbeiten dabei vor allem im Team, um noch schneller und effektiver mandvrieren zu
kénnen [3].

Beim Anlaufen der grofien Schiffe an Héfen iibernehmen die Hafenlotsen die Steuerung
des Schiffes beziehungsweise der Schlepperboote, um das Schiff zum Be- und Entladen
sicher an der Kaimauer anzulegen. Die Lotsen sind revierkundige Nautiker, deren Er-
fahrungen und Kenntnisse des Hafens und der Strémungsverhéltnisse nicht durch GPS
und elektronische Seekarten zu ersetzen sind. Insbesondere aufgrund der immer gro-
Ber, breiter und tiefer werdenden Transportschiffe wird den Lotsen zur Sicherung des
Schiffsverkehrs in Héfen eine immer wichtigere Bedeutung zugesprochen [5].

Das stetig wachsende maritime Verkehrsaufkommen und die zunehmenden Schiffsgro-
Ben erfordern modernste Technik und die Weiterentwicklung der Automatisierung. Um
den Schiffsverkehr damit effektiver zu regeln und die Anzahl an Unféllen zu reduzieren,
hat das Bundesministerium fiir Wirtschaft und Energie im Jahr 2016 in das Projekt
GALILEOnautic investiert, welches den Machbarkeitsnachweis fiir autonome Naviga-
tion und optimierte Manover von vernetzten Schiffen in Héfen im ,kleinen Maflstab“
liefern konnte. Im Folgeprojekt GALILEOnautic 2 sollen diese Methoden ergédnzt und
weiterentwickelt werden, sodass deren Verwendung in relevanten Anwendungen ermog-
licht wird. Neben einer assistierten Fahriiberfahrt vom Hafen Rostock nach Gedser steht
beispielsweise eine reale Lotsung im Hafen Bremerhaven auf dem Plan. Eine solche Lots-
ung soll dabei auf SAE-Level 1 umgesetzt werden, das heifit es soll ein Assistenzsystem
bereitgestellt werden, das den Nautiker unterstiitzt und Aktionen durch diesen benétigt.
Im Zusammenhang damit ist eine weitere Zielstellung des Projektes die Entwicklung ei-
nes Werkzeugs, um eine Risikobewertung der derzeitigen und zukiinftigen Fahrsituation
fir die Lotsen zur Verfiigung zu stellen [2][1].
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Zum Erreichen des Ziels forschen viele Universititen, genauer die RWTH Aachen, die
Universitidt Rostock, die HS Wismar und die Universitit Bremen in Kooperation mit den
Unternehmen SCISYS Deutschland GmbH, Raytheon Anschiitz GmbH und der Trenz
GmbH. Dabei wurde das Projekt in Teilprojekte zwischen den einzelnen Forschungsgrup-
pen aufgeteilt, wobei die Universitdt Bremen fiir die echtzeitfahige Optimalsteuerung fiir
vernetzte maritime Systeme zusténdig ist. Weiterhin ist sie zustdndig fiir die Umsetzung
der oben genannten Risikoanalyse in Abhéngigkeit von gegebenen Umwelteinfliissen wie
Wind und Stromung. Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung des Einflusses des
Windes auf die Trajektorien zur Durchfiihrung von Schiffsmanévern. Im Zusammenhang
damit soll eine Risikobewertung fiir den Lotsen zur Verfiigung gestellt werden, ob ein
geplantes Schiffsmandéver durch die zur Verfiigung stehenden Schlepperboote bei dem
aktuellen Wind ohne Bedenken durchgefiihrt werden kann oder ob besondere Vorsicht
geboten ist.

1.1 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden zunéchst die theoretischen Grundlagen der nichtlinearen Optimie-
rung und optimalen Steuerung dargestellt. Diesbeziiglich werden unter anderem die Se-
quentielle Quadratische Programmierung zur Lésung nichtlinearer Optimierungsproble-
me und die Anwendung einer Sensitivitdtsanalyse genauer betrachtet. Zur Losung opti-
maler Steuerprozesse wird der Diskretisierungsansatz diskutiert, mit welchem ein dyna-
mischer Steuerprozess auf ein nichtlineares Optimierungsproblem zuriickgefiithrt werden
kann. Im Zuge dessen werden die Softwarebibliotheken WORHP und TransWORHP zur
numerischen Losung solcher Probleme vorgestellt.

Die Modellierung der dynamischen Schiffsbewegung erfolgt anschlieflend in Kapitel 3.
Sie beruht auf der Annahme, dass sich das Schiff innerhalb einer Horizontalebene be-
wegt und dementsprechend nur drei statt der sonst iiblichen sechs Freiheitsgrade besitzt.
Weiterhin wird angenommen, dass sich das Schiff in diesem Szenario nicht selbst antreibt
und steuert, sondern dies allein von zwei Schlepperbooten, die vorne und hinten am Schiff
befestigt sind, iibernommen wird. Neben der kinematischen und kinetischen Bewegungs-
gleichungen wird die Schiffsbewegung durch die wirkenden Kréfte charakterisiert. Es
folgt eine detaillierte Modellierung der hydrodynamischen und aerodynamischen Kréfte
und ebenso eine vereinfachte Modellierung der Schlepperboote als Kraftvektoren. Diese
Krifte werden dann in einem Gesamtsystem zusammengefasst, welches die Schiffsbewe-
gung mit drei Freiheitsgraden beschreibt.

Anschliefend folgt in den Kapiteln 4 und 5 die Entwicklung einer Risikoanalyse dieser
Bewegung. Dabei ist Kapitel 4 eher als eine Motivation und vorbereitend fiir Kapitel
5 anzusehen, denn die Schiffshewegung wurde auf ausschliefllich einen Freiheitsgrad be-
schriankt. Die grundlegende Idee der Risikoanalyse in beiden Kapiteln basiert auf der
Entwicklung einer Zuldssigkeitsmenge, einer Menge von Winden, bei denen ein geplantes
Manover unbedenklich durchgefithrt werden kann. Diese Menge soll dem Lotsen in einer
anschaulichen Darstellung iibergeben werden, sodass er durch Messung des aktuellen
Windes das Risiko beziiglich dieses Windes einschatzen kann.

In Kapitel 6 werden die erhaltenen Ergebnisse der Risikoanalyse anhand von realen
Beispielen sowohl analytisch als auch unter Anwendung von TransWORHP ausgewer-
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tet. Zusétzlich wird eine Sensitivitdtsanalyse durchgefiihrt, um die Abhéangigkeit der
Risikobewertungen von den Schiffsparametern zu untersuchen und dem Lotsen so noch
genauere Informationen zukommen zu lassen.

Abschliefend wird die gesamte Arbeit mit den Ergebnissen der Risikoanalyse in Kapitel
7 zusammengefasst und ein Ausblick gegeben, was in weiteren Arbeiten noch untersucht
werden konnte.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen
optimaler Steuerprozesse

Die Optimalsteuerungsprobleme entwickelten sich historisch gesehen aus den Variations-
problemen, wobei diese bereits seit dem 17. Jahrhundert von beriihmten Mathematikern
wie Bernoulli (1667-1748), Newton (1643-1727) und Leibniz (1646-1716) gelost wurden,
wenn auch mit unterschiedlichen Methoden. Optimalsteuerungsprobleme sind eine Ver-
allgemeinerung dieser Variationsprobleme, da zwischen Zustands- und Steuervariablen
unterschieden wird. Angetrieben durch in erster Linie militdrische Anwendungen ent-
wickeln sie sich seit Mitte des 20. Jahrhunderts. Ein regelrechter Aufschwung wurde
durch den Mathematiker Pontryagin (1908-1988) mit dem Beweis des Maximumprinzips
hervorgerufen, wodurch er in der Lage war, notwendige und hinreichende Optimalitéts-
bedingungen fiir Optimalsteuerungsprobleme zu liefern (vgl. deutsche Ubersetzung [60]).
Es folgten seit diesem Durchbruch unzihlige Beitrage sowohl zur Theorie als auch zur
Numerik der optimalen Steuerung. Es haben sich die unterschiedlichsten Anwendungsge-
biete in den Bereichen der Natur-, Ingenieurs- und Wirtschaftswissenschaften entwickelt,
beispielsweise die Simulation von Fahrmandvern, die Steuerung von Robotern oder die
Unternehmenssteuerung [36].

Ein optimales Steuerungsproblem beinhaltet die Identifizierung eines zuldssigen Sche-
mas, einer Politik oder einer Strategie, um den bestmoglichen Ausgang eines Systems zu
erzielen. Formaler ausgedriickt beinhaltet ein Optimalsteuerungsproblem die Steuerung
von Parametern eines mathematischen Modelles, um mithilfe von Optimierungstechni-
ken ein optimales Ergebnis zu erzielen. Das Problem vereint damit ein Zielfunktional
zur Bewertung der Optimalitdt und eine Menge von Beschrankungen, welche durch das
Modell, das die Entwicklung des Systems beschreibt, konstruiert wurden. Das zugrunde
liegende mathematische Modell wird beispielsweise als System von gewohnlichen, parti-
ellen oder stochastischen Differentialgleichungen formuliert [68].

Im nachfolgenden Abschnitt wird ein mathematisches Modell zur Simulation von Schiffs-
manovern hergeleitet. Durch Anwendung optimaler Steuerung kénnen damit planbare
Schiffsmandver unter verschiedensten Gesichtspunkten optimiert und analysiert werden.

Obwohl durch das Maximumprinzip von Pontryagin eine Grundlage zur Lésung durch
notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingungen geschaffen wurde, werden Opti-

4
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malsteuerungsprobleme im Allgemeinen mittels Diskretisierung gelést. Diese Diskretisie-
rung kann das unendlichdimensionale Steuerungsproblem auf ein endlichdimensionales
nichtlineares Optimierungsproblem zuriickfithren. Aus diesem Grund werden wir im Fol-
genden in Abschnitt 2.1 zunéchst die Theorie der nichtlinearen Optimierung diskutieren,
bevor wir in Abschnitt 2.2 genauer auf die optimalen Steuerprozesse eingehen werden.

2.1 Nichtlineare Optimierung

Die Losung endlichdimensionaler ,kleiner® nichtlinearer Optimierungsprobleme spielte
in der Forschung im Gegensatz zur Losung ,,grofler Probleme, den Optimalsteuerungs-
prozessen, oft eine untergeordnete Rolle, da die erforderliche Rechenzeit unter Kontrolle
gehalten werden konnte. Mithilfe geeigneter Diskretisierungsverfahren werden allerdings
diese ,,groflen® Steuerprozesse auf hochdimensionale nichtlineare Optimierungsprobleme
reduziert, womit deren Theorie einen neuen Stellenwert einnimmt [18]. Die nichtlineare
Optimierung ist damit ein unverzichtbares Hilfsmittel in der angewandten Mathematik.
In allen Bereichen, in denen ein mathematisches Modell mit noch unbekannten Parame-
tern zur Losung eines Problems aufgestellt wird, wird Optimierung genutzt [46].

Ziel dieses Abschnitts ist es, die theoretischen Grundlagen der nichtlinearen Optimierung
darzustellen. Dazu wird zunéchst in Abschnitt 2.1.1 die grundlegende Problemstellung
vorgestellt und anschliefend in Abschnitt 2.1.2 die zur Losung notwendigen und hinrei-
chenden Optimalitdtsbedingungen diskutiert. Im Anschluss daran werden in Abschnitt
2.1.3 zwei hdufig genutzte Losungsstrategien vorgestellt. In Abschnitt 2.1.4 erfolgt dann
eine kurze Einfithrung in die Sensitivitdtsanalyse. Abschliefend folgt in Abschnitt 2.1.5
eine kurze Einfiihrung in die Softwarebibliothek WORHP, welche zur Lésung hochdi-
mensionaler Optimierungsprobleme entwickelt wurde.

2.1.1 Problemstellung

Das Ziel der nichtlinearen Optimierung ist die Bestimmung von Parametern eines Sys-
tems, sodass eine Zielfunktion unter Einhaltung von Nebenbedingungen minimiert wird
[46].

Definition 2.1. (Allgemeines nichtlineares Optimierungsproblem)

Ein Problem
i f(x)
unter g;(z) =0, i=1,...,N, (NLP)

gi(x) <0, i=N.+1,...,N,

mit der Zielfunktion f :RY> — R und den Nebenbedingungen g : RN+ — RMs nennt
man allgemeines nichtlineares Optimierungsproblem. Dabei wird z € RN+ die Opti-
mierungsvariable genannt.

Mit dieser Problemformulierung einher geht die Definition der zuldssigen Menge.
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Definition 2.2. (Zuladssige Menge)
Die Menge aller z € R+, die die Nebenbedingungen durch die Funktion g aus (NLP)
erfiillen, wird zuldssige Menge X genannt.

Zur Losung des Problems (NLP) werden unter den zuldssigen Punkten Minimalstellen
x* der Zielfunktion f gesucht. Dabei wird unterschieden zwischen

i. lokalen Minimalstellen, d.h. fiir eine Umgebung V C RN+ von x* gilt

f@) < flx) YeeXnV,

ii. strengen lokalen Minimalstellen, d.h. fiir eine Umgebung V C RN+ von z* gilt

f@®) < f(x) Vee XNV, z#a",

iii. (strengen) globalen Minimalstellen, d.h. die Eigenschaften aus i. oder ii. gelten fiir
alle Umgebungen V C R™ von x*.

Im Kontext der linearen [26] oder konvexen [15] Optimierung ist jede lokale ebenso auch
eine globale Minimalstelle. Aufgrund der Tatsache, dass heutige Losungsverfahren im
Allgemeinen nur lokale Minimalstellen berechnen, ist dies ein grofler Vorteil gegeniiber
allgemeinen nichtlinearen Optimierungsproblemen, wie wir sie hier betrachten. Lokale
Minimalstellen sind hier nicht gezwungenermafien auch globale, sodass im Allgemeinen
keine Aussagen liber die Globalitéit der gefundenen Losungen gemacht werden kénnen
[19].

An dieser Stelle wird eine weitere Menge eingefiihrt, die Menge der aktiven Indizes.
Mithilfe dieser kann analysiert werden, welche der Ungleichungsnebenbedingungen aus
(NLP) zur Lagebestimmung einer optimalen Losung x* beitragen oder aber keine Rolle
spielen [45].

Definition 2.3. (Menge der aktiven Nebenbedingungen)
Die Menge
A(x*) ={i € {Ne+1,..., Ny} mit g;(z*) = 0}

wird als die Menge der aktiven Ungleichungsnebenbedingungen bzgl. z* und
A(z*) = A(z*) U {1,..., N}

als die Menge der aktiven Nebenbedingungen bzgl. x* bezeichnet.

2.1.2 Optimalitatsbedingungen

Zur Formulierung von Optimalitdtsbedingungen wird die folgende Eigenschaft zuléssiger
Punkte benétigt, welche im weiteren Verlauf vorausgesetzt wird [45].
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Definition 2.4. Ein zuldssiger Punkt z* € X heiit normal, wenn die Gradienten
V.9i(x*) fiir i € A(z*) linear unabhingig sind.

Zur Charakterisierung von lokalen Minimalstellen des Problems (NLP) werden in diesem
Abschnitt notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingungen diskutiert.

2.1.2.1 Notwendige Optimalitatsbedingungen 1. Ordnung

Die Bestimmung von Extrema unter Einhaltung von Nebenbedingungen ist unter an-
derem in den Wirtschaftswissenschaften eine beliebte Aufgabenstellung. Dabei wird die
Multiplikatormethode von Lagrange genutzt. Details dazu findet man beispielsweise in
[47]. In Analogie zu dieser Methode wird zur Losung der verwandten Problematik eines
nichtlinearen Optimierungsproblems ebenfalls eine Lagrange-Funktion definiert [45].

Definition 2.5. (Lagrange-Funktion)
Die Funktion L : RV+ x RNe — R mit

L(z, \) := f(z) + M g(2)

heifit Lagrange-Funktion und die Komponenten von A € Rs werden Lagrange-
Multiplikatoren gennant.

Der folgende Satz liefert damit notwendige Optimalitdtsbedingungen, die sogenannten
Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (KKT), fiir eine lokale Minimalstelle. Die Bedingun-
gen wurden dabei zuerst in der damals noch unverdffentlichten Masterarbeit von Karush
(1939) (dargestellt in [50]) genannt, haben sich allerdings erst nach der Arbeit von Kuhn
und Tucker (1951) [51] weiter verbreitet.

Satz 2.6. (KKT-Bedingungen)

Sei * € X eine lokale Minimalstelle von (NLP) und normal. Weiterhin sei die Funkti-
on f stetig differenzierbar und die Funktion g komponentenweise stetig differenzierbar
in einer Umgebung um z*. Dann existiert ein eindeutiges A € R™s \ {0}, sodass fol-
gende Bedingungen gelten:

Ng
i. Multiplikatorregel: VaL(z™,\) = Vo f(z") + Z AiVzgi(z*) =0 (2.1)
i=1
ii. Vorzeichenbedingung: Ai >0, furie A(z") (2.2)
iii. Komplementaritét: N =0, firi¢ A(z*) (2.3)

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist in [30] nachzulesen. O
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Durch die Komplementaritétsbedingung (2.3) wird sichergestellt, dass fiir jedes i €
{1,..., Ny} der Lagrange-Multiplikator A\; oder die ausgewertete Nebenbedingung g;(x*)
gleich Null ist. Damit verschwinden die Lagrange-Multiplikatoren zu den inaktiven Ne-
benbedingungen, sie spielen keine weitere Rolle in der Lagebestimmung einer optimalen
Losung. Dies bedeutet mit der Multiplikatorregel (2.1) anschaulich, dass sich der Gradi-
ent der Zielfunktion als Linearkombination der Gradienten der aktiven Nebenbedingun-
gen darstellen lasst [19].

Zuléssige Punkte x € X, welche die KKT-Bedingungen beziiglich des Optimierungspro-
blems (NLP) erfiillen, sind mogliche Kandidaten fiir lokale Minimalstellen, auch kritische
Punkte genannt. Zur Uberpriifung, ob diese kritischen Punkte tatséchlich die gewiinschte
Optimalitét erfiillen, werden hinreichende Bedingungen fiir lokale Minimalstellen beno-
tigt [19].

2.1.2.2 Notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingungen 2. Ordnung

Wihrend die Bedingungen erster Ordnung mit Hilfe des Gradienten V,L(z*,\) der
Lagrange-Funktion formuliert werden, nutzen Bedingungen zweiter Ordnung die Hesse-
Matrix V2L(z*, \). Dabei wird dessen positive Definitheit iiber einer Menge C {iberpriift,
wobei durch diese Menge

C:= {U ER" | Vugi(z")v <0, i € A(z*), N\ =0,
Vagi(x®)v =0, i € A(z"), A\ >0,
Vaegi(z =0, i€ {1,.. .,Ne}}
ein Kegel beschrieben wird [19].

Satz 2.7. (Optimalitidtsbedingungen 2. Ordnung)

Sei * € X ein zuldssiger normaler Punkt von (NLP). Weiterhin sei die Funktion f
zweimal stetig differenzierbar und die Funktion g komponentenweise zweimal stetig
differenzierbar in einer Umgebung um x*. Dann gelten die folgenden Bedingungen.

i. Notwendige Bedingungen 2. Ordnung: Ist * eine lokale Minimalstelle von
(NLP), so gibt es ein eindeutiges A € R™s \ {0}, wobei die KKT-Bedingungen
(2.1)-(2.3) und zusatzlich

vIV2AL(x*, \)v >0 fiir alle v € C'\ {0}
erfiillt sind.
ii. Hinreichende Bedingungen 2. Ordnung: Existiert ein A € R™V9\ {0}, sodass
vIV2L(x*, \)v > 0 fiir alle v € C \ {0}
gilt, so gibt es Konstanten € > 0 und ¢ > 0, sodass
flx) > f@*) +e|z—2)? firze X, ||z -2 <e.

Insbesondere ist * damit eine strenge lokale Minimalstelle von (NLP).
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Beweis. Der Beweis dieses Satzes findet sich ebenfalls in [30]. O

Mithilfe der notwendigen und hinreichenden Bedingungen ist es moglich, optimale Lo-
sungen von (NLP) analytisch zu berechnen. Fiir komplexe und hochdimensionale Pro-
bleme ist jedoch eine explizite analytische Berechnung nicht oder nur sehr speicher- und
rechenintensiv méglich. Man greift auf numerische Losungsverfahren zuriick, welche im
Allgemeinen auf den genannten Bedingungen beruhen [19].

2.1.3 Losungsstrategien

Basierend auf den theoretischen Resultaten des letzten Abschnitts folgt nun die Betrach-
tung numerischer Verfahren zur Losung eines allgemeinen Optimierungsproblems (NLP).
Dabei werden zunéchst das Newton-Verfahren und einige Modifikationen betrachtet. An-
schliefend folgt der Ubergang zur Diskussion des SQP-Verfahrens, welches fiir hochdi-
mensionale Optimierungsprobleme erfahrungsgeméf effizientere Ergebnisse liefert [19].

Ausgehend vom allgemeinen nichtlinearen Optimierungsproblem (NLP) ergibt sich

min f(x)
z€RNz (NLPa)
unter go(z) =0, go(x) € RNa

als ein dquivalentes nichtlineares Optimierungsproblem. Dabei beinhaltet der Vektor
ga(x) = (gi(x))iej(m)

die aktiven Nebenbedingungen fiir ein zulissiges * € X und N, := |A(z)| gibt dessen
Anzahl an. Der zugehérige Vektor der Lagrange-Multiplikatoren wird mit A, € RYe be-
zeichnet. Diese Transformation ist zuléssig, da inaktive Nebenbedingungen aus (NLP)
verschwindende Lagrange-Multiplikatoren besitzen. Sie spielen deshalb keine Rolle bei
der Lagebestimmung optimaler Punkte und kénnen vernachlassigt werden. Das reduzier-
te Problem (NLP,) besitzt ausschlieBlich Gleichungsnebenbedingungen und keine Un-
gleichungsnebenbedingungen. Gemeinsam mit der notwendigen KKT-Bedingung (2.1),
welche in einem optimalen Punkt erfiillt sein muss, liegt ein Nullstellenproblem vor. Das
wohl bekannteste Hilfsmittel zur Nullstellenberechnung ist das Newton-Verfahren [19].

2.1.3.1 Das Newton-Verfahren

Um (NLP,) numerisch zu lésen, kann das Newton-Verfahren angewandt werden. Es ist
ein optimales z* zu finden, sodass die Nullstellengleichung

K(a*, A) = (vxi(g*,)m) 1o

(ndherungsweise) erfiillt ist. Damit wird die Erfiilllung der notwendigen Bedingungen fiir
einen kritischen Punkt aus Satz 2.6 sichergestellt, ebenso die Zuldssigkeit. Es ergibt sich
zusammen mit einem geeignet gewédhlten Startwert (a:[o], /\? }) die Iterationsvorschrift

filant Ll ~1
(151) = () - (Frn ) k),
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wobei (as[k], )\l[zk}) die k-ten Iterierten beschreibt. Dieses Verfahren geniigt quadratischer
Konvergenz [33]. Allerdings wird in jedem Iterationsschritt die Berechnung des Gradi-
enten

(2.4)

k

Vz9a (x[k]) 0

benétigt. Dies ist in komplizierten Fillen sehr aufwendig, da dabei O((N, 4+ N,)?) parti-
elle Ableitungen benétigt werden [19]. Um diesen Umstand zu umgehen, bietet sich das
vereinfachte Newton-Verfahren mit der Iterationsvorschrift

gl 1K -1
(Agm]) = (A@ ~ (Viaan K@) K (@, L)

an. Der Gradient muss dabei nur ein einziges Mal fiir einen moglichst guten Startwert
(9, )\([10]) berechnet werden. Durch diese Vereinfachung muss das Verfahren allerdings
Konvergenzgeschwindigkeit einbiiflen, denn es konvergiert lediglich linear.

Eine weitere Modifikation sind Quasi- Newton-Methoden. Dabei wird die Hesse-Matrix
ViL(:U[k],)\,[lk]) in (2.4) nicht explizit berechnet, sondern durch geeignete sogenannte
Update-Matrizen B¥ angendhert und ersetzt. Fiir explizite Ausfiihrungen dieses Ver-
fahrens sei an dieser Stelle auf [37] verwiesen. Durch diese Technik wird superlineare
Konvergenz erreicht und stellt damit einen geeigneten Kompromiss zwischen Aufwand
und Effizienz dar [19]. Detailliertere Ausfithrungen zum Newton-Verfahren und dessen
unterschiedliche Variationen werden in [64] beschrieben. Die nachfolgende Lésungsme-
thode nutzt die Idee der Quasi-Newton-Methoden aus.

2.1.3.2 SQP-Verfahren

Eine weitere Methode zur Losung nichtlinearer Optimierungsprobleme wie (NLP,) ist
die Sequentielle-Quadratische- Programmierung (SQP). Die Grundlage dieses Verfahrens
bildet die Formulierung und Losung quadratischer Teilprobleme (QP-Unterprobleme),
die eine lokale quadratische Approximation des Ausgangsproblems (NLP,) darstellen
[19].

Die sequentielle Abarbeitung des Algorithmus besteht aus Haupt- und Nebeniterationen.
Die Nebeniterationen dienen der Lésung der QP-Unterprobleme. Die Hauptiterationen
berechnen unter Verwendung von Quasi-Newton-Verfahren durch die Vorschrift

eine Folge von Iterierten {x[k}}, die gegen die optimale Losung z* konvergieren soll.
Dabei beschreibt ol#! eine Schrittweite und p/*! die Suchrichtung. Der typische Ablauf
einer Hauptiteration besteht aus den folgenden Schritten:

i. Berechnung der Suchrichtung p!*!

durch Loésung der QP-Unterprobleme
ii. Bestimmung einer Schrittlinge a/¥! durch Nutzung von Bewertungsfunktionen

iii. Korrektur der (approximierten) Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion B/,
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Wie bereits in Abschnitt 2.1.3.1 erwahnt, basieren Quasi-Newton-Methoden auf der Ap-
proximation der Hesse-Matrix, anstatt sie explizit zu berechnen. Diese Idee wird hier
genutzt, um lange Rechenzeiten zu vermeiden. Der Verlust der Konvergenzgeschwin-
digkeit von quadratischer zu superlinearer Konvergenz wird im Allgemeinen durch die
enorm verkiirzten Rechenzeiten der Approximation der Hesse-Matrix mehr als kompen-
siert [19]. Im Folgenden werden nun die drei Teilschritte des SQP-Verfahrens genauer
erlautert.

Berechnung der Suchrichtung pl*! Die Nebeniterationen dienen der Losung der
QP-Unterprobleme und damit der Bestimmung der jeweiligen Suchrichtung pl*!. Die
Unterprobleme werden durch eine quadratische Approximation der Lagrange-Funktion
und eine Linearisierung der Beschriankungen definiert und besitzen die Form

1
: (%] 2T plkl
pgﬁl}vlz Vi f(z™)p + 5P B¥lp

unter  go(z*) + Vogo (™)p =0,

(QP)

wobei BlF eine geeignete Approximation der Hesse-Matrix V%L(x[k], )\Lk]) darstellt und
2 die aktuelle Hauptiterierte ist. Die Losung von (QP) bildet die Suchrichtung pl*.
Zudem wird der zur optimalen Losung pl* gehérige Lagrange-Multiplikator als AF+1
gesetzt. Damit kann (z¥ + plFl, A*+1]) als lokale Approximation von (z*, \*) genutzt
werden [19].

Berechnung einer Schrittlinge o/¥! Ein neuer Iterationspunkt z/f+1 = £k 4 plkl
muss nicht notwendigerweise ein zuléssiger Punkt fir das Problem (NLP,) sein. In der
Regel ist die Suchrichtung pl¥! keine zuléssige Abstiegsrichtung von f in z*/. Die Berech-
nung einer geeigneten Schrittweite ¥l ist deshalb notwendig, um in den Hauptiteratio-
nen (2.5) zuléssige Punkte zu erhalten. Dazu wird eine Bewertungsfunktion ¢ eingefiihrt.
Diese zeichnet sich dadurch aus, dass eine zulédssige lokale Losung z* von (NLP,) ein
lokales, unrestringiertes Minimum von ¢ ist und die Suchrichtung p!*! eine Abstiegsrich-
tung von ¢ in z* ist [12]. Bewiihrt haben sich differenzierbare Bewertungsfunktionen
der Form

Na
6, 30, B) = L, M) + 5 D i (a)
=1

mit g € Rf‘l. Durch die zusédtzliche Summe in dieser Funktion im Gegensatz zur einfa-
chen Lagrange-Funktion werden die Verletzungen der Gleichungsnebenbedingungen aus
(NLP,) bestraft. Daher wird ¢ auch Penalty-Funktion genannt. Die Idee zur Wahl einer

geeigneten Schrittweite al¥! wird durch

(U N 8y~ min ¢(a® + oFp AEH 8y
e T aie,) e

charakterisiert. Gesucht ist die Schrittweite al*! € (0, 1], sodass die Bewertungsfunktion
¢ einen nahezu minimalen Wert annimmt [19].
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Berechnung der approximierten Hesse-Matrix BIF Fiir die Wahl der Approxi-
mationsmatrizen B¥ soll die Berechnung von zweiten Ableitungen vermieden werden,
die Konvergenzordnung soll dennoch hinreichend gut sein. Damit bietet sich die Be-
rechnung von BFGS-Update-Matrizen durch eine Quasi-Newton-Korrektur an. Fiir eine
genauere Beschreibung dieser Methode sei hier auf [57] oder [12] verwiesen. Durch dieses
Verfahren wird superlineare Konvergenz erreicht. Fiir sparse Probleme ist eine derartige
Vorgehensweise jedoch ineffizient, da die Diinnbesetztheit des Problems bei der Appro-
ximation durch Update-Matrizen verloren geht [19].

Detailliertere Betrachtungen der Theorie des SQP-Algorithmus und seiner genauen Durch-
fihrung finden sich in [12] und [57]. Die Softwarebibliothck WORHP, die genau auf
diesem Algorithmus basiert, wird im folgenden Abschnitt kurz vorgestellt.

2.1.4 Parametrische Sensitivitatsanalyse

In der praxisbezogenen Anwendung ist es oftmals nicht ausreichend, ausschliellich die
Losung des modellierten Optimierungsproblems zu kennen, denn ein solches Problem
kann beispielsweise durch Messungenauigkeiten oder verédnderte Umwelteinfliisse kleine
Storungen aufweisen. Nun ist weiterhin von Interesse, wie die berechnete optimale Lo-
sung auf diese Storungen reagiert. Dies wird in der parametrischen Sensitivitdtsanalyse
genauer untersucht.

Wir wollen dazu zunéchst das gestorte Problem der nichtlinearen Optimierung betrach-
ten.

Definition 2.8. (Gestortes Problem der nichtlinearen Optimierung)

Ein Problem

i, fle2)

unter g;(xz,z) =0, i=1,...,N, (NLP(z))
gi(r,2) <0, i=Ne+1,...,Ny

mit der Zielfunktion f : RN+ x RN — R und den Nebenbedingungen g : RNz x RNz —
RNs | welche zusétzlich vom Stérparameter z € RY= abhingig sind, nennt man gestor-
tes nichtlineares Optimierungsproblem.

Da die Nebenbedingungen vom Storparameter z abhédngen, gilt dies ebenso fiir die Menge
der zuldssigen Losungen X (z). Bezeichne fiir ein zuléssiges z* € X (z) die Menge der
aktiven (Ungleichungs-)Nebenbedingungen mit A(z*, z) bzw. A(z*, z), definiert wie in
Definition 2.3.

Sei nun zg € RM= ein Referenzwert. Dann wird (NLP(z)) als das ungestirte Problem

bezeichnet. Gemeinsam mit f(z) := f(z,29) und g(x) := g(x, zp) gelten fiir dieses unge-
storte Problem die diskutierten Optimalitdtsbedingungen aus Abschnitt 2.1.2.

Die parametrische Sensitivitdtsanalyse untersucht, welchen Einfluss kleine Abweichungen
des Storparameters vom Referenzwert auf die optimale Losung des Problems haben. Im
Zuge dessen werden sogenannte Sensitivitdtsdifferentiale berechnet und genutzt.

Dieser Abschnitt stellt nur kompakt die fiir die vorliegende Arbeit relevanten Ergebnisse
der Sensitivitdtsanalyse zusammen. Fiir eine umfassende Darstellung der Theorie und
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zusétzlichen Anwendungen sei auf [29] verwiesen. Untersuchungen im Kontext der nicht-
linearen Optimierung werden weiterhin von Biiskens und Maurer in [21] aufgearbeitet.

Liegen nur kleine Stérungen des Systems vor, so lassen sich die Anderungen der Optimal-
l6sung iiber eine stetig differenzierbare Abhéngigkeit beschreiben. Der Sensitivitatssatz
bildet das Fundament der parametrischen Sensitivitdtsanalyse und beschreibt genau die-
se Abhéngigkeit [46].

Satz 2.9. (Sensitivitdtssatz)

Sei z* € X(z0) zuldssig beziiglich (NLP(zp)) und normal, auflerdem seien die Funk-
tionen f und g zweimal stetig differenzierbar beziiglich x und die Gradienten V,f
und V,_g sowie g seien einmal stetig differenzierbar beziiglich z in einer Umgebung
von (z*, z9) € RM= x RN=, Weiterhin gelten die Bedingungen:

i. In z* sind die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung erfiillt und die zu-
gehorigen Lagrange-Multiplikatoren sind A} fiir i € A(z*, 2o).

ii. Die Lagrange-Multiplikatoren sind strikt positiv A7 > 0 fiir alle i € A(z*, 20).

Dann gibt es in einer Umgebung Z € R¥* von 2y eindeutig bestimmte, differenzierbare
Funktionen z : Z — RM> und X : Z — RYs mit den Eigenschaften:

i. Fir den Referenzwert gilt z(zp) = x*, A\(z0) = A*.

ii. Fir z € Z erfillt x(z) mit den Multiplikatoren A(z) die hinreichenden Bedin-
gungen zweiter Ordnung des gestorten Problems (NLP(z)) und ist damit eine
eindeutig bestimmte strenge lokale Minimalstelle.

iii. Fir z € Z bleibt die Menge der aktiven Nebenbedingungen unverandert, das
heiBt es gilt A(z*, 20) = A(z(z), 2).

iv. Die Losung x(z) ist weiterhin normal.

v. Die Lagrange-Multiplikatoren sind strikt positiv A;(z) > 0 fir i € A(z*, z0).

Insbesondere ist z* eine isolierte Minimalstelle des Problems (NLP(zp)).

Beweis. Der vollstandig ausgefithrte Beweis findet sich beispielsweise in [29]. In [54]
und [20] fiihrt eine Orientierung an den aktiven Beschrankungen zu einer deutlichen
Verkiirzung des Beweises. O

Innerhalb der Beweisfithrung werden insbesondere Formeln zur Berechnung der Sensi-
tivitdtsdifferentiale entwickelt. Wir stellen an dieser Stelle nur das Ergebnis dar, fiir
nachvollziehbare und dennoch kompakte Folgerungen sei auf [46] verwiesen.

Proposition 2.10. (Berechnung der Sensitivitédtsdifferentiale)
Es gelten die Voraussetzungen des Sensitivitdtssatzes 2.9. Sei weiterhin die Funktion
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galz,2) = (gi(x,z))iej(x 2) definiert wie in (NLP,) mit den zugehorigen Lagrange-
Multiplikatoren \,(z) € RMe mit N, := |A(x, z)|. Dann ergeben sich fiir die stetig
differenzierbaren Funktionen z : Z — RN= und )\, : Z — RNe die Differentiale

( %(’20) ) — _ (V%L(w*, )‘*7 20) vxgg(x*7 ZO)) ! (szL(l’*, )\*7 ZU)) .

%('ZO) Vaga(x*, 20) 0 V.9a(T*, 20)

Mithilfe dieser Darstellung lassen sich die Sensitivitdtsdifferentiale der Optimierungs-

variablen %£(z) und der Lagrange-Multiplikatoren dj‘; (z0) direkt aus der ungestorten

dz
Loésung mit dem Referenzparameter zy berechnen.

Aus der optimalen Losung (z*, A}) des ungestorten Problems und den Sensitivitatsdiffe-
rentialen aus Proposition 2.10 kénnen wir nun Approximationen der optimalen Loésung
des gestorten Problems (NLP(z)) berechnen. Bei nur geringfiigiger Abweichung des Stor-
parameters vom Referenzwert py bleibt die Menge der aktiven Nebenbedingungen un-
verandert, wie bereits im Sensitivitdtssatz angemerkt. Damit kénnen wir weiterhin die
auf die aktiven Nebenbedingungen eingeschrinkten Funktionen g, und A, betrachten,
und es ergeben sich mittels Taylor-Entwicklung erster Ordnung die Approximationen

x(z) =~ x* + %(zo) (2 — 20) (2.6)
Aa(2) = As + dj‘; (20) - (2 — 20).

Unter Betrachtung des Fehlers, der bei Einsetzen dieser Approximationen in die Neben-
bedingungen auftritt, lasst sich iterativ eine Folge (z,z) berechnen, wobei der Fehler
schrittweise reduziert wird. Die Folge konvergiert gegen einen Fixpunkt (z,z), welcher
eine optimale Losung des betrachteten Problems ist. Eine detailliertere Beschreibung
dieser iterativen Losungsfindung findet sich beispielsweise in [17].

2.1.5 Softwarebibliothek WORHP

Zur effizienten Losung nichtlinearer Probleme wie (NLP) wird in dieser Arbeit die mathe-
matische Softwarebibliothek WORHP (,,We Optimize Really Huge Problems®) genutzt,
entwickelt von der AG Optimierung und Optimale Steuerung an der Universitdt Bremen.
Diese ist - wie der Name vermuten léasst - besonders zur Losung grofler Systeme mit vielen
Variablen geeignet. Der verwendete Algorithmus beruht dabei auf dem SQP-Verfahren
[9] oder den Innere-Punkte-Methoden [48].

Die Bibliothek WORHP wurde entwickelt, um allgemeine nichtlineare beschriankte Op-
timierungsprobleme der Form

min f(z)

-
L)~ \g(x)) — \U

zu losen. Dabei sind die Beschrankungen [, u € R™ die sogenannten Bozbeschrankungen
an die Optimierungsvariable x € R™ und L,U € R™ bilden die Grenzen der Nebenbedin-
gungen. Gleichheitsnebenbedingungen werden in diesem Kontext realisiert, indem obere
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und untere Beschriankungen den gleichen Wert erhalten. Die Zielfunktion f : R” — R und
die Nebenbedingung g : R™ — R™ seien zweimal stetig differenzierbar. Die Forderung der
zweimaligen Differenzierbarkeit muss nicht zwangsléufig erfiillt sein, um Minimalstellen
zu finden. Glattheit in Umgebungen um lokale Minimalstellen ist im Allgemeinen ausrei-
chend [9]. Die Probleme (NLP) und (OP) sind bis auf Transformation und die Forderung
der zweimaligen Differenzierbarkeit dquivalent zueinander. Streng genommen besitzen sie
verschiedene Notationen der Dimensionen und Beschrankungen, was im Folgenden nicht
weiter betrachtet wird. Die Formulierung in (NLP) wird genutzt, um mathematische Ei-
genschaften auszudriicken, wihrend (OP) genutzt wird, um die numerische Umsetzung
zu verdeutlichen [9]. Weitere Informationen zur Anwendung der Softwarebibliothek sind
[9] zu entnehmen.

Die Softwarebibliothek WORHP wurde dafiir entwickelt, hochdimensionale Optimie-
rungsprobleme mit einer sehr groflen Anzahl an Optimierungsvariablen und Beschran-
kungen zu lésen. Zur Losung eines Problems ist wie im vorangegangenen Abschnitt
die Berechnung der Jacobi-Matrix der Nebenbedingungen und der Hesse-Matrix der
Lagrange-Funktion notwendig. Dies fiihrt bei naiver Implementierung zu einem enormen
Rechen- und Speicheraufwand. Da solche hochdimensionalen Probleme haufig durch die
Diskretisierung von Optimalsteuerungsproblemen entstehen (vgl. dazu Abschnitt 2.2),
besitzen sie in diesen Féllen eine diinnbesetzte Struktur, sodass die Jacobi- und Hesse-
matrix nur verhéaltnisméfig wenige Eintrige ungleich Null besitzen. Durch die effiziente
Implementierung von WORHP werden nur diese Eintrége statt der gesamten Matrizen
gespeichert [70]. Es lassen sich eine Vielzahl solcher hochdimensionaler und gleichzeitig
diinnbesetzter Optimierungsprobleme nennen , beispielsweise Niedrigschubtrajektorien
fiir Raumfahrtzeuge im Hinblick auf Zeitoptimalitat nennen [56], aber auch modellpré-
diktive Regelung von Schwérmen [71] oder allgemeine optimale Steuerprozesse [16][27].

Eine weitere Besonderheit, die durch WORHP geboten wird, ist das integrierte Modul
WORHP Zen. Mithilfe dieses Moduls ist es moglich, eine Sensitivitédtsanalyse fiir die im-
plementierten Optimierungsprobleme ohne grofien Mehraufwand durchzufiihren. Neben
der effizienten Berechnung und Speicherung der Sensitivitdtsdifferentiale sind Echtzeit-
Updates moglich, um eine approximierte Losung des parameter-gestérten Optimierungs-
problems zu liefern [49].

Die Softwarebibliothek wird ununterbrochen durch die wissenschaftlichen Mitarbeiter an
der Universitdt Bremen weiterentwickelt und verbessert. In der Dissertation [44] werden
Methoden zur effizienten Bestimmung von Ableitungen entwickelt und untersucht. Wei-
terhin liefert [34] verschiedene Methoden zur Steigerung der Effizienz numerischer Op-
timierungsverfahren im Hinblick auf die Implementierung von WORHP. Die Ansétze in
[35] zur Entwicklung eines Multi-Core-Interfaces fiir WORHP, um dessen Berechnungen
parallelisieren zu konnen, resultieren in vielversprechenden Ergebnissen. Mithilfe einer
solchen parallelen Berechnungsmethode kénnten neben der Variation von Parametern
beispielsweise auch viele Probleme mit variierten Startschitzungen effizient gleichzeitig
berechnet werden, sodass Erkenntnisse im Hinblick auf die Globalitét der gefundenen Lo-
sung gewonnen werden konnen. Viele weitere Dissertationen, die im Zusammenhang mit
der Entwicklung und Anwendung von WORHP stehen, kénnen [9] entnommen werden.



16 Kapitel 2. Theoretische Grundlagen optimaler Steuerprozesse

2.2 Optimale Steuerprozesse

Die nichtlineare Optimierung aus Abschnitt 2.1 dient der Bestimmung von Zahlen zur
Minimierung einer Zielfunktion unter Einhaltung von Nebenbedingungen. Diese Systeme
sind zeitunabhéngig. Zur Betrachtung dynamischer Systeme wird die optimale Steuerung
genutzt. In diesem Teilgebiet der angewandten Mathematik werden auf &hnliche Wei-
se Funktionen gesucht, die ein Zielfunktional unter Einhaltung von Nebenbedingungen
minimieren [46].

Ziel dieses Abschnitts ist die Darstellung der theoretischen Grundlagen optimaler Steu-
erprozesse. Dazu wird zunéchst in Abschnitt 2.2.1 die grundlegende Problemstellung
und damit einhergehend die Definition der notwendigen Systemvariablen vorgestellt. In
Abschnitt 2.2.2 werden dquivalente Formulierungen dieser Problemstellung diskutiert,
insbesondere eine fiir diese Arbeit spéter noch interessante. Weiter geht es in Abschnitt
2.2.3 mit den Strategien zur Losung optimaler Steuerprozesse, wobei zwei unterschiedli-
che Vorgehensweisen diskutiert und verglichen werden. Abschliefend wird die Software-
bibliothek TransWORHP in Abschnitt 2.2.4 vorgestellt, eine Erweiterung der Bibliothek
WORHP, welche zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen genutzt werden kann.

2.2.1 Problemstellung

Zur Beschreibung eines dynamischen Systems auf dem Zeitintervall [to,¢s] werden zu-
néchst Systemvariablen eingefiihrt. Dabei wird ohne Einschrankung der Startzeitpunkt
to = 0 angenommen, da durch lineare Transformation jeder beliebige Startpunkt auf
diesen zuriickgefiihrt werden kann[19].

Definition 2.11. (Zustandsvektor)
Der Zustand eines Systems zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ € [0,t¢] lasst sich durch
den Zustandsvektor

2(t) = (x1(t),. .., xn, (1) € RN

beschreiben, der aus den Zustandsvariablen x;(t), i = 1,..., N, besteht. Diese seien
stetig und stiickweise stetig differenzierbar auf dem gesamten Intervall [0,%¢]. Dabei
bezeichnet z(0) € RV= den Anfangszustand und z(t¢) € RN+ den Endzustand.

Definition 2.12. (Steuervektor)
Das Verhalten eines Systems zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ € [0, ¢f] kann iiber einen
Steuervektor

ut) = (ur(t), ..., un, (t)) € RM

kontrolliert werden, der aus den Steuerungen u;(t), j = 1,..., N, besteht. Diese seien
stiickweise stetig auf dem Intervall [0, ¢].

Definition 2.13. (Freie Parameter)
Das Verhalten eines Systems kann zusétzlich noch von einer beliebigen Anzahl freier
Parameter

p=(p1,....pn,) €RM.

abhéngen.
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Beispielsweise kann ein Auto durch Drehen des Lenkrads und durch Betétigen des Gas-
pedals oder der Bremse gesteuert werden. Ebenso kann ein Schiff durch Nutzung des
Ruders und Propellers gesteuert werden, oder aber durch Schlepperboote.

Die zeitliche Anderung des zuvor beschriebenen Systemzustands wird charakterisiert
durch die Systemdynamik [46].

Definition 2.14. (Systemdynamik)
Die Systemdynamik besteht aus einem System von Differentialgleichungen erster Ord-
nung der Form

$(t) = f(x(t),u(t),p,t% te [O’tf]

wobei die Funktion f : RNz x RN x RNe x [0,¢7] — RN stetig und beziiglich z, u
und p aulerdem stetig partiell differenzierbar ist.

Die freien Parameter dienen einer genauen und flexiblen Beschreibung des zu betrach-
tenden Problems. Beispielsweise das Lenkverhalten oder die Ubersetzung des Motors
unterscheiden sich bei verschiedenen Fahrzeugen. Um dennoch eine allgemeine Dynamik
anwenden zu konnen, werden freie Parameter genutzt, um diese individuellen Eigen-
schaften abbilden zu konnen. Fiir ein explizites Problem werden diese freien Parameter
auf einen festen Wert gesetzt. Im Gegensatz dazu dienen die Sensitivitdtsparameter aus
Abschnitt 2.1.4 der Untersuchung des Einflusses auf das System bei Verdnderungen.

Die Endzeit t; des Systems kann sowohl fest vorgegeben als auch frei wéhlbar sein.
Im zweiten Fall wird die Dynamik des Systems um eine weitere Gleichung erweitert
und kann so auf ein System mit fester Endzeit zuriickgefithrt werden. Eine detaillierte
Beschreibung dieser Transformation erfolgt in Abschnitt 2.2.2. Falls die Systemdynamik
f nicht explizit von der Zeitvariablen ¢ abhéngt, also f = f(z(t),u(t),p) gilt, ist von
einem autonomen System die Rede [46].

An den Anfangszustand z(0) und den Endzustand x(ts) sind unter Umsténden bestimm-
te Bedingungen gekniipft. Diese werden in den Randbedingungen formuliert.

Definition 2.15. (Randbedingungen)
Der Anfangszustand x(0) und der Endzustand x(t¢) des Systems sollen vorgeschrie-
benen Randbedingungen

r(x(0),z(tf)) =0 (2.7)

geniigen, wobei r : RNz x RN+ — R™r eine stetig differenzierbare Funktion ist. Dabei
gilt N, <2N,.

Fir jeden Zeitpunkt ¢ € [0,¢f] konnen aulerdem Beschrankungen an die Zusténde x(t)
und Steuerungen u(t) gefordert sein. Diese werden in Nebenbedingungen zusammenge-
fasst [46].

Definition 2.16. (Nebenbedingungen)
Der Zustandsvektor z(¢) und der Steuervektor u(t) sollen vorgeschriebenen Nebenbe-
dingungen

ga(),ult),p) <0, te0t]
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geniigen, wobei ¢ : RNVe x RVe x RN» — RNs eine hinreichend oft stetig differenzierbare
Funktion ist.

Die Beschrankungen kénnen dabei aus Sicherheitsgriinden oder physikalischen Bedin-
gungen resultieren. Beispielsweise sollte die Flughthe eines Flugzeugs immer oberhalb
der Erdoberfliche sein. Bei der Fahrzeugsteuerung existiert eine Beschrinkung an den
Lenkwinkel. Die eingesetzten Schlepperboote kénnen nicht unendlich viel Kraft aufwen-
den, sondern besitzen in dieser Hinsicht eine Beschréankung.

Das Ma§ fir die ,,Optimalitét“ eines Steuerprozesses ist gegeben durch ein Zielfunktional.

Definition 2.17. (Zielfunktional)
Das Funktional

Io 8] = 6(e(0),a(t)p) + [ Jo(el),u(t)p, ) (2.8)

wird Zielfunktional genannt, wobei ¢ : RV x RN+ x RN — R und fj : RY+ x RN« x
RM> x [0,¢f] — R stetig differenzierbare Funktionale beziiglich aller Argumente sind.

Ein Auto soll beispielsweise moglichst energieeffizient oder aber moglichst schnell das
geplante Mandéver durchfithren.

Dabei unterscheidet man zwischen der allgemeinen Bolza-Form wie in (2.8), der Lagrange-
Form fir ¢ = 0 und der Mayer-Form fiir fy = 0. Diese unterschiedlichen Darstellungen
sind durch Transformation jeweils dquivalent ineinander iiberfiihrbar. Solche Transfor-
mationen sind unter anderem in [19] explizit ausgefiithrt. Die Wahl der Formulierung ist
abhéngig von der vorliegenden Aufgabe. In numerischen Auswertungen wird hiufig die
Mayer-Formulierung genutzt, wiahrend sich fiir analytische Betrachtungen vermehrt die
Lagrange-Formulierung durchgesetzt hat [19].

Bei den in dieser Arbeit zu untersuchenden Steuervorgéngen hingt das Funktional fy =
fo(z(t),u(t),p) nicht explizit von ¢ ab. Im Folgenden werden deshalb nur diese Art von
Zielfunktionalen betrachtet. Gemeinsam mit einer autonomen Dynamik f ergibt sich
damit ein autonomer Steuerprozess [46].

Das optimale Steuerungsproblem besteht nun darin, den Steuervektor u(t) zu bestim-
men, sodass ein vorgegebenes Zielfunktional (2.8) unter Beriicksichtigung der System-
dynamik (2.14), der Randbedingungen (2.7) und der Beschréankungen (2.16) fiir alle
Zeitpunkte t € [0,¢7] minimiert wird [19].

Definition 2.18. (Optimales Steuerungsproblem)
Das Problem

min [z, u,p)

$(0)(t0). ) + [ Jo(alt),utt) .t

t) = f(x(t)v U(t),p,t), (OCP)
r(x(0), z(tf)) = 0
g9(z(t),u(t),p) <0,  te€[0,ty]

unter £ (

8

heifit optimales Steuerungsproblem.
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Zur Charakterisierung der Losungen optimaler Steuerprozesse werden die Begriffe der
Zuldssigkeit und Optimalitdt definiert.

Definition 2.19. (Zulassigkeit und Optimalitét)

Erfiillt ein Tupel (z*,u* p*) mit 2* : [0,¢7] — RN und u* : [0,¢;] — R und
p* € RYr die Nebenbedingungen aus (OCP), handelt es sich um eine zuldssige Lisung.
Gilt fiir diese zulédssige Losung auflerdem

I[x*7U*7p*] S I{x7 u’p:l

fiir alle zulassigen Losungen (z, u, p), dann heifit sie optimale Losung. Dabei bezeichnet
x* die optimale Trajektorie und u* die optimale Steuerung des Problems (OCP).

Loésungen von Optimalsteuerungsproblemen geniigen ebenso notwendigen und hinrei-
chenden Bedingungen wie Losungen nichtlinearer Optimierungsprobleme. Als notwen-
diges Optimalitatskriterium gilt das Pontryaginsche Minimumprinzip, detailliert ausge-
fithrt in [19]. Dessen Formulierung und insbesondere auch die der hinreichenden Be-
dingungen sind mit wesentlich mehr Aufwand verbunden als im Bereich der nichtlinea-
ren Optimierung. Da eine praktische Anwendung dieser Bedingungen zur Lésung von
Optimalsteuerungsproblemen (OCP) im Allgemeinen nicht stattfindet und auch in die-
ser Arbeit darauf verzichtet wird, soll an dieser Stelle nur auf entsprechende Literatur
verwiesen werden, in welcher die Bedingungen ausfiihrlicher diskutiert werden. In [19]
werden das Minimumprinzip und zusétzliche Erweiterungen und Verallgemeinerungen
besprochen, wobei auch die hinreichenden Bedingungen genannt werden.

2.2.2 Aquivalente Formulierung von Steuerprozessen

Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt erwéhnt, lassen sich einige zunéchst un-
terschiedlich scheinende optimale Steuerprozesse durch dquivalente Transformationen
ineinander tiberfithren. Um nur einige zu nennen, ldsst sich beispielsweise jeder Steuer-
prozess in Bolza-Form &dquivalent in die Lagrange- und in die Mayer-Form umwandeln
[19]. Ebenso konnen nichtautonome Systeme in autonome Systeme transformiert werden.
Weitere dquivalente Formulierungen sind in [19] aufgefiihrt.

Eine in dieser Arbeit interessante dquivalente Transformation existiert zwischen einem
Steuerprozess mit freier und fester Endzeit. Diese Transformation wird im folgenden
Abschnitt genauer betrachtet.

2.2.2.1 Transformation einer freien Endzeit auf eine feste Endzeit

Aufgrund der Aquivaenz der Darstellungen werden wir uns im Folgenden auf ein Problem
in Mayer-Form beschranken mit ¢ = 0 und freier Endzeit ¢;. Das Ziel besteht nun darin,
das Problem in eines mit fester Endzeit umzuwandeln.

Zunéchst wird eine neue Zeitvariable s € [0, 1] mit ¢ = sty eingefiihrt, wobei ¢t € [0, ;] die
urspriingliche Zeitvariable darstellt. Auflerdem werden neue Zusténde und Steuerungen
durch

&(s) == x(sty) und  a(s) = u(sty) fir s € 0, 1]
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definiert. Weiterhin wird eine neue Zustandsvariable eingefiihrt, die die urspriingliche
freie Endzeit représentiert

Bopr(s) =ty mit  HEml —o fiir s e [0,1).

Durch Anwendung der Kettenregel erhalten wir auflerdem

di(s)  dx(sty)  dx(t) .
T “tf fir s € [0, 1].

Damit ergibt sich nun der dquivalente Steuerprozess

f(@(s), a(s), p, s:enH(s)):an(s)) ,

Da der zusédtzliche Zustand, welcher die Endzeit repréisentiert, eine konstante Zahl ist,
kann dieser auch als ein zusétzlicher freier Parameter in das System aufgenommen wer-
den.

Satz 2.20. (Transformation einer freien Endzeit auf feste Endzeit)
Durch Definition einer neuen Zeitvariablen s € [0,1] mit ¢ = sty, Zustanden Z(s) =
x(sty) und Steuerungen @(s) = u(sty) ergibt sich ein System mit freier Endzeit durch

min Iz, 1, p] = ¢(2(0),2(1),p)

)
unter Z(s

9((s), a(s

wobei ty € Ry ein weiterer freier Parameter ist.

2.2.3 Losungsstrategie: Diskretisierung

Zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen der Form (OCP) unterscheidet man zwei
unterschiedliche Klassen von Strategien, die indirekten und die direkten Verfahren. Indi-
rekte Verfahren tuberfiihren ein Optimalsteuerungsproblem in ein Mehrpunktrandwert-
problem. Dabei werden die notwendigen Bedingungen der Optimalsteuerungstheorie aus-
gewertet, um systematisch die Steuerung u aus dem Problem (OCP) zu eliminieren. Die
direkten Verfahren hingegen beruhen auf der Idee der Diskretisierung. Die Einsatzmog-
lichkeiten indirekter gegeniiber direkter Verfahren sind in der Regel gering, sodass wir
uns in dieser Arbeit auf die direkten Verfahren fokussieren wollen.

Die Idee hinter den direkten Verfahren ist die Diskretisierung der Systemvariablen, um
das unendlichdimensionale Optimalsteuerungsproblem (OCP) auf ein nichtlineares Op-
timierungsproblem (NLP) mit endlich vielen Parametern zuriickzufithren [19].
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Diskretisierung ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Behandlung dynamischer Systeme. Un-
endlichdimensionale stetige Systeme sollen auf endliche diskrete Systeme reduziert wer-
den, um eine einfache numerische Auswertung moéglich zu machen. Das den dynamischen
Systemen zugrunde liegende Gebiet wird dazu durch ein nicht notwendigerweise dquidi-
stantes Gitter ersetzt. Nachfolgend wird ausschliellich der eindimensionale Fall mit dem
kontinuierlichen Zeitintervall [0,¢f] betrachtet. Dieses wird durch die diskreten Stiitz-
stellen
0:t1<t2<...<tNt:tf

ersetzt. Eine groflere Anzahl an Diskretisierungspunkten bedeutet im Allgemeinen eine
genauere Approximation des Intervalls. Weiterhin werden die Zustands- und Steuer-
funktionen durch die approximierten Zustinde x* und Steuerungen u’ zum Zeitpunkt ¢;
durch ‘

at e (21(t), ., () = a(t)

ul m (ur(t), - un, (8) = ult)

fir ¢ = 1,..., N; beschrieben. Damit sind die Zustdnde und Steuerungen nicht langer
auf dem gesamten urspriinglichen Gebiet gegeben, sondern nur noch an den diskreten
Gitterpunkten. Zwischen diesen Punkten kénnen sie lediglich approximativ bestimmt
werden. Wie bereits erwdhnt, wird die Mayer-Form des Zielfunktionals fiir numerische
Auswertungen bevorzugt und ist dquivalent zur allgemeinen Form aus (2.8). Durch die
diskrete approximative Schreibweise der Zustdnde und Steuerungen lédsst sich die zu
minimierende Zielfunktion durch

12!, p] = ¢, 2™, p)

darstellen. Das Differentialgleichungssystem wird durch numerische Integrationsverfah-
ren approximiert, wie etwa das Fulersche Polygonzugverfahren [64]. Damit erhdlt man
ein diskretes optimales Steuerungsproblem zu (OCP). Diese Art der Diskretisierung wird
volle Diskretisierung genannt.

Definition 2.21. (Diskretes Optimalsteuerungsproblem)

Sei das Zeitintervall [0,t;] durch die Stiitzstellen ¢; fiir ¢« = 1,..., N; diskretisiert,
wobei Ny € N die Anzahl der Diskretisierungspunkte ist. Weiterhin seien die ap-
proximierten Zustdnde und Steuerungen an diesen Stiitzstellen jeweils beschrieben
durch 2% und u*. Dann lisst sich ein diskretes Optimalsteuerungsproblem mithilfe des
Eulerschen Polygonzugverfahrens formulieren durch

min [z, 2™, p] = ¢zt 2™, p)
unter e =2t (tpy — ) f(2hulp), i=1,...,N,—1,
r(zt, 2™N) =0,
g(xi)ui7p)§07 izl?"')Nt7

wobei x?, v’ fiir i = 1,..., N; die freien Optimierungsvariablen bilden.

2.2.4 Softwarebibliothek TransWORHP

Zur Losung eines Optimalsteuerungsproblems (OCP) hat die AG Optimierung und Opti-
male Steuerung die Softwarebibliothek TransWORHP entwickelt, welche auf der Biblio-
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thek WORHP aus Abschnitt 2.1.5 beruht. Das numerische Losungsverfahren nutzt die
im vorangegangenen Abschnitt diskutierte Diskretisierungsmethode, um das unendlich-
dimensionale Optimalsteuerungsproblem in ein endlichdimensionales Optimierungspro-
blem umzuwandeln. Unter Ausnutzung dadurch entstehender sparser Matrixstrukturen
kann dieses mithilfe von WORHP effizient gelost werden [10].

Insbesondere lassen sich mit TransWORHP Probleme lésen, die aus mehreren Pha-
sen zusammengesetzt sind. Dies ermoglicht beispielsweise die gleichzeitige Optimierung
sdmtlicher Stufen eines Raketenstarts in der Luft- und Raumfahrt. In der Robotik kon-
nen mehrere zusammenhingende Bahnplanungsprobleme simultan gelost werden [10].
Neben der Wahl unterschiedlicher Integrationsverfahren oder der adaptiven Zeitgitteran-
passung beinhaltet die Bibliothek TransWORHP noch viele weitere Moglichkeiten, um
die optimale Losung eines Steuerungsproblems zu finden. Detaillierte Ausfithrungen zur
Anwendung von TransWORHP finden sich in [8] und [10].
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Modellierung der Schiffsdynamik
und aufleren Krafte

Zur korrekten Simulation von Schiffsmanévern ist ein mathematisches Modell zur Be-
schreibung der dynamischen Bewegung des Schiffes unverzichtbar. Die Modellierung
kann dabei auf den unterschiedlichsten Vorgehensweisen beruhen, sowohl experimen-
tell als auch theoretisch. Die zwei bekanntesten Ansétze, die dabei verfolgt werden, sind
die von Abkowitz (1964) [11] und der Japanese Mathematical Modeling Group (kurz
JMMG) (1978) [58].

Das sehr formale und systematische Modell von Abkowitz beruht auf der Idee, ein Ma-
nover als Storung eines Gleichgewichts zu betrachten, wobei dieses Gleichgewicht eine
Vorwirtsbewegung mit gegebener Geschwindigkeit ist. Unter dieser Annahme stellt er die
hydrodynamischen Wechselwirkungen zwischen Schiffsrumpf und Wasser mithilfe einer
Taylorapproximation dar. Je nach Wahl des Taylorpolynomgrads kann das Modell be-
liebig komplex gestaltet werden. Dieses Modell hat sich bereits in vielen experimentellen
Anwendungen zur Simulation von Rudermandvern als hilfreich erwiesen, beispielsweise
von Strgm-Tejsen und Chislett (1966) [67]. In abgewandelter Form konnte es sogar bei
Manovern mit Motoreinsatz angewendet werden, obwohl solche Manover im Allgemei-
nen nicht mehr als ,kleine* Stérung der konstanten Geradeausfahrt betrachtet werden
kénnen [59].

Beim JMMG Modell werden die einzelnen Bestandteile und die daraus resultierenden Ef-
fekte separat modelliert. Aus den Teilkréften, hervorgerufen durch beispielsweise Rumpf,
Ruder und Propeller, kann dann die Gesamtkraft, die auf das Schiff wirkt, berechnet wer-
den. Auch dieses Modell hat sich bereits in Anwendungen von beispielsweise Matsumoto
und Suemitsu (1981) [53] bewahrt.

Der Ansatz, den wir in dieser Arbeit verfolgen werden, basiert auf der Idee des JMMG
Modells und ist angelehnt an die Modellierung von Oltmann und Sharma [59], wobei wir
diese noch erweitern werden. Da wir in dieser Arbeit Schiffe betrachten, die ausschliellich
von Schlepperbooten gesteuert werden, kénnen wir die normalerweise in der Modellie-
rung auftauchenden Einfliisse von Ruder und Propeller vernachlassigen und durch eine
vereinfachte Modellierung dieser Schlepperkréfte ersetzen. Eine solche Vereinfachung wé-
re mit dem Ansatz von Abkowitz nicht oder nur schwer moglich. Zusétzlich zu den von

23
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Oltmann und Sharma modellierten hydrodynamischen Rumpfkraften werden wir die ae-
rodynamischen Einfliisse beriicksichtigen, da in dieser Arbeit der Einfluss des Windes
eine besondere Rolle spielen soll.

Wir werden ein Modell unter den Annahmen herleiten, dass sich das Schiff nur in lokalen
Gebieten bewegt, sodass die Kriimmung der Erde vernachlissigt werden kann. Ebenso
wird dieses Schiff als ein starrer Kérper angenommen, der sich in einem Fluid bewegt,
welches horizontal und vertikal unbegrenzt ist. Dabei ist das Schiff weder Stromung
noch Seegang oder Gezeiten ausgesetzt. Der einzige Umwelteinfluss auf das Schiff ist ein
konstanter Wind. Ebenfalls werden andere Schiffe oder Objekte im Wasser ignoriert, die
Wellen hervorrufen oder zu Abschirmeffekten aufgrund des Windes fithren kénnten. Wei-
terhin wird beziiglich des Schiffes eine Backbord-Steuerbord-Symmetrie angenommen,
was zumindest approximativ fiir den Grofiteil der iiblichen Marineschiffe eine gerechtfer-
tigte Annahme ist [11].

Die Modellierung der Dynamik von Schiffen kann in die zwei Gebiete der Kinematik
und der Kinetik aufgeteilt werden. Wahrend sich die Kinematik ausschlieSlich mit den
geometrischen Aspekten der Bewegung befasst, wird im Gebiet der Kinetik der Einfluss
von Kréaften auf die Bewegung analysiert. Im folgenden Abschnitt befassen wir uns zu-
néchst mit der Betrachtung der Kinematik von Schiffen. Damit einhergehend werden die
betrachteten Bezugssysteme eingefithrt und die kinematischen Bewegungsgleichungen
hergeleitet. Anschlieend folgt in Abschnitt 3.2 die Untersuchung der Kinetik des Schif-
fes und damit die Herleitung der kinetischen Bewegungsgleichungen. In Abschnitt 3.3
werden die auf das Schiff wirkenden Kréfte erldutert und modelliert. Schlielich werden
die Bewegungsgleichungen und die Kraftemodelle in Abschnitt 3.4 zu einem Gesamtsys-
tem zusammengefiihrt.

3.1 Kinematik

Das Gebiet der Kinematik befasst sich mit den geometrischen Aspekten, die mit der
Bewegung eines Korpers einhergehen, ohne dabei dessen Masse oder die auf ihn wirken-
den Kréfte zu berticksichtigen. Ziel dieses Abschnittes ist die Einfithrung der wichtigen
Bewegungsgrofien und die Herleitung der kinematischen Bewegungsgleichungen. In die-
sem Zusammenhang werden in Abschnitt 3.1.1 die betrachteten Bezugssysteme néher
erldutert. Anschlieend werden die Variablen, die die Bewegung beziiglich der Syste-
me beschreiben, in Abschnitt 3.1.2 allgemein definiert. Im Anschluss daran wird unter
der Annahme, dass sich das betrachtete Schiff nur in der Horizontalebene bewegt, in
Abschnitt 3.1.3 die Reduzierung auf ein zweidimensionales Modell eingefiihrt. Zum Ab-
schluss des Kapitels wird in Abschnitt 3.1.4 die kinematische Transformation genutzt,
um die Variablen zueinander in Beziehung zu setzen und damit die kinematischen Be-
wegungsgleichungen zu formulieren.

3.1.1 Bezugssysteme

Zur vollstdndigen Bestimmung der Position und Orientierung eines Schiffes, welches sich
auf hoher See bewegt, sind sechs unabhédngige Koordinaten notwendig. Drei Koordi-
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naten und deren zeitliche Ableitung legen die Position des Schiffes und die Translati-
onsgeschwindigkeiten beziiglich drei zueinander orthogonaler Achsen fest. Drei weitere
Koordinaten und deren zeitliche Ableitungen werden bendtigt, um die Orientierung des
Schiffes und seine Rotationsgeschwindigkeit beziiglich dieser Achsen zu ermitteln. Um
die Koordinaten hinreichend beschreiben zu kénnen, werden zwei verschiedene Bezugs-
systeme eingefiihrt, ein globales Inertialsystem und ein schiffsgebundenes lokales Koor-
dinatensystem.

Das North-East-Down (NED)-Koordinatensystem (n-System) ist relativ zum Referenz-
ellipsoiden (World Geodetic System, 1984 [66]) der Erde definiert. Dabei handelt es sich
um ein geodétisches Referenzsystem zur einheitlichen Angabe von Positionen auf der
Erde und dient insbesondere als Grundlage zur Berechnung der GPS-Koordinaten [62].
Aufgrund der Kriimmung der Erde wird das NED-Koordinatensystem iiblicherweise als
eine Tangentialebene definiert, die sich auf der Oberfliche dieses Ellipsoiden gemeinsam
mit dem Schiff bewegt. Fiir Schiffe, die sich in lokalen Gebieten bewegen, beispiels-
weise in Héfen, kann approximativ eine feste Tangentialebene zur Navigation genutzt
werden. Diese Arbeit beschéiftigt sich hauptséchlich mit der Untersuchung von Schiffsbe-
wegungen in lokalen Gebieten, sodass wir im Folgenden von einem festen Ursprung des
NED-Koordinatensystems ausgehen kénnen, welcher an geeigneter Stelle auf der Ober-
fléiche des Ellipsoiden gewéhlt wird [31]. Wie der Name bereits vermuten lisst, zeigt die
positive xz-Achse des Systems in Richtung des wahren Nordens, die positive y-Achse in
Richtung Osten und die positive z-Achse zeigt senkrecht zur Tangentialebene in Richtung
Erdinneres und vervollstdndigt damit das Rechtssystem. Weiterhin kann angenommen
werden, dass es sich bei dem NED-System um ein Inertialsystem handelt, da die Ge-
schwindigkeit von Marineschiffen gering genug ist, sodass die Kréfte, die aufgrund der
Erdrotation auftreten, im Gegensatz zu den wirkenden hydrodynamischen Kraften ver-
nachléssigt werden koénnen. Es gelten damit insbesondere die Newtonschen Gesetze [32].
Im Gegensatz dazu ist es in Navigationsanwendungen im Kontext der Raumfahrt iiblich,
sternengebundene Systeme oder solche zu nutzen, die die Erdrotation beriicksichtigen
[23].

Das erdgebundene NED-System wird zur Bestimmung der globalen Position des Schiffes
genutzt. Zur Beschreibung der Schiffsbewegung wird standardméfig ein weiteres, schiffs-
gebundenes Koordinatensystem eingefiihrt. Die Wahl dieses Systems richtet sich dabei
nach seinem Zweck, der Beschreibung der Bewegungsgleichungen. Schiffe besitzen im
Allgemeinen eine Backbord-Steuerbord-Symmetrie, sodass eine Symmetrieebene entlang
der Léngsachse existiert. Diese Symmetrie wollen wir bei der Definition des Koordina-
tensystems ausnutzen, indem zwei der drei Koordinatenachsen in der Symmetrieebene
gewdhlt werden, die dritte Achse steht senkrecht auf dieser Ebene. An Symmetrieebenen
orientierte Koordinatenachsen liegen in den meisten Féllen parallel zu den Haupttrag-
heitsachsen, sodass sich die Bewegungsgleichungen durch diese Wahl stark vereinfachen
[11]. Das schiffsgebundene Koordinatensystem (b-System) wéahlen wir demnach folgen-
dermaflen: Die positive z-Achse zeigt in Richtung Bug, die positive y-Achse in Richtung
Steuerbord und die positive z-Achse in Richtung Schiffsboden. Die Koordinatenachsen
bilden dementsprechend ein Rechtssystem [32]. Der Koordinatenursprung liegt innerhalb
der bereits erwdhnten Symmetrieebene. Er entspricht nicht zwangslaufig dem Schwer-
punkt G(zq, ya, 2a), allerdings nehmen wir an, dass der Schwerpunkt ebenfalls in dieser
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Abbildung 3.1: Erdgebundenes Koordinatensystem (n-System) und schiffsgebundenes
Koordinatensystem (b-System) mit Ursprung o, und Schwerpunkt G(z¢, 0, zg).

Symmetrieebene liegt, sodass yg = 0 gilt [31]. Die beiden Koordinatensysteme werden
in Abbildung 3.1 kompakt zusammengefasst.

3.1.2 Systemvariablen

Die Pose, das heifit die Position und die Orientierung, des Schiffes wird angegeben durch
die Pose des b-Systems relativ zum n-System. Die relative Position ergibt sich dabei durch
die Koordinaten vom Ursprung des b-Systems im n-System durch (zo, 3o, 20) € R3. Die
Orientierung des b-Systems relativ zum n-System wird mithilfe von Eulerwinkeln ein-
deutig bestimmt. Dabei wird das n-System nacheinander mit den drei Eulerwinkeln um
die Koordinatenachsen gedreht. Die Drehfolgen und genutzten Koordinatenachsen sind
in der Schifffahrt genormt und werden der Gruppe der Tait-Bryan-Drehungen zugeord-
net. In dieser Norm ist die intrinsische Drehfolge z — 3/ — 2” sowie die Bezeichnung der
Eulerwinkel (¢, 6,1) als Roll-, Nick- und Gierwinkel vorgeschrieben. Intrinsisch bedeu-
tet dabei, dass bei jeder Drehung um die jeweils neu entstandenen Koordinatenachsen
gedreht wird. Im Detail bedeutet dies, dass das n-System zunéchst mit dem Gierwin-
kel 1 um die z-Achse gedreht wird. Das gedrehte System wird im Anschluss daran mit
dem Nickwinkel § um die y-Achse gedreht. Zuletzt wird das nochmals gedrehte System
mit dem Rollwinkel ¢ um die x-Achse gedreht. Die relative Orientierung des schiffsge-
bundenen b-Systems zum n-System wird damit angegeben durch die drei Eulerwinkel

(¢,0,9) € [0,27)% [31].

Definition 3.1. (Positions-Orientierungsvektor)

Seien (z0,%0,20) € R? die Koordinaten des Ursprungs vom schiffsgebundenen b-
System beziiglich des globalen n-Systems. Seien weiterhin (¢,6,v) € [0,27)3 die
Eulerwinkel des b-Systems relativ zum n-System. Dann wird durch den Positions-
Orientierungsvektor

n= (xo,yo, 20, @, 97¢>T

die Pose des Schiffes im n-System eindeutig definiert.
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Abbildung 3.2: Sechs Freiheitsgrade: Drei Translationen und drei Rotationen in Rich-
tung der Koordinatenachsen des b-Systems mit den zugehérigen Translationsgeschwin-
digkeiten u, v, w und Rotationsgeschwindigkeiten p, g, r.

Die translativen Bewegungen des Schiffes entlang der drei schiffsgebundenen Koordina-
tenachsen werden in der Schifffahrt mit Vorschnellen, Driften und Tauchen bezeichnet.
Dabei wird durch u die Vorschnell-, v die Drift- und w die Tauchgeschwindigkeit be-
schrieben. Ebenso werden Rotationen des Schiffes um die drei Koordinatenachsen, wie
oben bereits erwdhnt, als Rollen, Nicken und Gieren bezeichnet, mit den zugehorigen
Winkelgeschwindigkeiten p, ¢ und r [31]. In Abbildung 3.2 werden diese Geschwindig-
keiten dargestellt.

Definition 3.2. (Verallgemeinerter Geschwindigkeitsvektor)

Seien (u,v,w) € R? die translativen Geschwindigkeiten des Schiffes beziiglich des
schiffsgebundenen b-Systems und (p,q,7) € R? die entsprechenden Rotationsge-
schwindigkeiten. Dann wird durch den verallgemeinerten Geschwindigkeitsvektor

T
V= (U, v, W, Pp,q, T)

die Geschwindigkeit des Schiffes relativ zum b-System vollstédndig beschrieben.

3.1.3 Reduzierung auf drei Freiheitsgrade

Im Folgenden wird die grundlegende Annahme getroffen, dass die Tauch-, Roll- und Nick-
bewegungen des Schiffes entweder vernachléssigbar sind oder von den Vorschnell-, Drift-
und Gierbewegungen getrennt betrachtet werden kénnen. Eine solche Annahme finden
wir in der Literatur hiufig, beispielsweise in [59]. Die eigentlichen sechs Freiheitsgrade
der Bewegung des Schiffes werden an dieser Stelle auf die drei Freiheitsgrade Vorschnel-
len, Driften und Gieren reduziert. Die vollstdndige Bewegung des Schiffes findet damit
in einer Horizontalebene statt. Die gesamte Modellierung kann aufgrund dessen auf eine
zweidimensionale Darstellung reduziert werden.
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Ebenso wie im dreidimensionalen Fall betrachten wir
ein erdgebundenes zweidimensionales Inertialsystem,
(' Al dessen positive x-Achse in Richtung des wahren Nor-

dens zeigt und positive y-Achse in Richtung Osten.
v Es wird aulerdem ein schiffsgebundenes Koordina-

tensystem betrachtet, dessen z-Achse entlang der

Symmetrieachse (Léngsachse) verlduft und in Rich-
tung des Bugs zeigt. Die y-Achse verlduft entlang
der Querachse und zeigt in Richtung Steuerbord. Der
Ursprung des schiffsgebundenen Koordinatensystems

Yo -0

Abbildung 3.3: Koordinaten- muss auch hier nicht zwangsldufig mit dem Schwer-
systeme beim 2D Modell. punkt des Schiffes iibereinstimmen. Allerdings neh-

men wir erneut aufgrund der Backbord-Steuerbord-
Symmetrie an, dass sich der Schwerpunkt auf der Langsachse des Schiffes befindet. Damit
besitzt dieser die Koordinaten G(xq,0) im schiffsgebundenen System.

Die Einschrankung auf die horizontalen Schiffshewegungen hat zur Folge, dass zur voll-
stdndigen Beschreibung der Position und der Orientierung des Schiffes neben den Koor-
dinaten (zg, yo) in der Ebene nur noch der Gierwinkel ¢ von Interesse ist. Der Positions-
Orientierungsvektor reduziert sich damit auf

n= (xo,yoﬂl))T-

Da die Schiffsbewegung auf das Vorschnellen, Driften und Gieren reduziert wurde, ergibt
sich der neue verallgemeinerte Geschwindigkeitsvektor durch

T
V= (u,v,r) .

In Abbildung 3.3 wird das zweidimensionale Modell kompakt dargestellt.

Im Kontext der Schiffsmandvrierung im Modell mit drei Freiheitsgraden spielen neben
diesen grundlegenden Systemvariablen auch die Begriffe Kurs- und Driftwinkel eine be-
deutende Rolle. In der Literatur werden die Begriffe Kurs und Orientierung félschlicher-
weise oft als Synonyme genutzt, obwohl sie zwei unterschiedliche Winkel beschreiben.
Um einem solchen Irrtum entgegenzuwirken, werden die Begriffe an dieser Stelle formal
definiert.

Bezeichne dazu den Bewegungsvektor des Schiffes in der Ebene mit Uyes = (u,v)”.

Definition 3.3. (Kurswinkel)
Der Kurs x ist der Winkel zwischen der x,-Achse des erdgebundenen n-Systems und
dem Bewegungsvektor Uses des Schiffes.

Definition 3.4. (Driftwinkel)
Der Driftwinkel 3 ist der Winkel zwischen der x,-Achse des schiffsgebundenen b-
Systems und dem Bewegungsvektor U, des Schiffes.
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zwischen dem Kurs x und der Orientierung 1 des Schiffes

Mit diesen Definitionen ldsst sich nun der Unterschied N
A
ausmachen. Es gilt der Zusammenhang i

X=v%+8,

was anhand der Abbildung 3.4 leicht einzusehen ist.
Ebenfalls ldsst sich daraus die Berechnung des Driftwin-
kels durch die Gleichungen

sin 3 = v und cos 3 = u Abbildung 3.4: Kurswinkel
|Ures| |Ures| x und Driftwinkel 8 bei resul-
erklaren [31]. tierendem Geschwindigkeits-

vektor Ujes.

3.1.4 Kinematische Bewegungsgleichungen

Die eingefithrten Variablen zur Beschreibung der Bewegung eines Schiffes sollen nun
miteinander in Beziehung gesetzt werden, um die kinematischen Bewegungsgleichun-
gen herzuleiten. In diesem Abschnitt werden die Bewegungsgleichungen fiir das auf drei
Freiheitsgrade reduzierte Modell betrachtet. Eine Herleitung fiir ein Schiff mit sechs
Freiheitsgraden ist beispielsweise in [31] zu finden.

Um die Bewegung des Schiffes in der Ebene mit der Zeit zu beschreiben, muss der Zu-
sammenhang zwischen Pose und Geschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt definiert werden.
Bezeichne mit (&g, y0)” die zeitliche Verdnderung der Position des Schiffes im n-System.
Ebenso wird per Definition durch (u,v)7 die zeitliche Verdnderung der Position des Schif-
fes im b-System beschrieben. Da es sich um zwei zweidimensionale Koordinatensysteme
handelt, wobei das b-System gegeniiber dem n-System um den Gierwinkel v rotiert ist,
lassen sich die Geschwindigkeitsvektoren mithilfe der Koordinatentransformation

<¢0> = R(v) (Z) ., mit R(y) = (COW Sm‘”) € S0(2)

7o siny  cosy

ineinander {iberfiihren, wobei R(1)) die Rotation im R? um den Winkel ¢ beschreibt.
Weiterhin wird mit SO(2) C R? die spezielle orthogonale Gruppe bezeichnet, die alle
Rotationen in der zweidimensionalen Ebene enthélt. Die zeitliche Anderung des einzig
iibrigen Eulerwinkels ¥ und die Giergeschwindigkeit 7 stimmen iiberein, da sich beide
Koordinatensysteme in einer Ebene befinden und die Rotationsachsen somit parallel
zueinander liegen.

Satz 3.5. (Kinematische Bewegungsgleichungen)

Betrachte die Bewegung in der zweidimensionalen Horizontalebene. Sei n =
(w0, y0,%)T € R? x [0, 27) die Pose des Schiffes im n-System und v = (u,v,r)” € R?
der verallgemeinerte Geschwindigkeitsvektor. Dann lauten die kinematischen Bewe-
gungsgleichungen

Tg = ucosy —vsiny
Yo = usiny + v cos
J=r
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beziehungsweise in Matrixschreibweise

N= Ry, mit R) = (Ré;”) ?) € SE(2), (3.1)

wobei R(v)) die Rotation R(z)) in homogenen Koordinaten darstellt und durch

SE(2) = {((ﬁ 7;) pERLRE SO(Q)}

die spezielle euklidische Gruppe bezeichnet wird [63].

3.2 Kinetik

Das Gebiet der Kinetik befasst sich mit der Beschreibung der Verédnderung der Bewe-
gungsgrofen, die mit der Einwirkung von Kréften einhergehen, und beriicksichtigt in
diesem Kontext auch die Masse der bewegten Korper. Ziel dieses Abschnitts ist die
Herleitung der kinetischen Bewegungsgleichungen. Wir werden dazu im Folgenden das
Schiff als einen Starrkérper annehmen. Zwei beliebige Punkte des Schiffes haben unab-
héngig von den dufleren Kriften immer denselben Abstand zueinander. Damit werden
Verformungen wie Durchbiegung, die &uflere Krifte moglicherweise hervorrufen kénnten,
ausgeschlossen. Der Vorteil dieser Annahme liegt in der Tatsache, dass zwischen einzel-
nen Massenpunkten des Korpers keine Kréfte wirken [28]. Dies ist eine in der Literatur
gidngige Annahme und wird beispielsweise in [31] getroffen.

Wie bereits in der Kinematik in Abschnitt 3.1.3 diskutiert, betrachten wir eine zweidi-
mensionale Bewegungsebene. Auf das Schiff wirken duflere Krifte und Kraftmomente,
zu deren Beschreibung der verallgemeinerte Kraftvektor genutzt wird.

Definition 3.6. (Verallgemeinerter Kraftvektor)
Betrachte die Bewegung eines Schiffes in der zweidimensionalen Horizontalebene. Der
verallgemeinerte Kraftvektor

F= (X,Y,N)T

beschreibt die Krifte und Kraftmomente, die von auflen auf das Schiff wirken. Die
Komponenten X und Y beschreiben die Kraft entlang der z- und y-Achse des jeweils
betrachteten Systems, die Komponente N das wirkende Moment.

Bezeichne die dueren Krifte beziiglich des n-Systems mit (Xp, Yp) und beziiglich des
b-Systems mit (X,Y’). Das Moment ist dabei unabhéngig vom gewéhlten Koordinaten-
system, da unsere betrachtete Modellierung zweidimensional ist. Das Ziel ist nun die
Modellierung der Bewegung des Schiffes, die aus der Wirkung der dufleren Kréfte resul-
tiert. Fiir eine Modellierung der Gleichungen im Fall der dreidimensionalen Bewegung
sei an dieser Stelle auf [31] verwiesen.

Die Herleitung ist in zwei Abschnitte gegliedert und hélt sich damit nah an der Struktur
aus [61]. Zunéchst werden die Bewegungsgleichungen unter der Annahme hergeleitet,
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dass der Ursprung des schiffsgebundenen Koordinatensystems mit dem Schwerpunkt des
Schiffes tibereinstimmt. In der Anwendung der Schifffahrt ist es allerdings wiinschens-
wert, die Bewegungsgleichungen beziiglich eines beliebigen Koordinatenursprungs her-
zuleiten, um Vorteile aus eventuellen geometrischen Schiffseigenschaften zu ziehen. Die
Gleichungen, die unter der erwdhnten Annahme hergeleitet wurden, konnen wir dann
auf den Fall eines beliebigen Ursprungs erweitern.

Starten wir also mit der Annahme, dass der Ursprung des b-Systems im Schwerpunkt
liegt. Alle Groflen, die auf dieser Annahme beruhen, werden im Folgenden mit einem
hochgestellten s markiert. Der Schwerpunktsatz besagt, dass sich der Massenschwer-
punkt eines Systems so bewegt, als ob die Gesamtmasse in ihm vereinigt wére und alle
duleren Kréfte und Momente direkt an ihm angriffen. Die Position des Schiffes wird im
erdgebundenen n-System durch die Koordinaten des Ursprungs des b-Systems

(fUS,yS) = (%wyc)
angegeben, welche den Koordinaten des Schwerpunktes G entsprechen. Damit beschrei-
ben (&§,y5) und (&f,j;) die Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung des Schwerpunkts,
angegeben im n-System. Ebenso wird die Orientierung des Schiffes durch 1° angegeben,
mit der Winkelgeschwindigkeit ¥* und der Winkelbeschleunigung ¢°. Da das n-System
ein Inertialsystem ist, gelten dort die Newtonschen Gesetze. Das zweite dieser Gesetze
setzt die Masse m des Schiffes, die Beschleunigung des Schwerpunkts und die dufleren

Kréfte in die Beziechung
X3 g
= 3.2

zueinander. Diese Beziehung beschreibt, wie die dufleren Kréfte die Translationsge-
schwindigkeit des Schiffes verdndern. Weiterhin besagt der Drehimpulssatz, dass das
resultierende duflere Moment N eine Verdnderung der Winkelgeschwindigkeit um die
durch den Schwerpunkt verlaufende senkrecht auf der Bewegungsebene stehende Haupt-
tragheitsachse bewirkt. Dieser Zusammenhang wird beschrieben durch

N® = I59° (3.3)
mit dem Tragheitsmoment IS des Schiffes beziiglich der erwédhnten Haupttréagheitsachse
[28].

Im Kontext der Kinematik haben wir uns unter anderem mit der Koordinatentransfor-
mation zwischen dem n-System und dem b-System beschéftigt. Durch Anwendung der

Inversen Transformation kénnen wir den Kraftvektor (X3, ;)" beziiglich des n-Systems
in den Kraftvektor (X*,Y*)" beziiglich des b-Systems umwandeln durch

X o (X8
() e ()

Das Moment N*® bleibt unter einer solchen Koordinatentransformation unverandert. Ein-
setzen der obigen Resultate aus dem Newtonschen Gesetz (3.2) ergibt den Zusammen-

X o [ @8
(Ys> = mR" (") (yg) : (3.4)

hang
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Die bereits hergeleiteten kinematischen Bewegungsgleichungen gelten unabhéngig von
der Lage des Schwerpunkts. Wir erinnern uns an die in (3.1) gezeigten Gleichungen

<$§> = R(¢*) <u:’> und P =S,
Yo v

Mithilfe der Produkt- und Kettenregel kénnen die Gleichungen abgeleitet werden durch

(j.%é) = R(¢°) (f) + PR (Y*) (“) und  F =77,
Yo v v

wobei mit R’'(¢*) die komponentenweise Ableitung der Rotationsmatrix nach ¢* gemeint
ist. Setzen wir die Gleichungen gemeinsam mit ¢* = r* in (3.4) und (3.3) ein, ergibt sich

() (&) e () i e

aus der Orthogonalitidt der Rotationsmatrix R(t*). Ausmultiplizieren der Matrizen er-
gibt schlieBlich

X s — rSus s rs.s
<Y5> _m<z}8+rsus> und N?® = I57°, (3.5)
wobei dabei die Gleichheit
0 -1
T s / S\ __

nachgerechnet und genutzt wird. Damit haben wir nun die Bewegungsgleichungen fiir
den Fall hergeleitet, dass der Koordinatenursprung des schiffsgebundenen b-Systems und
der Schwerpunkt des Schiffes iibereinstimmen. Wir wollen daraus den allgemeineren Fall
ableiten. Die bereits im Abschnitt der Kinematik angesprochenen Vorteile der Backbord-
Steuerbord-Symmetrie sollen weiterhin genutzt werden, sodass wir annehmen, dass sich
sowohl Schwerpunkt als auch Koordinatenursprung auf der Langsachse des Schiffes be-
finden. Damit besitzt der Schwerpunkt die Koordinaten G(z¢,0) im b-System. Fir eine
Herleitung der Gleichungen fiir einen Schwerpunkt mit allgemeinen Koordinaten (z¢, y¢)
siehe beispielsweise [31] oder [11].

Das schiffsgebundene Koordinatensystem liegt also, im Gegensatz zum zuvor betrach-
teten System, entlang der Léngsachse verschoben. Insbesondere besitzen beide Systeme
dieselbe Orientierung relativ zum n-System. Eine Kraft wird eindeutig bestimmt durch
ihren Betrag, ihre Richtung und ihren Angriffspunkt. Die Betrachtung des neuen Sys-
tems verdndert keine dieser drei Groflen, sodass keine Verdnderung der dufleren Kréfte

auftritt
X Xs
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Anders sieht es bei dem Moment N aus, welches im Koordi-
natenursprung o, wirkt. Zur Verdeutlichung schauen wir uns
Abbildung 3.5 an. Die Kréfte (roter Pfeil) greifen im Schwer-
punkt an, sodass der Weg zwischen dem Schwerpunkt und
dem Koordinatenursprung einen Hebelarm darstellt. Das Mo-
ment N setzt sich zusammen aus dem Moment N®, welches

im Schwerpunkt wirkt, und dem Moment, welches durch die

Krafteinwirkung von (X,Y) auf diesen Hebelarm entsteht. Abbildung 3.5: Am
Aufgrund der Lage des Schwerpunkts wirkt die Kraft X par- Schwerpunkt G angrei-
allel zum Hebelarm und bewirkt deshalb kein Moment. Die fende Kraft bewirkt
Kraft Y allerdings wirkt senkrecht auf den Hebelarm der Lan- durch den Hebelarm z¢
ge x¢, woraus ein Moment resultiert. Wirkt die Kraft Y wie ein zusétzliches Moment
abgebildet in die positive y-Richtung des b-Systems und ist zgY .

¢ ebenfalls positiv, bewirkt dies ein Moment im Uhrzeiger-

sinn, also ein positives Moment. Damit ergibt sich insgesamt die Darstellung des im
Ursprung wirkenden Moments durch

N = N* + 25Y. (3.7)

Mithilfe des Steinerschen Satzes konnen Tragheitsmomente eines starren Korpers fiir
parallel verschobene Drehachsen berechnet werden [28]. Damit ldsst sich das Trégheits-

moment [, der um z parallel verschobenen Drehachse durch den Ursprung berechnen
durch

I, = If + ma?,. (3.8)

Die Rotationsgeschwindigkeit beziiglich parallel verschobener Drehachsen ist identisch,
sodass sich

r=r’ (3.9)

ergibt. Die translative Geschwindigkeit des Schiffes im Ursprung setzt sich zusammen
aus der translativen Geschwindigkeit im Schwerpunkt und der Geschwindigkeit des Ur-
sprungs relativ zum Schwerpunkt. Da sowohl der Ursprung als auch der Schwerpunkt
zwei feste Punkte auf dem Schiff sind, kann die relative Geschwindigkeit nur durch ei-
ne Rotation hervorgerufen werden. Da der Schwerpunkt auf der z-Achse des b-Systems
liegt, kann dabei keine relative Geschwindigkeit in Léngsrichtung entstehen, es folgt

u=u’. (3.10)

Um die Driftgeschwindigkeit zu untersuchen,

schauen wir uns Abbildung 3.6 an. Eine po- p
sitive Rotationsgeschwindigkeit r im Koordina- {
tenursprung bewirkt eine Driftgeschwindigkeit im {

Schwerpunkt (roter Pfeil), abhingig vom Hebel- N -
arm zg. Diese zusétzliche Driftgeschwindigkeit

entspricht der Umlaufgeschwindigkeit eines Punk- Abbildung 3.6: Rotationsge-
tes auf einer Kreisbahn mit Radius z¢ und Win- schwindigkeit + im  Ursprung
kelgeschwindigkeit r. Damit ergibt sich eine ne- bewirkt eine zusétzliche Driftge-
gative relative Driftgeschwindigkeit des Ursprungs schwindigkeit rzg im Schwerpunkt.
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relativ zum Schwerpunkt, woraus
v=10"—rxg (3.11)

folgt. Einsetzen der Gleichungen (3.6)-(3.11) in die kinetischen Gleichungen beziiglich
des Schwerpunkts (3.5), anschliefendes Umstellen und Vereinfachen liefert schliefllich die
kinetischen Gleichungen fiir den hier angenommenen allgemeineren Fall.

Satz 3.7. (Kinetische Bewegungsgleichungen)

Betrachte die Bewegung in der zweidimensionalen Horizontalebene, wobei der Ur-
sprung des schiffsgebundenen b-Systems auf der Langsachse des Schiffes gewéhlt
wird. Der Massenschwerpunkt besitzt die lokalen Koordinaten G(zg,0). Sei aufler-
dem v = (u,v,r)” der verallgemeinerte Geschwindigkeitsvektor des Schiffes und
F = (X,Y,N)" der verallgemeinerte Kraftvektor. Dann lauten die kinetischen Bewe-
gungsgleichungen

g6

Y =m0+ ru+reg) (3.12)

N = L7 + zem(0 + ru).

X=m(u—rv—r

Fiir den Fall, dass der Schwerpunkt auch in der y-Koordinate vom Ursprung des lokalen
Koordinatensystems abweicht, ergiben sich hier zusédtzliche Terme, abhéngig von der
y-Koordinate yq. Dafiir sei an dieser Stelle auf [31] verwiesen.

3.3 AuBere Krifte

Die auf das Schiff wirkenden &ufleren Kréfte miissen modelliert und untersucht wer-
den, um die Schiffsbewegung in seiner Génze analysieren zu kénnen. Wir nehmen an
dieser Stelle an, dass sich das Schiff in einem ungestorten Gewésser bewegt, wobei es
weder Seegang noch Gezeiten oder Stromung ausgesetzt ist. Das Gewiésser sei horizontal
unbegrenzt und besitze eine gleichméflige Tiefe. Aufgrund dieser GleichméaBigkeit des
Gewdssers wirken duflere Krifte unabhéngig von der Position (zg,y9) und Orientierung
1 des Schiffes. Wir konnen die dynamischen Bewegungsgleichungen (3.12) deshalb vollig
losgelost von den kinematischen Gleichungen (3.1) betrachten.

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Modellierung der dufleren Kréfte. Fluiddynamische
Kriafte wirken auf bewegte Koérper in Fluiden. Auf den in das Wasser eingetauchten
Teil des Schiffsrumpfes wirken hydrodynamische Kréfte, wéhrend auf den tibrigen Teil
aerodynamische Kréfte wirken. Dazu werden in den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 zunéchst
die wirkenden hydrodynamischen und aerodynamischen Kréifte genauer erldutert und
geeignet modelliert. Da wir in dieser Arbeit von einem Schiff ausgehen, welches von
Schlepperbooten gesteuert wird und dabei weder sein eigenes Ruder noch Propeller nutzt,
werden wir in der nachfolgenden Modellierung der einzelnen Kraftkomponenten nicht
auf die Kréfte eingehen, die mit Ruder und Propeller einhergehen. Abschlieend wird
allerdings in Abschnitt 3.3.3 eine sehr stark vereinfachte Modellierung der Kréfte, die
die Schlepperboote auf das Schiff ausiiben, vorgestellt.
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3.3.1 Hydrodynamische Krafte

Auf den in das Wasser eingetauchten Teil des Schiffsrumpfes wirken hydrodynamische
Krifte, falls das Schiff in Bewegung ist. Der Hauptbestandteil dieser Kréfte ist die zusatz-
liche Masse, welche im folgenden Abschnitt 3.3.1.1 diskutiert wird. Weitere Rumpfkréfte
wie der Rumpfwiderstand, hervorgerufen durch eine Bewegung in Langsrichtung des
Schiffes, und der dynamische Auftrieb und Profilwiderstand, hervorgerufen durch Drift-
und Gierbewegungen, werden in Abschnitt 3.3.1.2 erldutert und modelliert.

In nahezu jedem Schiff ist eine Backbord-Steuerbord-Symmetrie vorzufinden. Die einzige
Asymmetrie, die einen hydrodynamisch relevanten Effekt hervorruft, wird durch einen
einseitig genutzten Propeller verursacht. Da unser Schiff seinen Propeller nicht nutzt,
kann dieser Effekt vernachldssigt werden. Die in diesem Abschnitt betrachteten Krifte
wurden unter der Annahme einer solchen Steuerbord-Backbord-Symmetrie modelliert,
da dies viele Vereinfachungen nach sich zieht [59].

3.3.1.1 Zusatzliche Masse

Bewegt sich ein starrer Korper in einem idealen unbegrenzten Fluid, kénnen der Kor-
per und das Fluid nicht gleichzeitig denselben physikalischen Raum ausfiillen. Wird der
Korper nun beschleunigt, muss er einen Teil des ihn umgebenden Fluids bewegen oder
ablenken, es tritt eine zusétzliche Trégheit auf. Aufgrund der zusétzlichen Triagheit ver-
hélt sich der Korper so, als hétte er eine hohere Masse. Die hydrodynamische Kraft, die
diesen Anstieg der effektiven Masse hervorruft, wird zusdtzliche Masse genannt. Um-
gangssprachlich kann sie beschrieben werden als die Kraft, die notwendig ist, um das
Fluid zu beschleunigen und Platz fiir den Korper zu schaffen [55].

Der Effekt der zusédtzlichen Masse tritt unter anderem in der Schifffahrt auf. Nicht selten
kann die zusatzliche Masse bei Marineschiffen ein Viertel der Gesamtmasse betragen,
sodass sie bei der Planung von Schiffen beriicksichtigt werden muss. Im Gegensatz dazu
ist sie beispielsweise bei Flugzeugen aufgrund der geringen Dichte der Luft haufig zu
vernachléssigen. Die zusétzliche Masse kann grofler als die Masse des Korpers m werden,
falls die Dichte des Fluids vergleichbar oder sogar gréfler als die Dichte des Korpers ist.
Dies konnen wir bei einem Schiff, welches sich in Wasser bewegt ausschliefen.

Mathematisch kann die zusétzliche Masse eines Schiffes durch einen Tensor 2. Stufe
aufgefasst werden, welcher sich unter der Annahme der horizontalen Bewegung zu einer
3 x 3-Matrix

Xy Xy Xi
Myga=|Ys Yo Y:
Ny Ny Ny

vereinfacht. Fiir eine Herleitung der zusédtzlichen Massen im Fall eines Schiffes mit sechs
Freiheitsgraden siehe beispielsweise [52]. Die gewéhlten Symbole verdeutlichen dabei
die Interpretation der jeweiligen Matrixeintrége. Beispielsweise gibt der Eintrag X, an,
welche Kraft in z-Richtung (des schiffsgebundenen Systems) wirkt, wenn das Schiff um
eine Einheit in y-Richtung beschleunigt wird. Der Eintrag Y; zeigt die Kraft an, die in
y-Richtung pro Drehbeschleunigung wirkt. Unter der bereits erwédhnten Annahme eines
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idealen Fluides kann mithilfe der Kontinuitatsgleichung die Symmetrie der Matrix M,qq
hergeleitet werden, wodurch sich die Anzahl der unbekannten Parameter von neun auf
sechs verringert [61]. Nutzen wir auBlerdem die schon oft erwéahnte Steuerbord-Backbord-
Symmetrie aus, lassen sich noch weitere Vereinfachungen feststellen. Beschleunigt das
Schiff beispielsweise in z-Richtung, wird sich das Stromungs- und Druckfeld aufgrund
der genannten Symmetrie ebenfalls symmetrisch entwickeln. Daraus ergibt sich, dass
keine zusdtzlichen Kréfte entlang der y-Achse und ebenfalls kein zusétzliches Moment
entsteht, sodass sich

Yo =Ny=0

folgern lésst. Dies gilt aufgrund der Symmetrie auch fiir die jeweils symmetrischen Ma-
trixeintrége [52]. Damit kann die Matrix unter den gestellten Annahmen zu

X. O 0
Maga=10 Yy Y;
0 Y. N,

vereinfacht werden. Die daraus resultierenden hydrodynamischen Kréfte X, Y3s und
das Kraftmoment Ny lassen sich mithilfe der Darstellungen in [55] nun durch die Glei-
chungen

Xy = Xgt — Your — Yer?

Y =Yoo + Xgyur + Yer (3.13)

NM = ij“ + }/r(?) + UT‘) + (lfv - Xu)uv

modellieren. Die analytische Berechnung der zusatzlichen Massen eines konkreten Schif-
fes ist im Allgemeinen nicht moglich. Allerdings existieren Ansétze zur Losung fiir ein-
fache zwei- und dreidimensionale Objekte, die zur Approximation der exakten Losung
genutzt werden konnen. Die zwei verbreitetsten Methoden sind zum einen die Metho-
de des dquivalenten Ellipsoiden, zum anderen die Streifenmethode. Bei ersterem wird
der eingetauchte Schiffsrumpf durch einen (halben) Ellipsoiden approximiert und des-
sen zusétzliche Massen berechnet [55]. Die zweite Methode beruht auf der Einteilung
des Schiffes in nahezu zweidimensionale Querschnittsflachen, dessen zusétzliche Massen
einzeln berechnet werden [43]. Zwar konnen mit keiner der genannten Methoden alle
Matrixeintrige berechnet werden, durch eine Kombination beider Methoden ist dies je-
doch méglich. Die Arbeit von Sen und Vinh [65] beschéftigt sich eingehend mit der
Zusammenfihrung dieser Methoden. Die beschriebenen Methoden approximieren aller-
dings allein die zusédtzlichen Massen fiir den Schiffsrumpf. Fiir eine Approximation der
weiteren Schiffsanhénge sei auf [52] verwiesen. Ebenso koénnen die Methoden nicht auf
eine Fahrt in seichtem Wasser angewendet werden, dafiir siehe beispielsweise [55].

3.3.1.2 Weitere Rumpfkriafte

Neben der zusitzlichen Masse wirken noch weitere Kréfte und Widersténde auf das
Schiff. In den folgenden Absétzen werden diese Kréfte jeweils kurz erldutert und eine
Modellierung gewahlt.
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Rumpfwiderstand Unter der Annahme einer Backbord-Steuerbord-Symmetrie, wo-
bei weder Ruder noch Propeller genutzt werden, konnen wir davon ausgehen, dass bei
einer Bewegung in Langsrichtung des Schiffes keine Seitenkréfte und keine Momente auf-
treten. Bei der Modellierung des Rumpfwiderstands kénnen wir uns daher auf die Kraft
in z-Richtung, abhangig von der Langsgeschwindigkeit u, beschranken. Da auflerdem in
diesem Teil der Modellierung der Luftwiderstand vernachléssigt wird, bezieht sich der
Rumpfwiderstand allein auf den ins Wasser eingetauchten Teil des Rumpfes. Um eine
bessere Vorstellung des Rumpfwiderstands zu bekommen, ist hier beispielhaft der Rei-
bungswiderstand zu nennen, welcher den grofiten Teil des Rumpfwiderstands ausmacht.
Der Reibungswiderstand wird durch die Schubspannungen auf der Schiffsoberfliche her-
vorgerufen, die aufgrund der Umstromung von Wasser auftreten [61].

Eine sehr komplexe Modellierung des Rumpfwiderstandes haben Holtrop und Mennen
in ihren Arbeiten [41], [42] und [40] ausgearbeitet. Die Komplexitit dieses Modells tiber-
steigt allerdings die fiir diese Arbeit notwendige, da unter anderem 15 verschiedene
geometrische Abmessungen des Schiffes, die Erdbeschleunigung, die Wasserdichte und
die dynamische Viskositat des Wasser zur Berechnung des Widerstands benétigt wer-
den. Fiir die explizite Darstellung der Gleichungen sei an dieser Stelle auf die genannten
Quellen verwiesen. Eine kompakte Beschreibung der einzelnen Effekte, aus denen sich
der Rumpfwiderstand zusammensetzt, ist in [61] zu finden.

In dieser Arbeit werden wir uns an der Arbeit von Oltmann und Sharma [59] orientieren,
in der zur Approximation der Rumpfkraft ein Polynom dritten Grades, abhéngig von
der Langsgeschwindigkeit u des Schiffes, genutzt wird,

Xg = agu + brulu| + cpu® (3.14)

mit den Parametern ag, br,cr € R.

Dynamischer Auftrieb (lift) und Profilwiderstand (drag) Im Gegensatz zum
Rumpfwiderstand, welcher bei der reinen Bewegung in Léngsrichtung auftritt, treten
der dynamische Auftrieb und der Profilwiderstand bei zusédtzlichen Drift- und Gierbe-
wegungen auf. Obwohl der dynamische Auftrieb in erster Linie mit den Tragflichen eines
Flugzeugs assoziiert wird, konnen auch Objekte wie Propeller und Segel oder sogar Vogel,
Flederméuse und Insekten diesen Effekt hervorrufen. Der dynamische Auftrieb ist eine
Kraft, die durch Ablenkungen eines stromenden Fluids entsteht. Zum besseren Verstdnd-
nis betrachten wir die Kraft zunéchst beispielhaft an Tragflichen und iibertragen diese
Uberlegungen anschlieBend auf unser Schiff. Wihrend eines Horizontalflugs beispielswei-
se bewegt sich die Tragfliche des Flugzeugs aus Abbildung 3.7a in Richtung Ues. Aus
Sicht des Flugzeugs wird die Tragfliche wie dargestellt von Luft umstréomt, wobei die
Luft durch die Form und Ausrichtung der Tragfliche nach unten ablenkt/beschleunigt
wird. Aufgrund dieser Beschleunigung bt die Tragfliche nach dem zweiten Newton-
schen Gesetz eine nach unten gerichtete Kraft auf die Luft aus. Das dritte Newtonsche
Gesetz wiederum besagt, dass deshalb eine entgegengerichtete Kraft von der Luft auf
die Tragfliche wirken muss. Die in diesem Fall nach oben gerichtete Kraft ist der dy-
namische Auftrieb F7, und hélt so das Flugzeug in der Luft. Auch ein symmetrischer
Tragfliigel kann dynamischen Auftrieb erzeugen, solange er nicht entlang der Stromungs-
richtung ausgerichtet ist. Zuséatzlich wirkt der Profilwiderstand Fp entgegengesetzt zur
Stromungsrichtung, welcher den Tragfliigel entlang der Stromung auszurichten versucht.
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(a) Tragfliche eines Flugzeugs im Horizontalflug (b) Schiffsrumpf in Bewegung

Abbildung 3.7: Wirkungsweise des dynamischen Auftriebs und des Profilwiderstands
am Beispiel einer von Luft umstromten Tragfliche und eines von Wasser umstréomten
Schiffsrumpfes.

Diese beschriebene Wirkungsweise kann auf einen im Wasser bewegten Schiffsrumpf
iibertragen werden. Wir schauen uns dazu Abbildung 3.7b an. Obwohl ein Schiffsrumpf
im Gegensatz zu einer Tragfliche nicht in erster Linie geformt wurde, um einen solchen
dynamischen Auftrieb zu generieren, kann dieser Effekt dennoch nicht vernachléssigt
werden. Das Schiff fahrt durch ruhendes Wasser in Bewegungsrichtung Uses, welche durch
Uberlagerung der drei Geschwindigkeiten des Vorschnellens u, Driftens v und Gierens r
entsteht. Ist das Schiff nicht entlang seiner Bewegungsrichtung ausgerichtet, entsteht der
Angriffswinkel g zwischen der Bewegungsrichtung des Schiffes und dessen Léangsachse.
Wasser, welches das Schiff umstréomt, wird nun in analoger Weise abgelenkt, sodass ein
dynamischer Auftrieb F7 entsteht. Wie bereits im Beispiel erldutert, steht der dyna-
mische Auftrieb F, senkrecht auf der Stréomungsrichtung, also senkrecht auf U.s. Das
Schiff wird in diesem Fall Richtung Backbord (linke Schiffsseite) gezogen. Es wird deut-
lich, dass es sich bei dieser Kraft nicht wirklich um einen Auftrieb im vertikalen Sinn
handelt. Die Betrachtung von Schiffsriimpfen resultiert in einem Kraftvektor in der Ho-
rizontalebene. Zusétzlich wirkt nun auch hier, entgegengesetzt zur Stromungsrichtung,
der Profilwiderstand Fp.

Zur Modellierung der Krifte entlang der lokalen z- und y-Achse und des entstehenden
Moments, die durch den dynamischen Auftrieb und den Profilwiderstand entstehen, sei
hier auf die Arbeit von Oltmann und Sharma [59] verwiesen. Die grundlegende Idee
besteht darin, die Drift- und Gierbewegung zunédchst unabhingig voneinander zu be-
trachten, entsprechende Kraftgleichungen aufzustellen und diese im Anschluss wieder
miteinander zu kombinieren, um Gleichungen fiir eine allgemeine Schiffsbewegung zu
erhalten. Damit ergibt sich die Modellierung der Krafte und Momente durch

ckrlsgnu — cv u?(d'krésgnu — dv
Xip = peT \/ug (krfsgnu — 1)))2 (kzM SR TY T 2 SF (krlsgnu — v))2>
Yip - u?(c'krlsgnu — cv) ( (d'krlsgnu — dv)(krfsgnu — v))
\/u2 (krfsgnu — v)? u? + (krlsgnu — v)?
Nyup = —2p0T u|ul(e'krlsgnu — ev) <1 (d'krlsgnu — dv)(krlsgnu — v))
Vu2 + (krlsgnu — v)2 u? + (krlsgnu — v)? ’

(3.15)
mit der Wasserdichte p, der halben Schiffslinge ¢, dem Tiefgang T" und den Parametern
c,c,d,d, e e keR.
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Querstromungswiderstand (Cross-Flow) Durch die Schiffsbewegung wird eine
Langsstromung hervorgerufen, die abhéngig vom Angriffswinkel 8 und den Geschwin-
digkeiten u, v und r den dynamischen Auftrieb und den Profilwiderstand hervorruft. Zu-
sétzlich zu dieser Langsstromung bildet sich aufgrund von Drift- und Gierbewegungen
eine Querstromung unterhalb des Rumpfes, sodass sich auf einer Seite Wirbel bilden.
Es findet eine Impulsiibertragung vom Schiff auf das Wasser statt. Nach dem dritten
Newtonschen Gesetz wirkt dem entgegen eine Querstromungskraft Yop auf das Schiff
in Richtung der y-Achse, ebenso resultiert ein Querstromungsmoment Nep. Die Idee
zur Modellierung dieses Widerstands basiert erneut auf einer Streifenmethode, bei der
der Rumpf entlang der Langsachse in Querschnitte unterteilt und anschliefend {iber die
Léangsachse integriert wird. Dabei ist die lokale Wirbelbildung entlang der Langsachse
an Position & zum einen abhangig von der Querschnittsform, welche durch den Tiefgang
T'(x) und den Querstromungskoeffizienten Cop(z) repréasentiert wird, und zum anderen
von der lokalen Quergeschwindigkeit v + rz.

Um das daraus resultierende Integral analytisch 16sen zu kénnen, werden die folgen-
den Annahmen getroffen. Der Ursprung des Koordinatensystems wird mittig auf der
Langsachse angenommen. Auflerdem soll der Tiefgang des Schiffes entlang der Léngsach-
se T'(x) = T konstant bleiben. Wird der Querstromungskoeffizient wie in [59] durch ein
Polynom

Ceor(z) =acr +bor (£> +cor <€) +dcr <£>

approximiert, kann das Integral damit analytisch gelost werden. Die Querstréomungskoef-
fizienten von Schiffsriimpfen sind im Mittelteil nahezu konstant, wiahrend sie zum Rand
stark ansteigen. Dieses Verhalten kann durch ein Polynom mit hohem Grad approxi-
miert werden. Fiir eine bessere Genauigkeit konnen komplexere Terme genutzt werden.
Um ausschliellich die Querstromungseffekte ohne das Auftreten weiterer Krifte wie die
zusétzliche Masse oder den dynamischen Auftrieb zu untersuchen, ist die Anzahl un-
terschiedlicher Experimente mit konstanten Geschwindigkeiten allerdings auf vier be-
schrankt, weshalb Oltmann und Sharma [59] sich auf vier Parameter beschrankt haben.
Die Langsgeschwindigkeit « muss konstant Null sein, ebenso jeweils eine der Geschwin-
digkeiten des Driftens v und des Gierens r. Wiirden beide gleichzeitig wirken, ergéibe
sich daraus auch eine Komponente in Léngsrichtung. Jede Geschwindigkeit kann dann
einmal positiv und einmal negativ sein, sodass sich insgesamt vier unterschiedliche Ex-
perimente ergeben. Ein Polynom mit vier Parametern kann dann die entstehenden vier
Messpunkte exakt abbilden.

Falls v? > r2¢? ist, berechnet sich die resultierende Kraft Yor und das Moment N¢p
durch

3v? 4 1202 2url 1102 4 9r2¢? 2url
Yor = —plT | acr v + bor o +CCFU+7T+CZCF ur sgn v
3 9 99 11
vrl 1102 + 9r2¢2 vrd 1302 + 117202
Nop = —2p0T — +bop—m—— — +dop—m«————
CF p (aoF 3 + bcr 108 + ccr 1 +dcr 286 sgn v
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und ansonsten, falls v2 < 2¢? gilt, durch

3r202 4+ o2 n 45027808 + 36,1010 — 410

Yep = —plT b
cr=-r (aCF R cr 3601508
99T10€10 + ,UIO 66U2T10€10 + 55T12€12 o U12
+eorv— oG tdor 33010710 senr
3.16
N 5 ET( 6v2r202 + 3rtet — ot b 99710010 4 310 ( )
= — a Vo
CF pEE\ aor 24722 CFY 990,909
660210010 4 5512912 _ 412 143712012 4 12
tecor 132071010 +dorv e AT ) SenT

Die Berechnung dieser Kréfte kann in der Arbeit von Oltmann und Sharma [59] nach-
vollzogen werden.

3.3.2 Aerodynamische Krifte

Der Einfluss des Windes auf die Bewegung des Schiffes kann selbst bei Nicht-Segelschiffen
nicht vernachlassigt werden. Der Wind wirkt dabei hauptséchlich direkt auf das Schiff
beziehungsweise den Teil des Schiffes, welcher nicht eingetaucht ist, und bewirkt dort
Kréafte und Momente. Bei Windstille hingegen sind die Kréfte und Momente, die auf die-
sen Teil des Schiffes wirken, zu vernachlédssigen. Neben dieser direkten Wirkungsweise
kann der Wind auch indirekt auf das Schiff wirken, indem er einen Wellengang hervor-
ruft. Solche sekundéren Effekte wollen wir an dieser Stelle allerdings vernachléssigen, da
sich die Berechnungen in der vorliegenden Arbeit auf Hafengebiete beziehen, wo starker
Wellengang ausgeschlossen werden kann [72].

Ganz allgemein wird der wahre Wind durch das zeitabhéngige Vektorfeld Viy (zo, yo, 20, t)
beschrieben, welches jedem Punkt zu jedem Zeitpunkt einen Windvektor, also absolute
Windstarke und Windrichtung beziiglich des globalen Koordinatensystems, zuordnet.
Dabei gibt (0, 30, 20) € R? die Position im dreidimensionalen globalen Koordinatensys-
tem an und t den Zeitpunkt. Die Abhangigkeit beziiglich der horizontalen Koordinaten
(20, o) ist dabei hauptsichlich Abschirm- und Tunneleffekten geschuldet, die durch an-
dere Schiffe oder die Hafenstruktur hervorgerufen werden. Durch die Abhéngigkeit von
der Hohe 2y kénnen hauptséchlich Scherwinde modelliert werden. Die Zeitabhéangigkeit
ermoglicht die Modellierung sich kurzzeitig andernder Windverhéltnisse, die beispiels-
weise durch das Auftreten von Boen hervorgerufen werden. Blendermann gibt in [14]
Vorschliage, wie solche Félle modelliert werden koénnen. In dieser Arbeit werden wir
genannte Tunnel- oder Abschirmeffekte, ebenso wie Scherwinde nicht beriicksichtigen,
sondern gehen von einem sowohl zeitlich als auch rdumlich konstanten Wind aus. In
Zeitrdumen, die bei der Planung von Schiffsmandvern als realistisch angesehen werden,
ist der Wind im Allgemeinen boéig. In [39] werden diese Boen allerdings durch eine an-
gemessene Erhohung der konstanten Windstéirke realisiert, sodass die Annahme eines
konstanten Windes auch unter Beriicksichtigung von Bbéen gerechtfertigt ist. Das Vek-
torfeld

Vv (20, Yo, 20,t) = Vi
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besteht damit ausschlielich aus Vektoren einer konstanten Lénge s € Ry und Ausrich-
tung 6 € [—m, m). Durch das Tupel (s, #), wobei s die Windstérke und 6 die Windrichtung
beziiglich Norden darstellt, wird der Wind vollsténdig beschrieben. Die Definition des
Windes lésst sich damit ohne Einschrankungen auf unser Modell, welches ausschliellich
die Bewegung in einer horizontalen Ebene darstellt, anwenden. Betrachte dazu Abbil-
dung 3.8a. Die Darstellung des wahren Windes in kartesischen Koordinaten ergibt sich
aus den Polarkoordinaten (s, 6) durch

T
Viw = — (s cos 6, ssin 0) , (3.17)

was in Abbildung 3.8b einzusehen ist. Aufgrund der Tatsache, dass das Tupel (s,6)
strenggenommen die Polarkoordinaten des Gegenvektors —Vjy sind, miissen wir hier das
Minuszeichen beachten.

Zusétzlich zum wahren Wind muss eine weitere Windkomponente beriicksichtigt werden,
der Fahrtwind Vg. Diese Komponente kommt uns auch aus dem Alltag bekannt vor.
Fahren wir bei eigentlicher Windstille mit dem Fahrrad, so weht uns immer, egal in
welche Richtung wir fahren, ein Wind ins Gesicht. Je schneller wir fahren, desto stérker
wird dieser Wind. Die Richtung des Fahrtwinds ist der resultierenden Bewegungsrichtung
Uses entgegengesetzt und die Starke entspricht genau der resultierenden Geschwindigkeit.
Die Geschwindigkeit entlang der Koordinatenachsen des globalen n-System entspricht
der lokalen Anderungsrate der globalen Koordinaten (g, o), sodass folgt

Vi=-U=— (:to,yo)T. (3.18)

Aerodynamische Krifte, die auf das Schiff wirken, sind abhéngig vom sogenannten
scheinbaren Wind (apparent wind)

Vi=WViw+ Vg, (3.19)

der Summe aus wahrem Wind und Fahrtwind. Zur Berechnung der Windstéarke s4 € R
und der Windrichtung 64 € [—m, 7) beziiglich Norden des scheinbaren Windes betrachten
wir Abbildung 3.8b. Durch Einsetzen der Definition (3.17) und (3.18) in (3.19) ergibt
sich die Darstellung des Windes in kartesischen Koordinaten durch

<scos€+:t0>
Vg=— . -
ssin + 9o

Die Umrechnung dieser kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten ergibt das Tupel
(sa,04) € Ry x [—m,7), die Windstdrke und Windrichtung des scheinbaren Windes
durch

s4 = \/(:'co + scos)? 4 (yo + ssin6)?
04 = atanQ(fo + scosf | yo +ssin0>,

wobei zur korrekten Umrechnung erneut der Gegenvektor —Vy betrachtet werden muss.
Damit ldsst sich nun anhand der Abbildung 3.8b der relative Angriffswinkel des schein-
baren Windes

Ba=04—1€[-mm) (3.20)
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-0
(a) Konstanter wahrer Wind Vi wirkt (b) Zusammensetzung des scheinbaren Windes
auf Schiff in Bewegungsrichtung U, in V4 als Vektoraddition des wahren Windes Vi

der Horizontalebene. und Fahrtwindes V.

Abbildung 3.8: Graphische Visualisierung der Modellierung des Windes.

als der Winkel zwischen der Langsachse des Schiffes und dem scheinbaren Windvektor
definieren. Dieser Winkel ist positiv, wenn der Wind das Schiff am Bug (vorne) und
vom Steuerbord (rechts) aus angreift. Hierbei gehen wir im weiteren Verlauf von ei-
ner Bug-Heck-Symmetrie des Schiffes aus. Eine Unterscheidung zwischen scheinbarem
,Gegenwind® und , Riickenwind® ist damit in der Modellierung nicht erforderlich.

Unter den genannten Einschrdnkungen lassen sich die aerodynamischen Kréifte entlang
der z- und y-Richtung des schiffsgebundenen b-Systems und das Moment, die auf das
Schiff wirken, nach [72] beschreiben durch

Xa=5Cx,(B4)Arsy
Yu = BACY, (Ba)ALsh (3.21)
Ny = 22Cn,(Ba)ALs%,

wobei pa die Luftdichte angibt und die Grolen Ap und Ajp die frontale und laterale
projizierte Seitenfliche des nicht eingetauchten Teils des Rumpfes darstellen. Die Para-
meter Cx,(84),Cy,(84),Cn,(Ba) bilden die entsprechenden aerodynamischen Kraft-
bzw. Momentkoeffizienten, welche aufgrund der getroffenen Annahmen nach Wnek [72]
ausschliefllich vom Angriffswinkel 84 abhédngig sind, wobei er sich auf experimentell er-
mittelte Daten von Blendermann [14] bezieht. In [31] werden unterschiedliche Ansétze
zur Modellierung der Koeffizienten untersucht, abhéngig von der Art der betrachteten
Schiffe. Eine recht unbekannte aber simple Approximation dieser Koeffizienten wird von
Fedyaevsky und Sobolev [25] durch

Cx, = —kxcosfa
CyA = —ky sin /BA (3.22)
Cn, = Cy,za(Ba)

gezeigt, mit den Parametern kx,ky € R4 und dem Hebelarm der aerodynamischen
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Kraft z4(84). Dieser ist gegeben durch

za(Ba) = x4, + (5 — [Bal) 1. (3.23)
Dabei stellt x4, die Verschiebung des Schwer- \
punkts der lateralen projizierten Seitenfliche ent- T Ay
lang der Léngsachse des Schiffes dar. Durch (3.23) | S NG )
wird angenommen, dass die Kraft in y-Richtung L/ | —

bei einem senkrecht angreifenden Wind, also fiir

|Bal = %, direkt im Schwerpunkt angreift, die-

ser Angriffspunkt allerdings bei abweichenden An-

griffswinkeln weiter nach auflen wandert. Abbil- Abbildung 3.9: Verdnderung des
dung 3.9 stellt diesen Umstand graphisch dar. Da- Hebelarms der aerodynamischen
bei kann aufgrund iiblicher Schiffsformen angenom- Kraft bei unterschiedlichen Wind-
men werden, dass sich die z-Position des Schwer- Angriffswinkeln 4.

punkts z 4, innerhalb des Intervalls (—%, %) befin-

det. Da der zweite Summand aufgrund des in (3.20) gewdhlten Intervalls des Angriffs-

winkels im Intervall {—%, %] liegt, ergibt sich insgesamt die natiirliche Bedingung

:CA(ﬁA) c (—5,5).

Obwohl diese Modellierung der Koeffizienten bereits lange bekannt ist, wurden noch
keine Daten erhoben, die diesen Ansatz widerlegen. Trotz der geringen Komplexitit des
Modells kénnen Wnek et al. in ihrer Arbeit [72] fiir eine Vielzahl an unterschiedlichen
Schiffen zeigen, dass die Berechnung der Koeffizienten durch (3.22) angemessene und
qualitativ korrekte Ergebnisse liefert. Andererseits kann der Fehler fiir bestimmte Schif-
fe und Einfallswinkel signifikant hoch sein, sodass individuelle Tests von Wnek et al.
empfohlen werden, um die Giiltigkeit dieses Modells zu verifizieren. Wir werden in der
vorliegenden Arbeit diese Modellierung der Koeffizienten als korrekt annehmen.

Im Kontext der Schiff- und auch Luftfahrt wird die Windstérke fiir gewohnlich im Ge-
schwindigkeitsmafl Knoten (kn) angegeben. Dieses Mafl beruht auf dem in diesen Berei-
chen tiblichen Langenmafl der Seemeile (sm), wobei eine Seemeile genau 1852 Metern
entspricht. Damit ergibt sich die Umrechnung

k i _
lkn =1 % — 1.852 Tm = 30.86 — = 0.514 % (3.24)

min

Um die Windstérke in einen Kontext zu bringen, dient die Beaufort Skala. Sie teilt die
Windstérke in 13 Bereiche, von Windstille (0) bis Orkan (12). Dabei beruhen die Werte
nicht auf exakten Messungen, sondern basieren auf den beobachteten Auswirkungen, die
die jeweiligen Windstérken hatten. Um eine bessere Intuition beziiglich der ,,Starke* des
Windes in der Einheit Knoten zu erhalten, konnen wir die Beaufort Skala in Tabelle 3.1
hinzuziehen [31].

3.3.3 Schlepperkrifte

Schlepperboote sind Schiffe, die anderen Schiffen bei der Durchfiihrung ihrer Manéver
helfen, indem sie Druck auf sie ausiiben oder an ihnen ziehen, entweder mittels direktem
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Beaufort-Nummer Bezeichnung mittlere Windgeschwindigkeit in kn
0 Windstille 0—-1
1 leiser Zug 2-3
2 leichte Brise 4-7
3 schwache Brise 8—11
4 maéBige Brise 12 -16
5 frische Brise 17— 21
6 starker Wind 22 — 27
7 steifer Wind 28 — 33
8 stiirmischer Wind 34 — 40
9 Sturm 41 — 48
10 schwerer Sturm 49 — 56
11 orkanartiger Sturm 57 — 65
12 Orkan > 65

Tabelle 3.1: Beaufort-Skala zur Einteilung der Windstarke [31]

‘ '(]
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Abbildung 3.10: Modellierung der Schlepperkréfte als Kraftvektoren. Der Ursprung
des lokalen b-Systems (brauner Punkt) liegt dabei in der Mitte der Langsachse.

Kontakt oder mithilfe einer Schleppleine [69]. Solche Schlepperboote werden iiblicher-
weise eingesetzt, um gréfere Schiffe in Hafen oder engen Kanélen zu steuern. Sie werden
allerdings auch eingesetzt, um Schiffe zu bewegen, die nicht oder nicht mehr in der Lage
sind, selbst zu steuern, wie Lastkahne, Olplattformen oder beschidigte Schiffe.

Eine Modellierung der Schlepperkrifte kann beliebig komplex ausfallen. Um nur ein paar
Aspekte zu nennen, kénnte eine Modellierung der hydro- und aerodynamischen Kréfte,
die jeweils auf die Boote wirken, beriicksichtigt werden. Ebenso die zeitliche Verzogerung,
die beispielsweise bei der Richtungsdnderung der Boote durch eine kurzzeitig ,lockere®
Schleppleine auftritt, spielt eine Rolle. Ist die Schleppleine lang genug, kénnte auch die
Dynamik der Leine an sich in die Modellierung eingebaut werden. Sutulo und Soares
zeigen in [22], wie eine solche komplexe Modellierung teilweise umgesetzt werden kann.

Wir nehmen in dieser Arbeit an, dass das Schiff von zwei Schlepperbooten gesteuert
wird, von denen eins am Bug und eins am Heck befestigt ist. Weiterhin werden wir die
Schlepperkrifte sehr vereinfacht mithilfe von zwei Kraftvektoren durch

u1 = (/leaﬂly)T M2 = (N2xnu2y)T
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modellieren, dargestellt in Abbildung 3.10. Da die Schlepperboote nicht unbegrenzt Kraft
auf das Schiff ausiiben konnen, sind die absoluten Schlepperbootkréfte weiterhin durch
i1, fio € R beschrankt, sodass

VI et <\ Jpd, i3, < i

gilt. Unter der Annahme, dass sich der Ursprung des schiffsgebundenen Koordinaten-
systems mittig entlang der Léngsachse befindet, wie es in Abbildung 3.10 dargestellt
wird, ergeben sich die Kréfte entlang der Koordinatenachsen des b-Systems und das
resultierende Moment durch

X = priy + pray

Yr = p1y + poy (3.25)

NT = Eluly — €M2y.

3.4 Gesamtsystem

In den vorangegangenen Unterkapiteln wurden neben den kinematischen und kinetischen
Bewegungsgleichungen in (3.1) und (3.12) auch die relevanten hydro- und aerodynami-
schen Effekte erldutert und geeignete Modellierungen der daraus hervorgerufenen Kréfte
und Momente vorgestellt. Zusétzlich wurde ein vereinfachtes Modell gezeigt fiir die Kréf-
te, die die Schlepperboote auf das Schiff ausiiben. Um nun die Schiffsbewegung vollstan-
dig beschreiben zu kénnen, miissen zunéchst die kinetischen Bewegungsgleichungen mit
den hydrodynamischen Kraften und Momenten der zusétzlichen Masse X s, Yar, Zas aus
(3.13), des Rumpfwiderstands Xp aus (3.14), des dynamischen Auftriebs und Profilwider-
stands X7p, Yrp, Np aus (3.15), des Querstromungswiderstands Yo, Nop aus (3.16),
den aerodynamischen Kriften X4, Y4, Ng aus (3.21) und den antreibenden Schlepper-
kréaften X7, Yr, Ny aus (3.25) zusammengefithrt werden. Dies wird realisiert durch die
Gleichungen

m(t —rv —r?zq) Xy Xr X4 Xip—Xr
mO+rut+rzg) | =|Yu | + Yr + Ya |+ | Yoo+ Yor | .(3.26)
L7+ zem(0 + ru) Ny Nt Ny Nrp + Ncr
—— ~—— ——
= a(v,1) = b ) = T(u,pe) = w,rs0) = gv)

Dabei werden die Abhéngigkeiten der Kréfte beziiglich der Pose n und der verallgemei-
nerten Geschwindigkeit v und Beschleunigung © des Schiffes explizit angegeben, ebenso
beziiglich der Stdrke und Richtung (s,6) des wahren Windes und der Schlepperkrifte
(11, p2)-

Die Funktionen a,b : R? x R> — R3 beinhalten mit der obigen Definition die Kinetik des
Schiffes und die Kréfte, die aufgrund der zuséatzlichen Massen entstehen. In der Funktion
T : R? x R? = R3 werden die Krifte durch die Schlepperboote zusammengefasst. Die
Funktion w : R? x R? x Ry x (—m, ] — R3 stellt die aerodynamische Windkraft dar
und in der Funktion ¢ : R> — R? werden alle iibrigen hydrodynamischen Rumpfkrif-
te zusammengefasst. Gemeinsam mit den kinetischen Bewegungsgleichungen und den
Beschrankungen an die Schlepperkrafte 3.3.3 ergibt sich daraus das dynamische System.
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Satz 3.8. (Dynamisches System unter Nebenbedingungen)

Seien die Funktionen a, b, g, w,T wie in (3.26) definiert. Das dynamische System zur
Beschreibung der Bewegung des Schiffes unter dem Einfluss von hydro- und aerody-
namischen Kréften, gesteuert durch Schlepperboote, lautet dann

=Ry (3.27)
a(”v’)) _b(%D) = T(MlaMQ) +w(y,v,s,0) _|-g<y)

mit den sechs Zustédnden (777 V) = (an Yo, wv u, v, 7’), den vier Steuergréﬁen (Mla MQ) =
(15, M1y s P2y p2y ) und den Windparametern (s, ). Die Steuergréffen unterliegen
auflerdem den Beschréinkungen

H\/M%X + M?YHOO < iy H\/M%X + M%YHOO < iz,

wobei || - ||oo die Supremum-Norm darstellt.

Die vorkommenden Parameter der modellierten Kréifte konnen beispielsweise durch Pa-
rameteridentifikation bestimmt werden.



Kapitel 4

Vereinfachte Risikoanalyse im
Modell mit einem Freiheitsgrad

Ziel dieses Abschnittes ist es, erste Ergebnisse einer Risikoanalyse beziiglich des Einflus-
ses des Windes in einem zunéchst sehr vereinfachten Modell mit nur einem Freiheitsgrad
zu liefern. Insbesondere soll dieses Kapitel einen leichteren Einstieg in die Theorie des
nachfolgenden Kapitels ermoglichen. Dabei soll eine Intuition iiber die Vorgehenswei-
se entwickelt werden, sodass diese anschliefend im néchsten Kapitel auf eine hohere
Dimension verallgemeinert werden kann. Im Mittelpunkt der Risikoanalyse steht die
Beantwortung der Frage

,Ist ein geplantes Mandver bei dem angegebenen Wind méglich? .

Die Frage soll beantwortet werden, indem fiir ein Mandver eine sogenannte Zuldssigkeits-
menge berechnet wird. Diese Zuldssigkeitsmenge soll alle Windstarken enthalten, bei de-
nen das geplante Mandver durchgefithrt werden kann. In diesem vereinfachten Modell ist
die Zulassigkeitsmenge demnach eine Teilmenge der reellen Zahlen R. Dazu reduzieren
wir in Abschnitt 4.1 zunéchst die in Kapitel 3 modellierte Systemdynamik und passen sie
auf den hier betrachteten vereinfachten Fall mit einem Freiheitsgrad an. Einer formalen
Einfiihrung der Zuldssigkeitsmenge in Abschnitt 4.2 folgt eine theoretische Herleitung
zur Berechnung dieser Menge in Abschnitt 4.3. Dabei kann insbesondere gezeigt werden,
dass es sich bei der Zuldssigkeitsmenge um ein Intervall handelt. Aufgrund dessen kann
die Berechnung der Menge auch durch Losung eines optimalen Steuerprozesses umge-
setzt werden, wobei nur die Intervallgrenzen zu berechnen sind. Ein solcher Steuerprozess
wird in Abschnitt 4.4 formuliert. Abschliefend werden die analytische und numerische
Berechnungsmethode der beschriebenen Menge in Abschnitt 4.5 anhand eines expliziten
Beispiels miteinander verglichen und evaluiert.

4.1 Modellreduzierung auf einen Freiheitsgrad

Die Anzahl der Freiheitsgrade in der Modellierung der Schiffsbewegung wurde bereits
in Kapitel 3 von den allgemeinen sechs auf drei Freiheitsgrade reduziert. In diesem Ka-
pitel wird ein Schiff mit lediglich einem Freiheitsgrad betrachtet, dem Vorschnellen wu.
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N Das Schiff kann sich damit ausschliellich auf ei-
‘ l s ner geraden Linie bewegen, sowohl eine Driftge-
Vin schwindigkeit v als auch eine Giergeschwindigkeit r

sind ausgeschlossen. Ohne Einschriankung kann da-
H bei angenommen werden, dass diese Bewegungsli-
[ Ve Vs nie parallel zur z,,-Achse des globalen Systems ver-
S \ lauft. Damit bleibt die y-Koordinate und die Ori-
entierung 1 des Schiffes beziiglich des globalen Sys-

tems konstant und die Bewegungsvariablen verein-

fachen sich zu 7 = z und v = wu. Das vereinfachte
Modell ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Es ist zu
erkennen, dass sich das Schiff mit Geschwindigkeit
Abbildung 4.1: Vereinfachtes wu (griin) parallel zur globalen x,-Achse bewegt.
Modell, wobei die Windstarke s
und die Schlepperkraft p jeweils
positiv dargestellt werden.

Ziel ist nun, das vereinfachte Modell aus dem mo-
dellierten Gesamtsystem (3.27) abzuleiten. Die Po-
sition  und Geschwindigkeit u héngen dann durch
die kinematische Bewegungsgleichung aus (3.1) wie folgt zusammen

T = u,

da die Koordinatentransformation in diesem Fall nicht mehr notwendig ist. Ebenso er-
gibt sich die kinetische Bewegungsgleichung wie in (3.12) aus dem zweiten Newtonschen
Gesetz

X = mau,

wobei nur die Kréfte entlang der schiffsgebundenen x-Achse von Bedeutung sind. Auf
gleiche Weise lassen sich auch die {ibrigen Funktionen aus dem Gesamtsystem reduziert
formulieren. Die zusétzliche Masse ist nur noch abhéngig von der Beschleunigung @ und
vereinfacht sich zu

Der Rumpfwiderstand Xp bleibt unverédndert, doch durch die fehlende Bewegung in
Querrichtung tritt weder dynamischer Auftrieb noch Profilwiderstand oder Querstro-
mungswiderstand auf. Einsetzen von v = r = 0 in die zugehérigen Gleichungen bestétigt
dies. Damit lassen sich die weiteren Rumpfkréfte durch (3.14) in diesem Modell aus-
driicken als

g(u) :=—-Xp=— (aRu + brulu| + cRu3) .

Zur Reduzierung der aerodynamischen Kraft X4 wird die ebenfalls vereinfachte Mo-
dellierung des Windes betrachtet. Es wird angenommen, dass der konstante Wind in
diesem vereinfachten Fall ausschliefllich parallel zur Bewegungslinie des Schiffes wehen
kann, entweder mit einer positiven oder negativen Windgeschwindigkeit s, wobei s > 0
bei Gegenwind gilt. In Abbildung 4.1 ist ebenfalls die Modellierung des wahren Windes
(blau) dargestellt. Durch dieselben Argumentationen wie in Abschnitt 3.3.2 ldsst sich
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der wahre Wind darstellen als Vjy = —s und der Fahrtwind entspricht genau der um-
gekehrten Geschwindigkeit Vp = —u. Fiir den scheinbaren Wind, dargestellt Abbildung
4.1 in rot, ergibt sich dann

Va=—(s+u)

mit der Windgeschwindigkeit s4 = |s+u| und dem Angriffswinkel 54 = 0, falls s+u > 0
gilt und 54 = 7 sonst. Daraus ergibt sich der Zusammenhang

5% cosfa = |s+ u|(s + u),
woraus sich aus (3.21) die Windkraft

w(u,s) = Xa=—EBkxAr|s+ul(s + u) (4.1)
—_——
::KX
ableiten ldsst. Dabei ist p4 die Luftdichte und die Schiffsparameter kx, Ar € Rsg sind
wie in Kapitel 3 definiert.

Auch die Schlepperboote kénnen ausschliefllich in Richtung der Léngsachse des Schiffes
ziehen, sodass deren Krifte p; und po in einer einzelnen Kraft g € R mit pu = pu1 + o
zusammengefasst und eindimensional modelliert werden kénnen durch

T(p) = p.

FEine negative Kraft zieht das Schiff nach hinten, eine positive nach vorne. Zusétzlich
soll weiterhin die Schlepperbeschrankung ||u|lcc < it € Rs¢ eingehalten werden, wobei
i = i1 + fiz die Summe der einzelnen Beschrankungen bezeichnet. Die vereinfachten
Modellannahmen resultieren damit schliellich in der folgenden vereinfachten Systemdy-
namik.

Satz 4.1. (Vereinfachte Systemdynamik)

Sei (x,u) die Position und Geschwindigkeit des Schiffes entlang einer Bewegungslinie
und p die durch g € Ry beschrinkte Schlepperbootkraft. Weiterhin beschreibe der
Parameter s € R die Geschwindigkeit des Windes. Auflerdem modelliert die Funktion
g : R — R die Rumpfkraft des Schiffes. Dann wird die Schiffsbewegung entlang dieser
Bewegungslinie beschrieben durch die Dynamik

Tr=u

M = o — Kxls + ul(s + ) + g(u),
wobei ||p|loo < i gilt, mit M :=m — X; > 0 und Kx > 0.
Auf Grundlage dieses dynamischen Systems soll nun zur Durchfiihrung einer Risikoana-

lyse der Begriff der Zulédssigkeit eines Windes zunéchst motiviert und im Anschluss daran
formal eingefiihrt werden.
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4.2 Zulassigkeit des wahren Windes

Die Risikoanalyse basiert auf der Beantwortung der Frage iiber die Durchfithrbarkeit
eines Manovers bei gegebener Windstérke. Dafiir muss zunéchst der Begriff des Manévers
in dieser Arbeit ndher erlautert werden.

Unter einem Mandver wird in diesem Kapitel die geradlinige Bewegung des Schiffes von
einer vorab definierten Startposition xg € R zu einer Endposition x1 € R verstanden.
An dieser Stelle wird die zusétzliche Bedingung festgesetzt, dass das Schiff zu Beginn
und am Ende des Manovers stillstehen soll. Die Schiffsbewegung hat der vereinfach-
ten Systemdynamik zu geniigen und die Beschriankung an die Schlepperbootkraft muss
eingehalten werden. Obwohl im vorangegangenen Abschnitt bei der Modellierung die-
ser Systemdynamik eine explizite Darstellung fiir die Funktion g gezeigt wurde, wird
fiir die allgemeine Beschreibung eines Mandvers hier eine beliebige Modellierung der
Rumpfkrifte zugelassen, sodass ausschlielich die Eigenschaft ¢(0) = 0, Stetigkeit und
fallende Monotonie der Funktion g vorausgesetzt wird. Im Kontext der Rumpfkraft sind
insbesondere diese Annahmen gerechtfertigt.

Im Folgenden werden die Start- und Endposition xg,z1 € R, die Beschrankung g € Rsq
an die Schlepperbootkraft und die Funktion g € C(R) mit den genannten Eigenschaften
als gegeben festgesetzt. Ebenso werden die in Satz 4.1 definierten Parameter des Schiffes
M, Kx € Ry festgesetzt.

Das Ziel ist nun die Bestimmung der Windstérken, bei denen das gewiinschte Manover
durchgefiihrt werden kann. Dazu wird der Begriff der Zuldssigkeit eines Windes beziiglich
eines Manovers definiert.

Definition 4.2. (Zulassigkeit des Windes)
Der Parameter s € R heifit zuldssig, falls eine Losung (x,u, i1, t¢) zum System

#(t) = u(t)ty

1) = (1)~ Koxls + u(DI(s + u(0) + o(u(0) (P(s)
z(0)=z0  u(0)=0

x(1) = u(1) =0

mit z,u € C1([0,1]), u € C([0,1]), ||plloo < o und t; > 0 existiert.

Das System (P(s)) basiert auf der vereinfachten Systemdynamik aus Satz 4.1. Es wurde
auf eine feste Endzeit transformiert, wie in Abschnitt 2.2.2 gezeigt, wobei der Parameter
ty die eigentliche Endzeit darstellt. Falls demnach bei gegebenem Wind s € R eine
Trajektorie (z,u), eine Steuerung p und eine Endzeit ¢ gefunden werden kénnen, sodass
das gewiinschte Mandéver durchfithrbar ist, wird dieser Wind zuléssig genannt. Ziel ist
nun die Berechnung der Zuldssigkeitsmenge.

Definition 4.3. (Zulassigkeitsmenge)
Die Menge

S = {s eR ‘ s ist zuléssig bzgl. (P(s)) }

wird Zuldssigkeitsmenge genannt.
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Auch in der Theorie optimaler Steuerprozesse in Kapitel 2 ist von zuldssigen Losungen
die Rede. Bei solchen zuldssigen Losungen handelt es sich um Zusténde und Steuerun-
gen, die die Dynamik und die Nebenbedingungen einhalten. Hier wird ein Wind als
zuldissig deklariert, falls zu diesem Wind eine zuléssige Losung existiert. Aufgrund ihrer
verwandten Definitionen ist die Wahl des Begriffes an dieser Stelle gerechtfertigt. Falls
dabei nicht aus dem Kontext klar wird, ob es sich um eine zuldssige Lésung und eine
zuldssige Windstdrke handelt, wird dies explizit ausgefiihrt.

Um nun die Zuléssigkeitsmenge S explizit zu berechnen, kénnen zwei unterschiedliche
Ansétze verfolgt werden. Zunéchst liegt der Fokus auf einer theoretischen Herleitung,
wobei insbesondere deutlich wird, dass es sich bei dieser Menge um ein Intervall handelt.
Diese Information rechtfertigt die Vorgehensweise des zweiten Ansatzes, welcher auf der
numerischen Losung eines optimalen Steuerprozesses basiert.

4.3 Analytische Berechnung der Zulassigkeitsmenge

Zur Berechnung der Zuléssigkeitsmenge S werden zunéchst einige Lemmata bendtigt. Sie
werden unter anderem im Beweis des Hauptresultates dieses Abschnitts, der expliziten
Darstellung der Zuléssigkeitsmenge, benotigt und stiitzen zudem die Intuition und das
Verstéindnis tiber die Bewegung des Schiffes und den Einfluss der Windkraft.

Das erste Lemma stellt sicher, dass eine beliebige Trajektorie, also ein Weg zwischen
Start- und Endposition, vorhanden ist, ungeachtet der speziellen Modellierung der Schiffs-
dynamik.

Lemma 4.4. (Existenz einer Trajektorie)
Es existiert eine Losung (z,u, h) zum eindimensionalen System

{:’n(t) = u(t) 2(0) = zo u(0) = 0} (4.2)

a(t) = h(t) z(1) =21 w(l)=0

mit x,u € C([0,1]), h € C([0,1]).

Beweis. Betrachte die Funktionen

1T’?(wl_330)753—|_$0 RS [O)i)
r(t) = &(wy — m) (—323 + 482 — 12t + 1) + zp ,t € [5,2)
$(z1 — 20) (16t3 — 48> + 48t —13) + 29 ,t € [2,1]
16(331 - xO)tQ RAS [07 i)
u(t) = ¢ 2(x1 — wo) (—8t* + 8t — 1) tell 3
16(z1 — x0) (£ — 2t + 1) (te 2]
32(331 — CCO)t 7t € [O’ i)
h(t) = < 16(x; — z0) (=2t + 1) teL 3
32($1 - $0) (t ) te [%a 1}
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Abbildung 4.2: Skizzierte Losung (z,u, h) des Systems (4.2).

Damit ist (z,u, h) eine Losung des Systems (4.2). In Abbildung 4.2 ist eine solche Losung
beispielhaft dargestellt. O

Die Windkraft, die auf das ruhende Schiff wirkt, betragt w(0,s) = —Kx]|s|s. Falls die
Schlepperboote ununterbrochen mit einer konstanten Kraft ziehen, die genau dieser Kraft
entgegengesetzt ist, dann bewegt sich das Schiff nicht von der Stelle.

Lemma 4.5. (Konstante Losung)
Sei (x,u, i, ty) eine Losung des Systems (P(s)). Falls p = Kx/|s|s gilt, ist u = 0.

Beweis. Setzen wir in der Schiffsdynamik (P(s)) die Bedingung p = Kx|s|s ein, so
ergibt sich

i = (Kx|sls — Kx|s +ul(s +u) + g(u)) I
Die rechte Seite besitzt die triviale Nullstelle u = 0. Auflerdem ist die rechte Seite streng

monoton fallend in u, da sowohl g(u) als auch —Kx|s+ u|(s+u) streng monoton fallend
in u sind. Die triviale Nullstelle ist somit die einzige und es ergibt sich die Aquivalenz

u(t) =0 <= wu(t)=0, firallete]l0,1]. (4.3)

Da stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen ihr Maximum und Minimum an-
nehmen, ist dies auch fiir die Losung u € C1([0,1]) der Fall. Sei nun to € [0,1] eine
Minimal- oder Maximalstelle. Dabei werden zwei Félle unterschieden:

i. Das Minimum bzw. Maximum wird innerhalb des Intervalls angenommen, sodass
u(to) = 0 gilt. Nach (4.3) gilt damit u(tp) = 0.

ii. Das Minimum bzw. Maximum wird am Rand des Intervalls angenommen. Damit
ist t9 € {0, 1}, sodass mit den Randbedingungen wu(tp) = 0 folgt.

In jedem Fall gilt u(ty) = 0, d.h. alle Maxima und Minima besitzen denselben Funkti-
onswert. Die Losung ist somit konstant u = 0. O

Befinden sich die Schlepperbootkréfte genau im Gleichgewicht mit der Windkraft, be-
wegt sich ein stillstehendes Schiff nicht. Zu Beginn eines Mand&vers befindet sich das
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Schiff allerdings in Ruhe. Um das Schiff nun in Windrichtung, das heifit in die Rich-
tung, aus der der Wind weht, bewegen zu kénnen, miissen die Schlepperboote in der
Lage sein, noch kréftiger zu ziehen. Sind sie es nicht, ldsst sich das Schiff ausschliellich
entgegen der Windrichtung bewegen. Bei Gegenwind kann es also nur riickwérts fahren,
bei Riickenwind nur vorwarts.

Lemma 4.6. (Bewegung entgegen der Windrichtung)

Sei (z,u,p,ts) eine Losung des Systems (P(s)). Falls die Ungleichung ji < Kxs?
erfillt ist, gilt im Fall s > 0 der Zusammenhang u(¢) < 0 und im Fall s < 0 ist
u(t) > 0 fur alle ¢ € [0, 1].

Beweis. Es gelte die Ungleichung ji < K xs?. Wir werden zunichst ausfiihrlich den Fall
des Gegenwindes mit s > 0 mithilfe eines Widerspruchs beweisen. Anschlielend wird der
Fall Riickenwind mit s < 0 durch analoge Argumentationen kurz begriindet.

Sei s > 0. Angenommen, das Schiff kénnte sich in Windrichtung bewegen, in diesem Fall
also nach vorne. Dann existiert ein Zeitpunkt ¢, € [0, 1] mit u(¢,) > 0. Aus der Stetigkeit
von u ergibt sich, dass die Menge

M= {t <t |ult) =0} C[0,1]

abgeschlossen ist. Weiterhin ist sie per Definition nach oben beschrankt und aufgrund
der Randbedingungen nichtleer, weshalb ihr Maximum ¢, := max M existiert. Zum
Zeitpunkt ¢, steht das Schiff also bis zum Zeitpunkt ¢, das letzte Mal still. Durch die
Konstruktion von t; gibt es kein t € (t,t,) mit u(t) = 0. Gemeinsam mit u(t;) = 0
und u(t,) > 0 ldsst sich die Eigenschaft w(t) > 0 fir alle ¢t € (¢,t,) ableiten. Fiir
jedes t € (tg,t,) gilt mit der Dynamik und der Monotonieeigenschaft der beteiligten
Funktionen die Abschitzung

u(t) = (M(t) — Kx |s+u(t)|(s +u(t)) + g(u(t
——
>|s|s <0 (4.4)

~—
~—

N—
S5

wobei hier |s|s = s? fiir s > 0 genutzt wird. Nach dem Mittelwertsatz existiert allerdings
ein tg € (ts,t,), sodass

u(ty) —u(te)  u(t)

= >0
t, — t, —

u(to) =

gilt, was im Widerspruch zu (4.4) steht. Damit kann solch ein Zeitpunkt ¢, nicht exis-
tieren, sodass u(t) < 0 fir alle ¢ € [0, 1] gelten muss.

Analoge Uberlegungen ergeben ebenfalls die Behauptung fiir s < 0 durch Umkehren der
Bewegungsrichtung. O

Im weiteren Verlauf wird die Lipschitz-Stetigkeit der Funktion g benétigt.
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Bemerkung 4.7. (Lipschitz-Stetigkeit von g)

Die Funktion ¢ in der Dynamik von (P(s)) modelliert den Rumpfwiderstand, genauer
den Widerstand, den das Schiff durch das Wasser erfihrt. Es kann angenommen
werden, dass ein £ > 0 existiert, sodass g auf [—¢,&| Lipschitz-stetig ist. Damit ist
insbesondere die Funktion

F(u) = (Kx|s|s — Kx|s + ul|(s + u) + g(u)) ﬁ
Lipschitz-stetig um » = 0.

Unter dieser Annahme erfiillt die Funktion F' die Voraussetzungen des folgenden Lem-
mas. Dieses besagt damit insbesondere, dass ein bewegtes Schiff nicht anhalten oder gar
die Richtung wechseln kann, falls die Schlepperboote nur mit der Kraft Kx|s|s ziehen.
Der Anfangszeitpunkt wird hier beliebig gesetzt, da sich das Schiff in dem in dieser Ar-
beit definierten Manéver zu Beginn in Ruhe befinden soll. Hier geht es allerdings um ein
Schiff, welches bereits in Bewegung ist.

Lemma 4.8. (Unaufhaltbarkeit)
Sei u € C([tg, 1]) eine Losung des Systems

{ u(t) = f(U(t))ff}
’U,(t()) = Uup
mit ug # 0 und £ty > 0. Weiterhin sei f : R — R eine stetige, monoton fallende

Funktion mit f(0) = 0 und zusétzlich sei f Lipschitz-stetig um v = 0. Dann folgt
ebenso u(1) # 0 mit sgnug = sgnu(1).

Beweis. Wir beweisen das Lemma fiir eine Riickwartsbewegung mit ug < 0 durch einen
Widerspruch. Der Beweis fiir die Vorwértsbewegung mit ug > 0 ergibt sich durch analoge
Uberlegungen.

Sei up < 0. Angenommen, es wiirde u(1) > 0 gelten. Das Schiff wire damit in der Lage,
anzuhalten oder sogar die Richtung zu &ndern. Aus der Stetigkeit von u ergibt sich, dass

M= {t € [to,1] | u(t) = 0} C [to, 1]

abgeschlossen ist. Durch Anwendung des Zwischenwertsatzes folgt weiterhin, dass diese
Menge nichtleer ist. Auflerdem ist sie per Konstruktion nach unten beschrankt, weshalb
t, := min M existiert. Zum Zeitpunkt ¢, hat es das Schiff also das erste Mal geschafft
zu stoppen. Dabei muss ¢, > tp aufgrund der Anfangsbedingung gelten. Mit dieser
Definition gilt auBerdem w(t) < 0 fiir alle ¢ € [to, t,).

Betrachte weiterhin die Funktion U : [tg, 2t,] — R mit

Ju(t) L fallstg <t <t,
ult) = { 0 Lfallst, <t <2t

Diese Funktion 16st das Anfangswertproblem

{ a(t) = f(U(t))tf}

(i) —0 (4.5)
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auf dem Intervall [to, 2¢,]. Nach dem Satz von Picard-Lindelof in [13] ist U die eindeutig
bestimmte Losung auf einem abgeschlossenen Intervall [t —h, t,+h] mit A > 0. Allerdings
ist auch die triviale Losung Uy = 0 eine Losung dieses Anfangswertproblems (4.5). Aus
der Eindeutigkeit folgt damit, dass U(t) = 0 fur ¢t € [t, — h,t, + h] gilt. Insbesondere
bedeutet dies, dass u(t) = 0 fiir ¢ € [¢t, — h,t,] ist, was im Widerspruch zur Definition
von t, steht. Damit kann u(1) > 0 nicht gelten, sondern es ist u(1) < 0, sodass die
Behauptung sgn up = sgnu(1) gilt. O

Die Aussage des Lemmas wollen wir nutzen, allerdings ziehen die Schlepperboote im
Allgemeinen nicht durchgéngig mit der Kraft Kx|s|s. Daher wird zusétzlich noch das
nachfolgende Lemma benétigt, welches zwei Losungen anhand der aufgewendeten Schlep-
perkrafte miteinander vergleicht.

Lemma 4.9. (Vergleichslemma)
Fiir to € (0, 1) seien ug,us € C*([tg, 1]) jeweils Losungen der Systeme

{ u(t) = (ul(t) — Kx|s+u(t)|(s +u(t) + g(u(t))) f‘g} "
u(to) = uo
und
{ u(t) = (uz(t) — Kx|s+u(t)|(s + u(t)) + g(u(t))) f\g} )
u(to) = uo

mit £y > 0 und gy, p2 € C([to, 1]), p1(t) < po(t) fir alle t € [tg, 1]. Dann ist uy(t) <
UQ(t) fur alle t € [to, 1].

Beweis. Definiere die Differenzfunktion h(t) := ui(t) — ua(t) fiir t € [to, 1]. Der Beweis
folgt nun der Struktur des Beweises von Lemma 4.6. Angenommen, es existiert ein
ty € [to, 1] mit h(t,) > 0. Aus der Stetigkeit von h ergibt sich, dass die Menge

M= {t <t, | h(t) =0}

abgeschlossen ist. Weiterhin ist sie aufgrund der Anfangsbedingungen nichtleer und per
Konstruktion nach oben beschriankt, weshalb ¢, := max M existiert. Zum Zeitpunkt ¢,
stimmen damit die beiden Geschwindigkeiten u; und us das letzte Mal bis zum Zeitpunkt
t, iiberein. Die Konstruktion von t; sichert die Tatsache, dass kein ¢t € (ty,t,) mit h(t) =0
existiert. Mit h(ty) = 0 und h(t,) > 0 lasst sich daraus die Eigenschaft

up(t) —wua(t) = h(t) >0 fir alle t € (t4,t,)

ableiten. Fiir jedes t € (ty,t,) gilt damit

h(t) = (Hl(t) — Kx [s+uil(s +“1)+€(jil_2_“2(t) + Kx|s + uz|(s + ug) — 9(“2))%

>|stua|(s+uz) <g(u2)

< (ui(t) ~ (1)) £ <0 (4.6)
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aufgrund der Monotonieeigenschaften der beteiligten Funktionen. Nach dem Mittelwert-
satz existiert allerdings ein ty € (s, t,), sodass

B(t) = hit)  ht)

h(ty) = =
(to) t—t t—t

>0

gilt, was im Widerspruch zu (4.6) steht. Damit kann solch ein ¢, nicht existieren, sodass
h(t) < 0 und damit ui(t) < ue(t) fiir alle t € [tg, 1] gelten muss. O

Mithilfe dieser Lemmata lasst sich nun das Hauptresultat des Kapitels formulieren und
beweisen. Bei der Berechnung der Zuléssigkeitsmenge muss zwischen zwei unterschied-
lichen Arten von Manévern unterschieden werden: Stationdre und bewegte Mandéver.
Bei ersteren stimmen Startposition xg und Endposition x; des Schiffes liberein und es
ist ausreichend, dass sich die Schlepperkréifte und die Windkraft zu jedem Zeitpunkt
im Gleichgewicht befinden. In Lemma 4.5 wurde dieses Gleichgewicht bereits gefunden.
Stimmen Start- und Endposition allerdings nicht iiberein, so handelt es sich um ein be-
wegtes Manover. Damit das Schiff effektiv in Bewegung gesetzt werden kann, miissen
die Schlepperkrifte - wenn auch nur minimal - gréfer als die Windkraft bei Ruhe sein.

Satz 4.10. (Zulassigkeitsmenge)
Sei g € C(R,R) Lipschitz-stetig um ¢(0). Die Zulassigkeitsmenge S beziiglich des
Systems (P(s)) lautet

S5_ (V& V&) alls @ # 21

}A%,%ﬁ,mmm:m

Beweisidee. Der Beweis des Satzes ist sehr umfangreich, technisch, und enthélt einige
Fallunterscheidungen. Zur besseren Ubersicht wird zunichst die Beweisidee skizziert.

Wir beweisen zuerst die beiden Mengeninklusionen

= — 1. 11. — —
(V) Est [EVE]

An den Intervallgrenzen entspricht die Schlepperbeschriankung genau der Windkraft, die
auf das ruhende Schiff wirkt. Der erste Beweis ist konstruktiv. Ist die Windkraft nur
minimal kleiner als die Beschréankung an die Schlepperkréfte, so ldsst sich eine zuldssige
Losung der Dynamik konstruieren, wobei gerade so viel Kraft von den Schlepperboo-
ten entgegen der Windkraft auf das Schiff ausgeiibt werden kann, dass es sich mit sehr
geringer Geschwindigkeit fortbewegt. Dabei kénnen die dynamischen Effekte, die durch
die Funktion g hervorgerufen werden, nahezu vernachlassigt werden. Der zweite Beweis
erfolgt durch einen Widerspruch unter Ausnutzung des Lemmas 4.6. Zum Ende des Ma-
novers muss das Schiff stillstehen. Bei einer Windstérke auflerhalb des abgeschlossenen
Intervalls wiirde eine Beschleunigung entgegen der Windrichtung auf das Schiff wirken,
da die Schlepperboote iiber nicht geniigend Kraft verfiigen. Damit es zum Ende stillsteht,
miisste es sich zuvor in diese Windrichtung bewegt haben. Dies ist allerdings nicht mog-
lich, da sich das Schiff aufgrund der starken Windstérke nach Lemma 4.6 nur entgegen
der Windrichtung bewegen konnte.
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Die Frage ist nun, ob die Intervallgrenzen in der Zuldssigkeitsmenge S enthalten sind.
Wie eingangs beschrieben, miissen wir dazu unterscheiden, ob das Schiff lediglich auf der
Stelle gehalten oder tatsédchlich bewegt werden soll. Im ersten Fall ldsst sich mithilfe einer
trivialen Losung mit konstanter Geschwindigkeit Null zeigen, dass die Intervallgrenzen
in der Zuléssigkeitsmenge S enthalten sind

iii. :l:,/KLXES falls xg = x1.

Im zweiten Fall wird durch einen Widerspruch gezeigt, dass

iv. =+ \/KIX ¢S falls xg # =1

gilt. Entspricht die Windstérke den Intervallgrenzen, so kann sich das Schiff nach Lemma
4.6 nur entgegen der Windrichtung bewegen. Aus xg # x1 folgt, dass es einen Zeitpunkt
gibt, an dem es auf jeden Fall in Bewegung sein muss. Wiirden nun die Schlepper-
boote konstant so stark in Windrichtung ziehen, wie sie kénnten, wéren sie nach dem
Unaufhaltbarkeits-Lemma 4.8 dennoch nicht in der Lage, das Schiff anzuhalten. Wenn
sie nun sogar zeitweise weniger stark ziehen, lasst sich mit dem Vergleichslemma 4.9
zeigen, dass auch dann kein Anhalten moglich ist. Da das Schiff zum Ende des Mandévers
stillstehen muss, ergibt sich damit ein Widerspruch.

Mit diesen vier Eigenschaften ergeben sich die Mengengleichheiten aus der Aussage des
Satzes.

Beweis. Die zuvor erlauterten Beweisschritte werden nun formal durchgefiihrt.

i. Sei |s| < 1/%{. Nach Lemma 4.4 existiert eine Losung (z,u, h) zum System
z(t) = u(t) z(0) =x0 u(0)=0
u(t) = h(t) (1) =21 u(l)=0

mit x,u € C1([0,1]), h € C([0,1]). Fiir ein beliebiges ¢ > 0 lisst sich durch
Addition einer Null der Zusammenhang

(4.7)

1
eu=ch= (M€2h+ Kx|s + eul(s + eu) — g(eu) —KX|8+5u|(s+€u)+g(5u))E

=ie
feststellen. Aufgrund der Stetigkeit aller beteiligten Komponenten, der Bedingung
9(0) = 0 und der gestellten Annahme ergibt sich damit

lim || pte]loo = Kx 5% < [i-
e—0

Wegen der strikten Ungleichung ist die Existenz eines € > 0 gesichert, sodass
ltezlloo < @t gilt. Gemeinsam mit den Zusammenhéngen aus (4.7) ergibt sich

i(t) = u(t) = éu(t)

g

it) = (uelt) — Kxs + Eu(t) (s + 2u(t)) + g(Eu(t))) e
z(0) = zo Eu(0) =0
x(1) =z gu(l)=0

fiir ¢ € [0,1], sodass (z,&u, iz, 1) eine Lésung von (P(s)) und s somit zuléissig ist.
Es gilt demnach s € S.
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ii.

iii.

iv.

Beweis durch Widerspruch. Sei s € S zuléssig. Angenommen, es gelte |s| > ,/%,

das heifit i < Kxs?. Aus der Zulissigkeit von s ergibt sich, dass eine Losung
(2, u*, u*, 7)) zum System (P(s)) existiert.

Betrachten wir zunéchst den Fall s > 0. Nach Lemma 4.6 gilt
u*(t) <0 fiir alle t € [0,1]. (4.8)

Die Randbedingungen miissen erfiillt sein, sodass u*(1) = 0 gilt. Durch die Dyna-
mik lasst sich mit der Positivitdt von s die Ungleichung

(1) = (" (1) = Kxlsls) & < (5 — Kxs?) 3 <0 (4.9)

folgern. Die nebenstehende Abbildung visualisiert diese Situation. In griin wird
schematisch die Eigenschaft (4.8) dargestellt, in blau Eigenschaft (4.9). Es wird
deutlich, dass diese beiden Tatsachen im Widerspruch zueinander stehen. Mathe-
matisch ergibt sich dieser Widerspruch durch die folgenden Uberlegungen. Auf-
grund der Stetigkeit von @* existiert ein € > 0, sodass

u*

w*(t) <0 fiur alle t € (1 —¢,1] W*(1) < 0
I N

gilt. Damit ergibt sich insbesondere .
\\\\\\_ T | t
u* (1-5) >0, [ u*(t) <0

im Widerspruch zu (4.8), sodass der Parameter s in diesem Fall nicht zuléssig sein
kann. Erreichen des gewlinschten Widerspruchs beweist die Behauptung fiir den
Fall s > 0.

Fiir den Fall s < 0 ergibt sich durch analoge Uberlegungen mit umgekehrten
Ungleichungszeichen ebenfalls der gewiinschte Widerspruch.

Sei nun [s| = ’/KLX und es gelte zp = ;. Damit ist die konstante Losung
(@, u, p,ty) = (20,0, Kx|s|s, 1) nach Lemma 4.5 eine Losung des Systems (P(s)).
Damit ist s zuldssig, also s € S.

Beweis durch Widerspruch. Sei s € S zuléssig und zg # z1. Angenommen, es gelte
|s| = 1/KLX, das heilt i = Kxs2. Aus der Zulissigkeit von s ergibt sich, dass eine

*

Lésung (z*,u*, p*,t}) zum System (P(s)) existiert.

Betrachten wir zunéchst den Fall s > 0. Nach Lemma 4.6 ist u*(¢) < 0 fur alle
t € [0,1], sodass die Dynamik mit xg < x; keine Losung besitzen kann. Der
Parameter s ist demnach fiir g < 1 nicht zuléssig, was fir diesen Fall bereits den
gewlinschten Widerspruch ergibt. Es bleibt noch der Fall 1 < zg zu betrachten.
Falls u* = 0, steht dies im Widerspruch zur Voraussetzung 1 < zg. Daher existiert
ein tg € (0,1) mit up := u*(tp) < 0. Betrachte nun die Systeme

{ alt) = (u(t) — Koxls +u(®)|(s +u(t)) + glu(t))) } -

u(to) = Up
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und
{ Z(L(ti _ (:EKX32 . KX’S_i_u(t)Ks—i—u(t)) +9(U(t)))§\5[} (PQ:I:)-
u(to) = up

Eine Losung uy : [tg,1] — R von (P)) ist gegeben durch u;(t) = w*(¢) fur alle
t € [to, 1]. Insbesondere gilt aus der Randbedingung von (P(s))

ui(1) = u*(1) = 0. (4.10)

Sei weiterhin wusg : [tg,1] — R eine Losung von (Pa4). Aufgrund der Abschétzung
p(t) < i = Kxs? fiir alle t € [0, 1] gilt mit Lemma 4.9

U1 (t) < UQ(t) fir alle t € [to, 1].

Aus Lemma 4.8 und Bemerkung 4.7 ldsst sich aulerdem u2(1) < 0 folgern. Daraus
ergibt sich direkt der Zusammenhang uj(1) < wus(1) < 0, im Widerspruch zu
(4.10). Damit wurde auch fiir x; < xo der gewiinschte Widerspruch erreicht und
die Behauptung fiir s > 0 bewiesen.

Der Fall s < 0 ldsst sich analog beweisen. Hier kann die Dynamik aufgrund von
Lemma 4.6 keine Losung fiir 1 < x besitzen, sodass noch der Fall ¢y < x1 zu
betrachten bleibt. Es existiert daher ein ¢y € (0,1) mit up = u*(t). Betrachte nun
die beiden Systeme (P;) und (P»_) mit den jeweiligen Losungen uy, us : [to, 1] = R
mit ug () = uw*(t) fir alle t € [to, 1]. Analog zu oben ergibt sich auch hier u;(1) = 0.
Aufgrund der umgekehrten Abschitzung —Kxs? = —ju < p(t) fiir alle t € [0,1]
ergibt sich mit Lemma 4.9 diesmal

ug(t) <wuqp(t) fur alle t € [to, 1].

Analog ergibt sich aus Lemma 4.8 und Bemerkung 4.7 die Eigenschaft ua(1) > 0,
zusammengesetzt bedeutet dies uq(1) > wa(1l) > 0, im Widerspruch zum oben
Gezeigten. Damit wurde auch fiir diesen Fall der Widerspruch erreicht und die
Behauptung bewiesen. 0

Dieser Satz liefert eine explizite Berechnungsmethode, um die Zuléssigkeitsmenge S zu
berechnen. Im folgenden Abschnitt wird eine weitere Methode zur Berechnung dieser
Menge vorgestellt.

4.4 Berechnung der Zulassigkeitsmenge durch einen Opti-
malsteuerungsprozess

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass es sich bei der Zuléssigkeitsmenge in dem ver-
einfachten Modell um ein Intervall handelt. Diese Eigenschaft ermdglicht es, alternativ
die Zulassigkeitsmenge mithilfe eines optimalen Steuerprozesses zu berechnen, da ledig-
lich Maximum und Minimum des Intervalls zu bestimmen sind.

Ziel ist die Berechnung der maximalen bzw. minimalen Windstérke s, sodass das Problem
(P(s)) eine Losung besitzt. Daraus wird ein optimaler Steuerprozess formuliert.
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Satz 4.11. (Optimalsteuerungsprozess)
Sei (z*,u*, u*,t%, s*) eine Losung des optimalen Steuerproblems

Mi(t) = (p () Kxls +u(t)](s +u(t) + g(u(®)))ty

u(0) =0
z(1) = u(l) =0
lu(t)] < /] fur alle ¢ € [0, 1]
mit z,u € C*([0,1],R), u € C([0,1],R) und t; > 0. Dann berechnet sich die Zulés-

sigkeitsmenge durch

S (—s*,s") , falls zg # o1

[—s*,s*] , falls zy = 21

Beweis. Aus den theoretischen Betrachtungen zur Berechnung der Zulassigkeitsmenge
S ergibt sich, dass es sich um ein symmetrisches Intervall handelt, je nach betrachtetem
Manover offen oder abgeschlossen. Per Definition der Zuldssigkeit einer Windstérke und
der betrachteten Systemdynamik aus (P(s)) ergeben sich die Intervallgrenzen direkt
aus der maximalen Windstédrke, fiir die eine zuldssige Losung der Dynamik und der
Nebenbedingungen existiert. O

Dieser optimale Steuerprozess kann beispielsweise mit der Softwarebibliothek Trans-
WORHP gelost werden. Die Berechnung der Zuléssigkeitsmenge mithilfe eines optimalen
Steuerprozesses erscheint an dieser Stelle als nicht nétig, da eine analytische Formulie-
rung vorliegt. In der komplexeren Risikoanalyse im Fall mit drei Freiheitsgraden bringt
eine solche Berechnung allerdings einige Vorteile mit sich. Der Vollstdndigkeit halber
wird deshalb auch hier ein solcher optimaler Steuerprozess formuliert.

Im nachfolgenden Abschnitt kann die analytisch hergeleitete Darstellung durch numeri-
sche Berechnungen verifiziert werden.

4.5 Vergleich der Ergebnisse beider Methoden

In diesem Abschnitt wird die Zuldssigkeitsmenge S eines Schiffes zum einen mithilfe
der theoretisch hergeleiteten Mengendarstellung aus Satz 4.10 und zum anderen durch
Losung des optimalen Steuerprozesses aus Satz 4.11 berechnet.

Alle Parameter und Groflen werden in dieser Arbeit in SI-Einheiten angegeben, falls
nicht explizit anderes erwéhnt wird. Die Windgeschwindigkeiten ergeben sich durch die
Berechnungsformeln aus diesem Grund in der SI-Einheit [Z]. Wie es im Kontext der
Schifffahrt gebrduchlich ist, werden diese Geschwindigkeiten anschheﬁend durch die Be-
rechnungsformel (3.24) in die Einheit Knoten [kn] umgerechnet, welche allerdings keine
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Autotransporter

Masse m | 17000000 kg
Formparameter kx | 1.0
Seitenflache Ap | 1200m?

Schlepperkraft 1 400000 N

Tabelle 4.1: Schiffsparameter Autotransporter

SI-Einheit ist. In der eindimensionalen Modellierung des Schiffes werden die Parameter
kx,Ar € R,y zur Beschreibung der Schiffsform benétigt sowie die Masse m des Schiffes.
Es sollen Naherungswerte fiir einen Autotransporter berechnet werden, welcher in dem
Pilotenszenario im Projekt GalileoNautic 2 zum Einsatz kommt. Dazu werden passende
Schiffsparameter gewahlt, wie in Tabelle 4.1 aufgefithrt, wobei sich an den Daten [6]
orientiert wird.

Zur Modellierung der Schiffsdynamik werden weiterhin die zusétzliche Masse X, € R und
die Parameter des Rumpfwiderstandes ar, br, cr € Ry bendtigt. Diese werden geméafl der
Modellierung aus Kapitel 3 durch die von Pétzold [61] mittels Parameteridentifikation
bestimmten Werte durch

Xy = —3860000m

ar = 180
br = 2880
cr = 3600

gewdhlt. Die Funktion g gibt den modellierten Rumpfwiderstand mit diesen Koeffizienten
in der Einheit Newton [N] an. Auflerdem wird die Luftdichte p4 = 1.2920 % bei 0°C
genutzt. Mit diesen Wahlen von Parametern kann nun der theoretisch hergeleitete Rand
s* der Zulassigkeitsmenge S nach Satz 4.10 berechnet werden durch

Stheo = \/ o ~ 22.72 % ~ 44.16 kn.
Durch Lésung des Optimierungsproblems aus Satz 4.11 mit der Software TransWORHP
ergibt sich mit den oben genannten Parametern die maximale Windstéarke

hum A 22.62 T &~ 43.97kn.

Snum

Dies entspricht lediglich einer Abweichung von 0.4 %, sodass sich die beiden unterschied-
lichen Ansétze nicht gegenseitig widersprechen.

Damit wurden zwei gleichwertige Berechnungsmethoden gefunden, um die Zuléssigkeits-
menge S aller wahren Winde zu bestimmen, bei denen das geplante Mandver in diesem
vereinfachten Fall durchfiithrbar ist. Befindet sich der aktuelle wahre Wind innerhalb
dieser Zuldssigkeitsmenge, so ist das Manéver durchfiihrbar und die Information kann
an den Lotsen weitergegeben werden.



Kapitel 5

Risikoanalyse

In diesem Kapitel werden die Hauptresultate der Risikoanalyse beziiglich des Windes
formuliert und bewiesen. Die hier erlangten Ergebnisse sind, im Gegensatz zum sehr
vereinfachten Modell aus dem vorangegangenen Kapitel, in der Realitét fiir die Lotsen
von Nutzen und haben aufgrund der komplexeren und realitdtsnahen Modellierung einen
héheren Anwendungsbezug.

Vorbereitend wurde eine Risikoanalyse beziiglich des Windes mit sehr vereinfachten Mo-
dellannahmen durchgefiihrt. Ziel dieses Kapitels ist die Beantwortung der Frage

,Ist ein geplantes Mandéver bei dem angegebenen Wind mdglich?*.

Im Gegensatz zu Kapitel 3 wird hier das hergeleitete zweidimensionale Modell mit drei
Freiheitsgraden betrachtet. In diesem Kontext wird der wahre Wind nicht nur allein
durch die Windstérke beschrieben, sondern mittels der Polarkoordinaten

(s,0) € Ry x (—m,w] =: Ry x II =: Ry,

wobei s die absolute Windstérke und 6 die Windrich-
n Se tung beschreibt, aus welcher der Wind weht. Damit kann
W o ein konkreter Wind (s, ) in einem sogenannten Polar-
plot wie in Abbildung 5.1 durch einen Vektor dargestellt
werden. Dieser Vektor ist so ausgerichtet, dass deutlich

wird, ,aus“ welcher Richtung er kommt, und nicht ,,in“
welche Richtung er weht. Um die Frage nach der Durch-
Abbildung 5.1: Darstellung flihrbarkeit des Manévers beantworten zu kénnen, wol-
eines wahren Windes (s, 6) in len wir einen solchen Polarplot in ,sichere® und ,unsi-
einem Polarplot. chere“ Bereiche einteilen. Diese sind in Abbildung 5.2
exemplarisch dargestellt, wobei in griin die sicheren und in rot die unsicheren Bereiche
charakterisiert werden. Weiterhin ist eine Windsituation durch den blauen Punkt bei-
spielhaft veranschaulicht. Liegt diese Windsituation innerhalb des sicheren Bereiches, so
wird die gestellte Frage mit ,,Ja.“ beantwortet, andernfalls mit ,, Nein..

Die Vorgehensweise, die zur Einteilung der Bereiche verfolgt wird, dhnelt in der grundle-
genden Idee den Inhalten von Kapitel 4. Das Ziel besteht darin, fiir das geplante Manover
eine Zuldssigkeitsmenge zu berechnen. Diese Menge enthélt alle wahren Winde (s, 6) €
R;, bei denen das geplante Mantver  durchgefiihrt  werden  kann.

62



5.1. Zulassigkeit 63

Die Zuléssigkeitsmenge fiir das Mandver kann dann in N
einem Polarplot wie in Abbildung 5.2 abgebildet wer-
den. Zusétzlich zur bindren Information ,durchfithrbar
- nicht durchfiithrbar“ erhélt der Lotse mittels eines sol-
chen Polarplots noch weitaus mehr Informationen. Die
Position der aktuellen Windsituation beziiglich der Zu- \
lassigkeitsmenge liefert dem Lotsen die Information, ob
das Manover bei diesem Wind durchfiihrbar ist, ob even- S

tuelle Vorsicht geboten ist oder ob er sogar lieber einen

schwécheren Wind abwarten sollte. Liegt der aktuelle Abbildung 5.2: Einteilung
wahre Wind beispielsweise sehr nah am Rand, aber den- des Polarplots in einen siche-
noch innerhalb der ,sicheren* Menge, so kann das Ma- Iel (griin) und einen unsiche-
nover zwar durchgefithrt werden, bei geringfiigiger Ver- renl (rot) Bereich.

starkung des Windes kénnte der Wind jedoch in den

yunsicheren“ Bereich iibergehen, sodass in solchen Situationen besondere Vorsicht ge-
boten ist. Dabei ist die Eigenschaft ,sehr nah am Rand“ in der Realitdt oft schwer zu
messen. In diesem Zusammenhang wird in der Auswertung in Kapitel 2.1.4 eine Sensi-
tivitdtsanalyse vorgestellt, wobei die Abhéngigkeit der Zuldssigkeitsmenge von geringen
Storungen untersucht wird.

Das Kapitel beginnt analog zum vorangegangenen Kapitel mit einer formalen Definition
des Begriffes der Zuldssigkeit und Zuldssigkeitsmenge in Abschnitt 5.1. Im Anschluss
daran werden wir in Abschnitt 5.2 diese Menge auf die Betrachtung sogenannter kon-
trollierter Mandver einschréinken. Dabei wird zwischen den stationdren Mandvern und
den Mandvern in Bewegung unterschieden. Zunachst liegt der Fokus auf der Berechnung
der Zuléssigkeitsmenge beziiglich der stationdren Mandver mithilfe einiger theoretischer
Uberlegungen in Abschnitt 5.2.1. Darauf folgt die Berechnung der Zulissigkeitsmenge
beziiglich der Manoéver in Bewegung unter Ausnutzung der Ergebnisse zu stationédren
Manévern in Abschnitt 5.2.2. Als alternative Berechnungsmethode wird aufbauend auf
den theoretischen Uberlegungen ein optimaler Steuerprozess formuliert, dessen Losung
ebenfalls die Zulédssigkeitsmenge der kontrollierten Mandver liefert.

5.1 Zulassigkeit

Um die gestellte Frage iber die Durchfiihrbarkeit eines Manovers beantworten zu kon-
nen, wollen wir auch hier zunichst den Begriff des Mandvers genauer definieren. Analog
zum eindimensionalen Fall beschreibt ein Mandver die Bewegung eines Schiffes von ei-
ner vorab definierten Startpose 79 € R? zu einer Endpose 1, € R?, wobei das Schiff zu
Beginn und am Ende des Manévers stillstehen soll. Die Bewegung des Schiffes wahrend
des Manévers entspricht dabei der Systemdynamik aus (3.27) und die Beschrankungen
an die Schlepperkrafte sind ebenfalls einzuhalten. In der Systemdynamik gehen wir von
beliebigen stetigen Funktionen b € C(R?*xR3,R3) und g € C(R3,R?) aus, welche die Ein-
fliisse der zusétzlichen Masse und der weiteren Rumpfkrifte modellieren, trotz explizit
modellierter Darstellungen der Funktionen b und g in (3.26). Die einzigen Bedingungen
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an die Funktionen seien die Eigenschaften

b(cv, ?v) = *b(v,v), ceR (5.1)
9(0) =0,

welche insbesondere fiir die zuvor explizit modellierten Funktionen gelten. Dazu lasst
sich bemerken, dass die Funktion a € C(R? x R3,R3) aus (3.26), welche die kinetische
Bewegung des Schiffes beschreibt, ebenfalls die Bedingung

a(ev, v) = a(v,v), ceR (5.2)

erfiillt. Dies lésst sich durch Einsetzen in (3.12) direkt nachweisen.

Im Folgenden werden die Start- und Endpose 19,71 € R? ebenso wie die Schlepperbe-
schrénkungen ji1, 2 € R4 und die Funktionen b und g mit den genannten Eigenschaften
als gegeben festgesetzt. Zusétzlich sind auch die halbe Schiffslénge ¢ € R, die frontal
und lateral projizierten Seitenflichen des Schiffes Ar, A; € Ry und die Formparameter
kx,ky € R, festgesetzt. Zur leichteren Darstellung der Windkraft definieren wir an
dieser Stelle die Konstanten

Kx = B kxAp und Ky := Bky Ap

mit der Luftdichte p4, wobei die Definition von Kx mit der Definition aus (4.1) im vor-
angegangen Kapitel iibereinstimmt. Auflerdem werden wir, anders als in Abschnitt 3.3.2
hergeleitet, in diesem Kapitel zunéchst von einem konstanten aerodynamischen Hebel-
arm ausgehen, welcher nicht vom Angriffswinkel des scheinbaren Windes 54 abhéngig
ist, das heifit es gilt

xA(Ba) = x4 €[4, 1.

Das Ziel ist nun die Berechnung der Windstérken und Windrichtungen, bei denen das
geplante Manover unter diesen Annahmen durchfiihrbar ist. Dazu wird auch an dieser
Stelle zunéchst die Zuldssigkeit eines Windes beziiglich des Manovers definiert.

Definition 5.1. (Zuléssigkeit des Windes).
Das Tupel (s,0) € Ry heifit zuldssig, falls eine Losung (1, v, p, tf) zum System

0= R(p)vty
a () = (v ) = Tlor, )+ w(,125.6) + () (P(s.0)
n(0) = no v(0) =0
n()=m  v(1)=0

mit n,v € CH([0,1],R?), p1,u2 € C([0,1],R?) wie in (3.27) definiert und ty > 0
existiert. Es gelten auflerdem die Beschrankungen
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Erneut entsteht dieses System aus (3.26) durch Transformation auf eine feste Endzeit,
wie wir es in Kapitel 2.2.2 gesehen haben. Im Zuge dessen ergibt sich die Definition der
Zuldassigkeitsmenge.

Definition 5.2. (Zuladssigkeitsmenge)
Die Menge

S = {(5,9) eR, ‘ (s,0) ist zuldssig bzgl. (P(S,e))}

wird Zuldssigkeitsmenge genannt.

Ein naiver Ansatz zur Berechnung der zulissigen wahren Winde und damit der ,,sicheren*
Bereiche ist die Approximation der Zulédssigkeitsmenge mithilfe eines diskreten Gitters.
Fiir jedes der diskreten Windtupel (sg, 6y) fiir & € N wird versucht, eine Losung zum
Problem (P(sg,0))) zu finden, beispielsweise mit der Softwarebibliothek TransWORHP
aus Abschnitt 2.2.4. Wird eine Losung gefunden, so kann das Windtupel als zuléssig
deklariert werden, andernfalls nicht. Dieser Ansatz ist allerdings sehr rechenintensiv,
falls eine feine Diskretisierung gewéhlt wird. Weiterhin kommt es zu Schwierigkeiten, falls
sich der aktuelle Wind auflerhalb der Zuléssigkeitsmenge befindet, da dann keine Lésung
existiert, die Software TransWORHP aber von der Existenz einer solchen ausgeht.

Viele der genannten Probleme kénnen vermieden wer-

den, wenn fiir die Zuléssigkeitsmenge gezeigt wird, dass N

es sich um eine sternférmige Menge handelt. Das bedeu- |

tet, dass jede gerade Verbindungsstrecke zwischen dem . pe
Ursprung und einem zulédssigen Windtupel vollstiandig N
innerhalb der Menge liegt. Insbesondere heifit das, dass 227" %
die Menge keine Locher besitzt und entlang einer fes- N
ten Windrichtung durch ein Intervall dargestellt werden |
kann. Schematisch ist eine solche Menge in Abbildung S

5.3 in griin dargestellt. Zusétzlich sind die Intervalle fiir
Abbildung 5.3: Schemati-

einige Windrichtungen exemplarisch eingezeichnet. Ist )
sche Darstellung einer stern-

ein Manover bei einer bestimmten Windrichtung und 7 e
Windstérke moglich, so ist intuitiv sinnvoll, dass die- forlfugen Zuléssigkeitsmenge
ses Manover ebenfalls bei derselben Windrichtung und (griin).

schwécherer Windstiarke moglich ist. Allerdings muss

diese Uberlegung noch mathematisch untermauert werden. Mithilfe der Eigenschaft der
Sternférmigkeit kann die Berechnung der Zuléssigkeitsmenge auf die Berechnung des
Randes zuriickgefiihrt werden. In diesem Fall miisste statt des gesamten Polarplots nur
die Windrichtung durch 6, k € N diskretisiert werden. Dann kann fiir jede dieser diskre-
ten Windrichtungen die maximale Windstérke s berechnet werden, sodass eine Losung
zum System (P(s,0;)) gefunden wird. Auf diese Art und Weise wird der Rand der Zu-
lassigkeitsmenge diskret approximiert, woraus sich beispielsweise durch lineare Interpo-
lation zwischen den diskreten Randpunkten eine Approximation der Zuldssigkeitsmenge
ergibt. Die Berechnung der maximalen Windstarke kann ebenfalls mithilfe der Biblio-
thek TransWORHP umgesetzt werden. Ungliicklicherweise kann die Sternférmigkeit der
Zulassigkeitsmenge fir allgemeine Manover (bis jetzt) nicht gezeigt werden.
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Diese Arbeit setzt den Fokus auf eine modifizierte Version des letztgenannten Ansatzes.
Statt die vollstandige Zuléssigkeitsmenge S zu betrachten, wird diese auf eine Teilmenge
beschrinkt, die nur eine bestimmte Art von Man6vern zulédsst. Dabei handelt es sich um
kontrollierte Mandver, wobei die Schlepperboote zu jedem Zeitpunkt in der Lage sind,
das Schiff unter Kontrolle zu halten. Die Sternférmigkeit dieser Teilmenge kann gezeigt
werden, sodass die oben beschriebene Idee der Zuriickfihrung auf die Berechnung des
Randes weiterverfolgt werden kann.

Motiviert wird dieser Ansatz und die damit einhergehende Einschrankung auf eine be-
stimmte Art von Man6vern durch das folgende Beispiel 5.3. Wahrend sich das Schiff im
eindimensionalen Fall ausschlielich entlang einer geraden Linie bewegen konnte, ohne
die Orientierung zu dndern, besitzt das Schiff nun mehr Freiheitsgrade. Ein Manéver
kann durch die unterschiedlichsten Trajektorien durchgefiihrt werden, wobei unter an-
derem Vorteile aus dynamischen Bewegungen wie Abdriften und Schwungholen genutzt
werden kénnen. Das folgende Beispiel gibt eine Intuition dariiber, was bei der aktuellen
Definition von Zuléssigkeit als erfolgreich durchgefithrtes Mandver gilt.

Beispiel 5.3. (Unkontrolliertes Mandover)

Bezeichne durch n = (xq, y0,v) die Pose des Schiffes im globalen Koordinatensystem.
Seien 19 = (0,0,0)” und 7 = (0,0, 5)* die Start- und Endpose des Mandvers, das
Schiff soll demnach eine Vierteldrehung von Nord nach Ost durchfithren. Nehmen wir
weiterhin an, dass der wahre Wind aus Richtung 6 = 7,
Beginn des Mandévers weht der Wind also senkrecht zur Langsachse des Schiffes. Im
Allgemeinen bietet die laterale Schiffsseite deutlich mehr Angriffsfliche als die fronta-
le, sodass die Windkraft, die zu Beginn des Mandévers auf das Schiff wirkt, besonders
grof} ist. Besitzen nun die Schlepperboote nicht geniigend Kraft, um der Windkraft,
die auf das ruhende Schiff wirkt, entgegenzuwirken, so driftet das Schiff entgegenge-
setzt der Windrichtung ab. Zieht gleichzeitig das vordere Schlepperboot mit lediglich
geringer Kraft Richtung Osten, so beginnt das Schiff, sich langsam parallel zur Wind-
richtung auszurichten. Wahrend dieses Abdriftens sind die Schlepperboote nicht stark
genug, das Schiff unter Kontrolle zu halten, da die Windkraft wegen der grofien An-
griffsfliche zu stark ist. Nach einer gewissen Zeit ist das Schiff so weit abgedriftet,
dass es parallel zur Windrichtung liegt. Die wirkende Windkraft ist nun aufgrund
der geringeren Angriffsfliche deutlich kleiner. Jetzt besitzen die Schlepperboote die
notwendige Kraft, die Kontrolle zu iibernehmen und das Schiff zur Endposition zu zie-
hen, sodass es sich schliellich in der gewiinschten Endpose n; befindet. In Abbildung
5.4a wird diese ,unkontrollierte* Situation verdeutlicht und mit einer , kontrollierten*
Version desselben Manovers verglichen, bei der das Schiff nicht abdriftet, sondern die
Vierteldrehung auf der Stelle durchfiihrt.

also aus Osten weht. Zu

Obwohl die Schlepperkréifte zeitweise die Kontrolle iiber das Schiff verloren haben und
es in Folge dessen unkontrolliert abgedriftet ist, ist das in Beispiel 5.3 beschriebene
Manover per Definition zuldssig. Im Gegensatz dazu sehen wir in Abbildung 5.4b ein
kontrolliertes Mandver. Die Schlepperboote besitzen dabei so viel Kraft, dass sie das
Schiff auf der Stelle drehen kénnen.

An dieser Stelle sei anzumerken, dass in diesem Kontext unkontrolliert nicht bedeutet,
dass das Schiff kurz vor dem Auflaufen oder anderen ungewollten Unféllen steht. In
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o "o
WA s > M1 ) m
(a) unkontrolliert (b) kontrolliert

Abbildung 5.4: Beispielhafte Darstellung eines (a) unkontrolliert und (b) kontrolliert
durchgefithrten Manovers.

der realen Schifffahrt ist es durchaus moglich, dass kurze Abdriftmanéver durchgefiihrt
werden, ohne dass der Lotse dabei wirklich die Kontrolle iiber das Schiff verliert. Es ist
lediglich die in dieser Arbeit gewéhlte Bezeichnung fiir die Mandver, die nicht per Defini-
tion kontrolliert sind. In der vorliegenden Arbeit werden solche unkontrollierten Mandéver
wie dieses nicht beriicksichtigt, um fiir diese einfachen Mano6ver eine solide mathema-
tische Theorie aufzustellen, welche dann in weiterfithrenden Arbeiten auf allgemeinere
Manéver erweitert werden kann.

Die Frage iiber die Durchfiihrbarkeit des Mand6vers soll nur dann mit ,,Ja.“ beantwortet
werden, wenn es eine passende Trajektorie gibt, sodass die Schlepperboote in der Lage
sind, das Schiff zu jedem Zeitpunkt unter Kontrolle zu haben, es also in Ruhe halten
kénnen. Sie miissen der Windkraft, die auf das ruhende Schiff wirkt, entgegenwirken
koénnen. Ist der Wind so stark, dass die Schlepperboote nicht in der Lage sind, das Schiff
ykontrolliert® zu steuern, wollen wir die Frage mit ,,Nein.“ beantworten. Das Mandver
ist in diesem Fall nicht - jedenfalls nicht kontrolliert - durchfithrbar. Wir wollen daher im
folgenden Abschnitt unsere Betrachtungen auf diese kontrollierten Manover beschranken.

5.2 Kontrollierte Manover

Ein Manoéver wird als kontrolliert durchfithrbar bezeichnet, wenn das Schiff eine pas-
sende Trajektorie von der Startpose 7y zur Endpose 7; durchfahren kann, wobei die
Schlepperboote zu jedem Zeitpunkt genug Kraft besitzen, sodass sie das Schiff auf der
Stelle halten konnen, ohne dass es abdriftet.

Ziel dieses Abschnittes ist die analytische Berechnung der Menge der wahren Winde,
bei denen ein geplantes Manéver kontrolliert durchfithrbar ist. Bei den Untersuchungen
miissen zwei verschiedene Arten von Mandvern untersucht werden: die stationdren und
die bewegten Mandtver. Bei einem stationdren Manover stimmen Start- und Endpose
iiberein und das Mandver besteht darin, das Schiff an der aktuellen Pose zu halten. Im
Gegensatz dazu stimmen Start- und Endpose beim bewegten Mandver nicht tiberein und
das Schiff muss tatsdchlich Fahrt aufnehmen, um das Manéver durchzufiihren.

Zunédchst werden die Manéver mit konstanter Position in Abschnitt 5.2.1 betrachtet,
bei denen die Schlepperkréfte in der Lage sein miissen, der wirkenden Windkraft direkt
entgegenzuwirken. Handelt es sich allerdings um ein bewegtes Manover, wie in Abschnitt
5.2.2 untersucht wird, so reicht dies nicht aus, sondern die Schlepperboote miissen - wenn
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auch nur minimal - mehr Kraft besitzen als die wirkende Windkraft, sodass sie das Schiff
nicht nur halten, sondern auch in Bewegung setzen kénnen.

5.2.1 Manover mit konstanter Position

In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns mit einer bestimmten Art von Mandvern,
den stationdren Mandvern. Das Schiff soll eine beliebige Zeit lang in der festen Pose
no € R3 konstant gehalten werden. Wir betrachten damit im Folgenden den Spezialfall
des Systems (P(s,#)) mit den Randbedingungen 7n(0) = n(l) = 1y und werden das
System mit (P, (s,6)) bezeichnen.

Im Laufe dieses Kapitels werden Bedingungen entwickelt, die einen wahren Wind (s, 6)
als stationdr-zuldssig klassifizieren, falls das Schiff konstant in der festen Pose 19 =
(0, Y0, %0)" gehalten werden kann. Wir werden sehen, dass diese Bedingungen unabhén-
gig von der Position (xg, yo) des Schiffes sind und ausschlie8lich von dessen Orientierung
1o abhéngen, womit die nachfolgende Definition gerechtfertigt ist.

Definition 5.4. (Stationire Zulidssigkeit des Windes)
Das Tupel (s,0) € R, heifit stationdr-zulissig bzgl. der Orientierung 1y, falls eine
stationdre Losung (n, v, u,tr) = (00,0, [p1, po], tf) zum System (P, (s,0)) existiert.

In konsistenter Weise lésst sich damit die stationdre Zuldssigkeitsmenge beziiglich einer
beliebigen Orientierung 1 definieren.

Definition 5.5. (Stationidre Zulidssigkeitsmenge)
Sei ¢ € 1I. Die Menge

Ky = {(S, 0) € R, ) (s,0) ist stationdr-zuldssig bzgl. w}

wird stationdre Zuldssigkeitsmenge beziiglich 1 genannt.

Fiir eine feste Windrichtung 6 € Il wird die eindimensionale Menge aller stationér-
zuldssigen Windstérken beziiglich der Orientierung ¢ € Il durch

Ky(8) := {5 e Ry ‘ (s,0) ist stationdr-zulédssig bzgl. w}.

definiert. Daraus ergibt sich eine Darstellung der stationdren Zuldssigkeitsmenge durch
die Vereinigung

Ky = U (Ku(0) x 0).

0ell

Diese Mengen werden in Abbildung 5.5 schematisch verdeutlicht. Es ist zu erkennen,
dass die eindimensionale Menge KCy(6) (blau) durch das Kreuzprodukt mit 6 zu einer
Teilmenge der zweidimensionalen Menge Ky, wird, sodass die Darstellung als Vereinigung
iiber alle 8 € II gerechtfertigt ist. Die Darstellung der stationéren Zuléssigkeitsmenge
mittels eindimensionaler Teilmengen wird im Laufe der Arbeit noch héufig genutzt, um
Zusammenhange kompakter darstellen zu kénnen.
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K (6)x6
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Abbildung 5.5: Darstellung einer eindimensionalen Menge Ky (6) € Ry (links) und
zweidimensionalen Menge Ky (0) x 6 C Ky (rechts).

Das Ziel ist nun die Herleitung von Bedingungen, unter denen ein wahrer Wind als
stationar-zuléssig deklariert wird. Lemma 5.6 und Lemma 5.7 leiten diese Bedingungen
Schritt fiir Schritt her.

Damit ein wahrer Wind als stationdr-zuléssig deklariert wird, muss das stationédre Ma-
néver durchgefithrt werden. Dazu miissen die Schlepperboote genug Kraft besitzen, um
der Windkraft, die auf das ruhende Schiff wirkt, entgegenzuhalten. Eine analoge Beob-
achtung haben wir bereits im vereinfachten Modell mit nur einem Freiheitsgrad gemacht.

Lemma 5.6. (Stationdre Losung)

Sei (s,0) € Ry. Die stationére Losung (0, v, i1, tf) = (10,0, [p1, p2], t5) ist fiir beliebiges
ty > 0 eine Lésung des Systems (P (s,0)) genau dann, wenn fiir uy, us € R? die
Bedingungen

Wiy + Moy Kxs? cos( — 1)
iy +p2y | = | Kys®sin(@ — o) (5.3)
Ly, — Lpay, Ky s?sin(0 — o)z 4
mit
gelten.
Beweis.

=" Sei (n, v, p,tr) = (No,0, [p1, pa, ty) fiir ty > 0 eine Losung des Systems (P, (s,0)).
Durch Einsetzen in die Dynamik ergibt fiir jeden Zeitpunkt die Gleichung

a(0,0)=b(0,0) = T, pz) + w(tio, 0, 5,0) + g(0) . (5.5)
=0 =0 :’6

Einsetzen der Definition der Windkraft aus (3.21) ergibt die Windkraft auf das ruhende
Schiff durch

Kx 52 cos( — 1)

'UJ(?!)0,0,S,H) = — KY$2 sin(@ — ¢0)
Ky82 Sin(0 — ¢0)JJA
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Die Parameter (s4,64) des scheinbaren Windes entsprechen bei einem ruhenden Schiff
den Parametern (s, ) des wahren Windes, da kein Fahrtwind vorhanden ist. Setzen wir
nun ebenfalls die Definition der Schlepperkraft T'(u1, p2) aus (3.25) ein, erhalten wir die
Gleichheit (5.3). Die Beschrankungen (5.4) miissen per Definition fiir die Losung von
(P (s,0)) ebenso gelten.

,<=": Es gelten nun die Bedingungen (5.3) und (5.4) fiir 1, u2 € R% Wir iiberpriifen,
ob (n,v, p,ty) = (00,0, [p1, p2l, ty) fiir ty > 0 eine Losung von (P, (s, #)) ist. Schauen wir
uns dazu zundchst die Dynamik an. Die erste Gleichung der Dynamik ist offensichtlich
erfiillt, da die Ableitung der konstanten Funktion n = 7y konstant Null ist. Analoge
Uberlegungen zu (5.5) ergeben, dass mit der Bedingung (5.3) auch die zweite Gleichung
der Dynamik erfiillt ist. Weiterhin sind durch (5.4) auch die Beschrankungen an die
Schlepperkrifte erfiillt. Da wir das System (P, (s,6)) betrachten und n =7y und v =0
gilt, sind die geforderten Randbedingungen ebenfalls erfiillt. Damit ist (19, 0, [p1, p2], tf)
insgesamt eine stationdre Losung des Systems (P, (s,0)). O

Jetzt stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen solche Schlepperkréfte existieren,
sodass sie in der Lage sind, mit der Windkraft im Gleichgewicht zu liegen. Das folgende
Lemma liefert fiir eine beliebige rechte Seite der Gleichung (5.3) eben solche Bedingun-
gen. Zusatzlich wird eine mogliche Darstellung der Schlepperkréfte, abhéngig von der
gegebenen rechten Seite, gegeben.

Lemma 5.7. (Existenz geeigneter Schlepperkrifte)
Sei v € R3. Es existieren py, puo € R?, wobei pu1 = (p1y, p1y,)" und pg = (pay, 2y )"
gilt, mit den Eigenschaften

i1y + M2y =T (E1)
M1y + M2y = 72 ( )
Cpry — Lpoy =73 (E3)
B+ oty < i (B4)
Moy + 1y < i3 (Es)
genau dann, wenn die Bedingungen
2
fi(y) = (D5pe)” - i <0 (B)
— 2 -
fa() = (9%2)" - i3
)=l = 1A = YIRM)] <0 (Bs)

erfiillt sind. Eine explizite Darstellung ergibt sich durch

IN

0 (B2)

L _ ¢
p1y, = 72+73 oy Y2— 737 f2y = Y1 — f1y und

M1y = (max{ 1/,“1 N1Y7’Yl HUQ UQY}+m1n{\/N1 N1Y7'Yl+ Ng Nzy}>

Beweis. Zunéchst werden die Eigenschaften (Ep)-(Es) in ein dquivalentes System um-
geformt, wobei die Variablen ps ., pt1,, ft2,, in den Ungleichungen eliminiert werden. Aus
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(E7) ergibt sich direkt
H2x =71 — M1x- (57)
Losung des Gleichungssystems bestehend aus (E2) und (E3) ergibt die Darstellungen

_ lr—ys

und H2y TR (5.8)

_ flyats
Hiy = —75¢

Durch Einsetzen in (E4) und (Ej5) lassen sich die Ungleichungen ausschlielich abhéngig
von der Variablen ui, durch

2 —s\2 -
1+ (L@Wﬂ <E und o (m— )’ (mze%) < i3 (5.9)
darstellen. Damit bilden die Gleichungen (5.7)-(5.9) ein zu (E1)-(FE5) dquivalentes Sys-

tem.

,==": Falls u, us € R? existieren, die die Eigenschaften (5.7)-(5.9) erfiillen, folgt aus
(5.9) direkt

2 N2
0<pd, <it—(252)  und  0<(n—my)’ <@ (952
— —

=—f1(7) =—f2(7)

was den Bedingungen (B;) und (Bsg) entspricht. Daraus ergeben sich durch Ziehen der
Quadratwurzel auf beiden Seiten unter Ausnutzung der Positivitidt der Radikanten die
Ungleichungen

el < \IAME and -y = | <3/ 1200)]-

Damit liegt 1, in der Menge

i € [~ IREIIAG] 0 [n = IRGm + ViRol] = m

Aus der Voraussetzung der Existenz von p;, folgt, dass die Menge nichtleer ist. Daraus
lasst sich schlieBen, dass die jeweils obere Grenze des einen Intervalls grofier als die untere
Grenze des anderen Intervalls sein muss. Es ergeben sich die zwei Bedingungen

VIAMIZn =y/I() wd =[] <7+ /[f200)];

welche sich dquivalent darstellen lassen durch die Betragsungleichung (Bs)

A+ 1001 = Inl.

,<=": Es gelten die Bedingungen (Bj)-(B3). Mit analoger Argumentation ist die Menge
M nichtleer, sodass ein p;, € M existiert. Erneut analoge Argumentationen ergeben,
dass die Ungleichungen (5.9) fir dieses p;, erfiillt sind. Durch Wahl von pa,, p1y, 12,
wie in (5.7) und (5.8) ist durch die Aquivalenz der beiden Systeme die Existenz von
p1, 2 € R? erfiillt, welche die Eigenschaften (F;)-(Fs) erfiillen.

Sind die Bedingungen (B;) und (Bs) erfiillt, so gilt | f12(7)| = —f1,2(7). Die Wahl von
(1, wie in (5.6) ist damit gerechtfertigt, denn mit obiger Definition der Menge M liegt
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M1, genau mittig zwischen der gréfiten unteren Grenze und kleinsten oberen Grenze
beider Teiluntervalle und liegt damit in der Menge

pix =3 (maX{\/fl(’Y),’h —/ f2(7)} + min{\/fl(')/)a'h + \/fz(V)}) e M.

O]

Werden nun die Informationen aus Lemma 5.6 und Lemma 5.7 zusammengebracht, so
lassen sich Bedingungen formulieren, die die stationdre Zulassigkeitsmenge charakteri-
sieren. Ein Schiff kann bei wahrem Wind (s, 6) in der festen Orientierung 1y konstant
gehalten werden, wenn die Bedingungen aus Lemma 5.7 fiir die rechte Seite

v(8,0 — o) := —w(1y, 0, s,0)

erfiillt sind. Die rechte Seite muss der Windkraft entsprechen, die auf das ruhende Schiff
wirkt, ist also abhéngig von der wahren Windgeschwindigkeit s und dem relativen An-
griffswinkel 8 = 6 — 1. Diese Bedingungen sind - wie eingangs bereits erwihnt - un-
abhingig von der Position des Schiffes, da sie ebenso wie die Windkraft nur von der
Orientierung des Schiffes abhéngen.

Satz 5.8. (Bedingungen fiir stationire Zulissigkeit)
Sei (s,0) € Ry und )y € II. Dann ist (s, §) € Ky, genau dann, wenn die Bedingungen

Fi(5.6) = fi(1(5,5)) = ((Crmallystamd)” g2 <0
By(5,8) = fo(n(s, 8)) = ({zaliystsnd)® _ oo <0 (5.10)

Fy(5,8) = f3(1(5,8)) = [Kxxs? cos 5 — /| Fi(5, )] — /I Fa(s, 8)] < 0

fiir den relativen Angriffswinkel 5 = 6 — ¢ erfiillt sind.

Beweis. Sei (s,0) stationdr-zuldssig beztiglich 1y. Damit existiert per Definition eine
stationdre Losung (n,v, p,tr) = (10,0, [p1, 2], t¢) zum System (P (s,6)) mit pq, e €
R?, ty > 0 beliebig. Dies ist nach Lemma 5.6 dquivalent dazu, dass die Bedingungen
(5.3) und (5.4) fur pg, pe erfillt sein missen. Lemma 5.7 besagt wiederum, dass dies
aquivalent dazu ist, dass die drei Bedingungen (5.10) erfiillt sind. O

Damit ergibt sich eine alternative Formulierung der stationdren Zulédssigkeitsmenge be-
ziiglich einer Orientierung v € II durch

IC¢ = {(8,9) e R, ‘ F172,3(S,9 — l/J) < 0}.

Aus dieser alternativen Darstellung der stationiren Zulassigkeitsmenge lassen sich mit-
hilfe der Monotonieeigenschaften der drei Funktionen starke Eigenschaften der Menge
zeigen.
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Lemma 5.9. (Monotonie der Funktionen)
Seien 6,1 € II mit S = 0 — 1. Falls sin 8 = 0, sind die Funktionen F 2(-, ) konstant
negativ und F3(-, 8) ist streng monoton wachsend auf R.

Falls sin 5 # 0, sind Fj (-, ) streng monoton wachsend auf Ry und F3(-, 8) auf dem
Intervall [0, 5, (6)], wobei

- . 2 20ji
5y (0) := min {\/ Ty AETC=DIE \/ T Ky [ (0—7) }

das Minimum der Nullstellen der Funktionen Fj o(-, 5) ist.

Beweis. Sei sin f = 0, woraus direkt cos 8 # 0 folgt. Durch Einsetzen ergibt sich

Fia(s,f) = —fn2 <0

fiir alle s € R4, sodass diese Funktionen konstant negativ sind. Weiterhin ist dann
F3(s,8) = Kxs?|cos B — i1 — fio

streng monoton steigend fiir alle s € Ry. In Abbildung 5.6a wird diese Situation ver-
deutlicht, indem die konstanten Funktionen F} 5 (orange) und F3 (griin) gemeinsam mit
den y-Achsenabschnitten bzw. Nullstellen dargestellt werden.

Sei nun sin 8 # 0. Schematisch ist diese Situation in 5.6b dargestellt, wobei nun Fj >
(orange) nicht konstant sind. Weiterhin sind zwei verschiedene Verldufe der Funktion F3
(griin) gezeigt, wobei zwischen negativem und positivem Vorzeichen des Funktionswertes
im Minimum der Nullstellen von F3 o unterschieden wird. Die Funktionen FLQ(', B) sind
jeweils Funktionen der Form f(x) = ax® + b, wobei a > 0 ist. Diese Funktion ist auf den
nicht-negativen Zahlen Ry monoton steigend, so auch F} o(+, 8). Aufgrund der Definition
von 5y (6) als Minimum der Nullstellen dieser beiden Funktionen und der bereits gezeig-
ten Monotonieeigenschaften sind die Ungleichungen F} 2(Sy(0), ) < 0 erfiillt. Aufgrund
der strengen Monotonie der beiden Funktionen gilt demnach auch Fj o (s, ﬁ) < 0 fur
alle s < 5,(0). Damit lassen sich die Betragsstriche unter den Wurzeln in der dritten
Funktion aus (5.10) durch negative Vorzeichen ersetzen, sodass die Funktion auf dem
Intervall [0, 5, ()]

Fy((5,8) = Kxs?lcos(8)| — /=1 (5.8) — |/~ Fx(5.5)

lautet, wobei der erste Summand streng monoton steigend in s ist. Die iibrigen beiden

Summanden besitzen diese Eigenschaft ebenso, da die Wurzelfunktion und F o (-, 8) je-
weils streng monoton steigend sind. Damit ist F3(-, 8) insgesamt streng monoton steigend
auf dem Intervall [0, 5y (0)]. O

Mithilfe dieser Monotonieeigenschaft kann nun zunachst der moglichen ,sicheren“ Be-
reich eingeschrankt beziehungsweise eine obere Grenze fiir die Zuléssigkeitsmenge gefun-
den werden.



74 Kapitel 5. Risikoanalyse
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Abbildung 5.6: Skizzierter Verlauf der Funktionen Fj o 3(-, 8) fiir 8 € II zur Verdeut-
lichung der Monotonieeigenschaften aus Lemma 5.9. Der Verlauf von F3(-, 3) in (b) ist
abhéngig von den gewéhlten Konstanten und 3. Zwei Moglichkeiten sind oben skizziert.

Y\ 5.0

S

Abbildung 5.7: Obere Grenze der stationdren Zuldssigkeitsmenge Ky, nach Proposition
5.10 beispielhaft fiir ©» = 0 skizziert (dunkelrot). Alle wahren Winde stéirker als diese
obere Grenze werden als ,,unsicher“ deklariert.

Proposition 5.10. (Obergrenze der stationdren Zulidssigkeitsmenge)
Seien 6,1 € Il und damit § = 6 — 1. Falls sin 8 # 0 ist, gilt die Inklusion

Ky (0) € |0,5:(0)].

Beweis. Sei sin 8 # 0. Per Definition ist dann s,(#) das Minimum der Nullstellen der
beiden Funktionen Fi (-, 3), das heift es ist Fj(54(0),3) = 0 fir ein ¢ € {1,2}. Damit
folgt fiir jedes s > 5,(#) aus der strengen Monotonie

Fi<s,ﬁ> > Fi(gw(e),ﬁ) —0 fiireinie {1,2},
sodass eine der drei Bedingungen verletzt ist und damit s ¢ Cy(6) gelten muss. O
Fiir eine Orientierung ¢ € Il kann nun fiir die Windrichtung 6 € 1I die obere Grenze

5y(0) (falls existent) in dem Polarplot markiert werden. Damit ergibt sich ein teilweise
unbeschrénkter Grenzbereich wie beispielhaft in Abbildung 5.7 dargestellt. Alle wahren
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Winde, die nicht kleiner als diese Obergrenze sind, kénnen nun direkt als ,unsicher®
deklariert werden.

Mithilfe der Monotonieeigenschaften der drei Funktionen lésst sich aulerdem eine star-
ke Eigenschaft der stationdren Zuldssigkeitsmenge zeigen, die eingangs angekiindigte
Sternférmigkeit. Das bedeutet, dass sich jede der eindimensionalen Teilmengen Ky (6)
als ein Intervall darstellen lasst. Auflerdem bedeutet dies, dass die kontrollierte Zuléas-
sigkeitsmenge keine Locher besitzt. Beispielhaft wurde eine solche sternférmige Menge
in Abbildung 5.3 skizziert.

Lemma 5.11. (Sternformigkeit)
Die stationdre Zuldssigkeitsmenge Ky beziiglich ¢ € II ist sternférmig, das heiflt es
gilt fiir jedes (5,0) € R, die Implikation

seky(l) = secKy(@) firalle0<s<3.

Beweis. Seien 0,1 € Il und 8 = 0 — 1. Sei nun § € Ky (). Damit sind die drei Unglei-
chungen erfiillt

F172,3(§, 5) < 0. (5.11)

Betrachte nun zunéchst den Fall sin 8 # 0. Nach Lemma 5.10 muss 5 < 5,(0) gelten.
Fiir jedes s € [0,5] C [0,54(0)] ergibt sich deshalb aufgrund der strengen Monotonie
aller drei Funktionen die Giltigkeit der drei Ungleichungen

Fia3 (&5) <Fia23 (§7 5) (5;) 0,

sodass auch s € Ky (0) folgt.

Sei nun sin 8 = 0. Nach dem Monotonie-Lemma 5.9 sind die Ungleichungen
Fw(s,ﬁ) <0 (5.12)

fir alle s € Ry erfiillt und Fs(s, 3) ist streng monoton wachsend auf ganz R, . Insbe-
sondere ergibt sich damit fiir jedes s € [0, §] aufgrund der Monotonie

(5.11)

Fy(s,8) < F3(5,8) < 0.

Gemeinsam mit (5.12) sind damit alle drei Ungleichungen erfiillt und es gilt s € Ky (0).
O

Aus dieser Sternformigkeit ldsst sich nun auch eine minimale stationdre Zuldssigkeits-
menge bestimmen. Dabei kann ohne Beschriankung der Allgemeinheit angenommen wer-
den, dass Kx < Ky gilt, die laterale Seite des Schiffes bietet demnach deutlich mehr
Angriffsfléche fiir den Wind als die frontale Seitenfliche. Greift der Wind das Schiff nun
lateral an, das heiffit Windrichtung und Orientierung stehen senkrecht aufeinander, so
wird die maximale stationér-zulassige Windstérke bei dieser Windrichtung am starksten
eingeschrinkt. Auf dieser Uberlegung beruht die nachfolgende Proposition.
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Proposition 5.12. (Minimale stationdre Zuléssigkeitsmenge)
Sei ¢ € II. Bei einem Schiff mit der allgemeinen Schiffsform (Kx < Ky) gilt fiir jedes
0 € II die Inklusion

(0,5 (¥ +3) | CKy(0).

Beweis. Per Definition ist

~ . 20 240 ~
Sy (1 + 3) = min {\/(umf)lz(y’ (@xZ)QKy} = Smin,

da sin(¢ 4+ § —¢) = sin § = 1 gilt. Nehmen wir an, dass ZE;A < EE;A gilt. Damit ist das

Minimum der erste Ausdruck. Zu iiberpriifen ist, ob alle drei Ungleichungen fiir diese
Windstérke erfiillt sind. Wir betrachten zunéchst die ersten zwei Ungleichungen fiir ein
beliebiges 6 € 11, sodass 8 = 0 — ¢ gilt.

F1 (S, B) = A sin®(8) — i} = — cos” ()1} < 0

~ pa— 2 -_— . - [
Fa (i 8) = (222) i sin(8) — 5 < — cos2(8)i < .
————

<fi5

Unter Ausnutzung der obigen Ergebnisse und der Eigenschaft des Schiffes Ky < Ky
ergibt sich auch die dritte Ungleichung

Py (Sumin, ) < |22 — | cos(8) i1 — | cos(B) iz
< [cos(8)] (2724 iy — o)
< [ cos(8)| (22 m —jiz) < 0.
N—_——

<p2

Auf analoge Weise lisst sich dies fiir den Fall 21— > £2_ zejgen. Damit sind in je-

l+x A l—x A
dem Fall alle drei Ungleichungen erfiillt, sodass smin € Ky (0) gilt. Gemeinsam mit der
Sternformigkeit aus Lemma 5.11 ergibt sich damit die Behauptung. O

Nachdem nun sowohl eine obere Grenze als auch eine minimale Menge fir die stationére
Zuléssigkeitsmenge in den Propositionen 5.10 und 5.12 gefunden wurde, soll der néchste
Schritt die tatsichliche Bestimmung dieser Menge sein. Dazu ist fiir jede Windrichtung 6
die maximale stationér-zuléssige Windstérke sy (¢) beziiglich der Orientierung ¢ zu fin-
den. Eine Charakterisierung dieser maximalen Windstirken und damit des Randes der
stationdren Zuldssigkeitsmenge liefern uns die Monotonieeigenschaften der drei Funktio-
nen. Die maximale Windstérke ist genau jene, bei der eine der drei Ungleichungen das
erste Mal als Gleichheit erfiillt ist.
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Ny -
\ 3y(0)

Smin

Abbildung 5.8: Minimale stationére Zulédssigkeitsmenge ICy, (dunkelgriin) nach Lemma
5.12 und obere Grenze (dunkelrot) beispielhaft fiir ¢ = 0 skizziert. Alle wahren Winde
innerhalb der minimalen Menge werden als ,sicher* deklariert.

Lemma 5.13. (Rand der stationdren Zuldssigkeitsmenge)
Seien 0,1 € Il mit 5 = 6 — . Falls fiir s* € R, die Eigenschaften

Gie{1,2,3}: F(s8) =0
(5.13)
Vi e {1,2,3): Fj(s*,ﬁ) <0

gelten, so ist s* = max Ky () =: s7(¢) und die Intervalldarstellung

Ku(0) = [0,55(0)]

ist gerechtfertigt.

Beweis. Sei s* € Ry und es gelten die Eigenschaften (5.13), woraus direkt s* € ICy(6)
ersichtlich ist. Angenommen, es gébe ein s > s*, sodass s € Ky (0) ist.

Wir betrachten zunéchst den Fall sin3 # 0. Nach Lemma 5.10 muss s*,s < 54(6)
gelten. Damit folgen aus der Monotonieeigenschaft der drei Funktionen auf dem Intervall
[0, 5 (0)] die Ungleichungen

Fi23 (8*,5) < Fia3 (S,B) S€’C§w(9) 0,

im Widerspruch zu den geforderten Eigenschaften (5.13) von s*.

Betrachten wir nun den Fall sin 8 = 0. Nach Lemma 5.9 sind die Ungleichungen
F 1,2 (8 , ,8) <0

fiir alle s € Ry erfiillt und F3(-, 3) ist streng monoton wachsend auf ganz R . Aufgrund
dieser Monotonie ergibt sich

€Ky (0)

F3<S*,5)<F3<5,5) < 0,



78 Kapitel 5. Risikoanalyse

sy (0) N sy(0)

Smin

S

Abbildung 5.9: Der Rand der stationdren Zuldssigkeitsmenge /Cy (blau), der Rand
der minimalen Menge (dunkelgrin) und die obere Grenze (dunkelrot) . Alle wahren
Winde innerhalb der durch den blauen Rand eingeschlossenen Menge werden als ,sicher*
deklariert, alle aulerhalb als ,,unsicher®.

im Widerspruch zu den geforderten Eigenschaften (5.13) von s*. Damit kann ein solches
s nicht existieren und es ist s* = max Cy(6).

Gemeinsam mit der Sternférmigkeit aus Lemma 5.11 ergibt sich die Intervallschreibweise.
O

Das Ziel ist nach wie vor die Berechnung der stationdren Zuldssigkeitsmenge ICy. Mit
den vorangegangenen Uberlegungen und dem Nachweis der Sternférmigkeit kénnen diese
Berechnungen auf die Berechnung des Randes dieser Menge

oKy ={ (s3(0),0) |0 e}

zuriickgefithrt werden. Fiir jede Windrichtung lasst sich die maximale Windstérke 5:2 (9)
berechnen durch die Windstérke, bei der das erste Mal eine der drei Ungleichungen als
Gleichheit erfiillt ist. Werden die berechneten Werte fiir s:‘p(ﬁ) in den Polarplot einge-
tragen, bilden sie den Rand der abgeschlossenen Menge K. Den Polarplot konnen wir
damit vollstdndig in einen ,sicheren“ und ,,unsicheren“ Bereich einteilen. Wie dies aus-
sehen konnte, ist in Abbildung 5.9 skizziert. Es sind sowohl die Obergrenze (dunkelrot),
als auch der Rand der minimalen Menge (dunkelgriin) und der stationdren Zuléssigkeits-
menge (blau) eingezeichnet.

Satz 5.14. (Berechnung des Randes)
Seien 6,1 € II und damit 8 = 6 — ¢. Falls sin 8 # 0 und F3(s5,(6), 8) <0, so gilt

Andernfalls ist

1
(u%+H§)K§(22+(“%H%)K%/IAZ+\/Z2K§( (4[@;}%@2 (F§<+F2y)fﬁf, (ﬁ%(esz)jLﬂ%(ZjLzA)f)

)

sy(0) =

(ﬁ( +X§/) (fi(ﬂ +X2ng)

wobei K x := Kx cos 3 und Ky := Ky sin f3.
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Beweis. Betrachten wir zunéchst den Fall sin 8 # 0 und F3(5,4(6), 3) < 0. Damit erfiillt
54 (0) als Minimum der Nullstellen der ersten beiden Funktionen die Eigenschaften (5.13)
aus Lemma 5.13, sodass sj,(f) = sy(f) gilt. Diese Situation wird in Abbildung 5.6b
veranschaulicht, bei Betrachtung der unteren Alternative der Funktion Fj(-, ).

Betrachte nun den Fall sin 8 # 0 und F3(S,(6), 3) > 0. Hierbei handelt es sich um die
obere Alternative aus Abbildung 5.6b. Gemeinsam mit F5(0, 3) < 0 und der Stetigkeit
der Funktion ergibt sich aus dem Nullstellensatz die Existenz eines sg € (0, 5(6)), sodass
F3(s0,8) = 0 gilt. Aus der Monotonieeigenschaft folgt auBerdem

Fi2(s0,8) < F12(54(0),8) <0,

weshalb sg die Eigenschaften (5.13) aus Lemma 5.13 erfiillt. Um die, aufgrund der stren-
gen Monotonie eindeutige Nullstelle sy zu berechnen, ist die Gleichung F3(s,3) = 0
nach s € (0,5,(6) auszulésen. Addition der beiden Wurzelausdriicke resultiert in der

Gleichung
217 | _ [=2 (L+x4)s°Ky 2 -9 (l—x4)s’Ky 2
sSIExI=\m— "% ) tym-{"—% ) (5.14)

wobei aufgrund der Einschrankung des gesuchten Bereiches die Absolutbetrage, die ei-

gentlich unter den Wurzeln sténden, vernachléssigt werden. Nach dem Quadrieren beider
Seiten und einigen Umformungsschritten folgt die dquivalente Gleichung

s (2R + Ry (C+a3)) — 202 (7} + i)

_ \/(452;1{ SR+ aa)st) (4203 - K0 —2a)%1), (5.15)

wobei die rechte Seite reell und nicht-negativ ist fiir s € (0,5,(6)). Der Ausdruck unter
der Wurzel ist fiir den eingeschrankten Bereich nicht-negativ, da die Nullstellen der
beiden Faktoren den Nullstellen der obigen Wurzelausdriicken aus (5.14) entsprechen.
Substituieren wir nun w = s*, ergibt sich auf der linken Seite eine lineare, streng monoton
steigende Funktion in w mit der Nullstelle

202 (A5 +713)

———— > 0.
IR 24Ky (2422

Wmin =

Auf der rechten Seite ergibt sich eine streng monoton fallende Funktion in w auf [0, 5*(53)]
mit der Nullstelle

Wiax = 5°(B) > 0.

Aufgrund der Definition von 5,(6) ist die andere Nullstelle der Funktion auBerhalb des
interessanten Bereichs. Da die Existenz der Losung sg € (0,5(0)) gesichert ist, existiert
demnach ein Schnittpunkt der beiden Funktionen wy € (0, wmax). Die rechte Seite ist
insbesondere auf dem Intervall (0, wyax) positiv, die linke Seite ist auf (0, wpin) negativ.
Damit muss der Schnittpunkt wy € [wWmin, Wmax) liegen, wobei aus dessen Existenz die
Eigenschaft wpin < wmax folgt. Aus dem Monotonieverhalten folgt die Eindeutigkeit
dieses Schnittpunktes, sodass der Zusammenhang wo = s§ gelten muss.
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Erneutes Quadrieren der Gleichung (5.15) und anschlieBendes Umformen impliziert die
Gleichung

T (B + Ky ) (Bl + Kyad)
2 (R (B + ) + Kyaa (- )) + (B - 1) =0. (516)

Dabei ist durch das Quadrieren neben der Losung sy eine weitere Losung s entstanden,
welche die Gleichung

— st (KX + Ky (G +07)) + 20 (33 + 13)

_ \/(452;@ ~ Ry (C+2a)2sh) (4023 = Ky (€ - 2a)%*) (5.17)

erfillt. Dies ist offensichtlich keine Losung der Gleichung (5.15) und damit keine Losung
der Ursprungsgleichung (5.14). Durch erneute Substitution von w = s lisst sich (5.16)
als quadratische Gleichung auffassen, mit den zwei Losungen

_ _o\ 752 _ _o\ 752 —=2 _o_ =2 =2 —=2 /_ _ 2
(u%ﬂ@)KXe%(u%ug)KYeri\/@KX (4;@#322 (KXJrKy)fKY(u%(Efo)+,u§(Z+xA)) )

w4 = > — —
<K§(+K§,) (K§(42+K2Ym§4)

Der Radikand der Wurzel muss nicht-negativ sein, um die Existenz einer reellen Loésung
von (5.14) zu gewéahrleisten. Damit gilt insbesondere w_ < w,.. Es bleibt zu priifen, wel-
che der beiden Losungen eine Losung von (5.14) ist. In den obigen Ausfithrungen wurde
bereits verdeutlicht, dass die ,korrekte“ Losung wg € (Wmin, Wmax) ist, wihrend die ,in-
korrekte“ Losung mit w; bezeichnet wird und die Gleichung (5.17) erfiillt. Substitution
von w = s* in (5.17) ergibt auf der linken Seite analog zu den vorherigen Argumenta-
tionen eine lineare, jedoch streng monoton fallende Funktion mit der Nullstelle wpiy.
Fiir die rechte Seite gelten dieselben Eigenschaften wie bereits fiir die rechte Seite der
Gleichung (5.15). Die Situation ist in Abbildung 5.10 veranschaulicht. Damit ergibt sich,
dass fiir die Losung w; der Gleichung (5.17) w1 < wpin gilt. Es folgt insgesamt w; < wy,
sodass sich die Zuordnung

Wy = W4 und w] = W

ergibt. Die gesuchte Losung ist so = wé/ 1= w}r/ .

Betrachte nun abschlieend den Fall sin 8 = 0, veranschaulicht in Abbildung 5.6a. Die
beiden Funktionen F s(-, 8) sind nach Lemma 5.9 konstant negativ und besitzen somit
keine Nullstelle. Setzen wir sin # = 0 und damit |cos 3| = 1 in die dritte Ungleichung
ein, so ergibt sich

F3(s,B) = s°Kx — [i1 — iz = 0.

Umstellen der obigen Gleichung ergibt schliefllich die Nullstelle

83 = 4/ 7/“];;52 .
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- "
w_ _Wmin~ W4 Wnax

Abbildung 5.10: Skizze zum Beweis von Satz 5.14. Schematisch dargestellt sind die
Graphen der linken und rechten Seite von Gleichung (5.15) (blau und schwarz) und die

linke Seite der ,inkorrekten® Gleichung (5.17) (blau gestrichelt) gemeinsam mit ihren
Schnittpunkten.

Setzen wir sin 3 = 0 und |cos 8| = 1, das heifit Ky = 0 und |Kx| = Kx, in das obige
Ergebnis fiir s ein, so erhalten wir mittels

_o . _ — 1/4 o 1/4
(M%+u§)K§(Z2+ €2K§<(4;L1u2€2K§{ / N (ul—i-ug)QK?(éz / o i1 +fio
K302 - K502 o Kx

ebenfalls die Losung s3. Damit kdnnen die beiden letzten Félle zusammengefasst werden
und die Behauptung des Lemmas ist bewiesen. O

Bemerkung 5.15. An dieser Stelle wird besonders hervorgehoben, dass die maximale
Windstérke bei einem relativen Angriffswinkel 5 = 0 mit dem Ergebnis aus dem
eindimensionalen Fall aus Kapitel 4 iibereinstimmt.

Abschlieend wird noch ein Lemma eingefiihrt, welches im weiteren Verlauf des Kapitels
bendétigt wird. Diese Eigenschaft ergibt sich aufgrund der angenommenen Bug-Heck-
Symmetrie.

Lemma 5.16. (Symmetrie der stationdren Zulassigkeitsmenge)
Sei i € II. Es gilt die periodische Eigenschaft

Ky = Kytr.

Beweis. Die stationédre Zuldssigkeitsmenge Ky wird eindeutig durch den explizit bere-
chenbaren Rand aus Satz 5.14 definiert. Wollen wir nun den Rand von K+, berechnen,
ergibt sich zunéchst der neue relative Angriffswinkel durch g + 7. Aus der Periodizitét
der Sinus- und Kosinusfunktion folgt direkt

sin(8 + ) = —sin(B)
cos(f £ ) = —cos(B).

In allen Berechnungsschritten aus Satz 5.14 taucht der relative Angriffswinkel im Sinus
oder Kosinus auf und diese wiederum mit Betrigen oder Quadraten, sodass sich das
negative Vorzeichen auflost. Damit ergibt sich ein identischer Rand

5, (0) = 53,1.(0) fiir alle 6 € 11,

woraus die Identitat der Mengen resultiert. O
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Stimmen geplante Start- und Endpose des Manoévers iiberein, so sind wir in der Lage,
die Menge aller wahren Winde zu bestimmen, bei denen das Schiff in der Orientierung
1 konstant gehalten werden kann. Liegt der wahre Wind innerhalb der stationdren Zu-
lassigkeitsmenge, ist das stationdre Mandver durchfiihrbar.

Bei ungleicher Start- und Endpose muss das Schiff durch die Schlepperboote tatsédchlich
in Bewegung gesetzt werden. In diesem Fall betrachten wir im folgenden Abschnitt die
kontrollierten bewegten Mandéver.

5.2.2 Kontrollierte Manover in Bewegung

Stimmen Startpose 19 und Endpose n; nicht {iberein, miissen die Schlepperkrifte stark
genug sein, das geplante Mandéver kontrolliert durchzufithren. Voraussetzung ist, wie
bereits eingangs durch das Beispiel 5.3 motiviert wurde, dass die Schlepperboote zu
jedem Zeitpunkt wihrend des Manovers in der Lage sind, das Schiff stillzuhalten, um
unkontrolliertes Abdriften zu vermeiden. Um das Schiff halten zu koénnen, miissen die
Schlepperboote der Windkraft, die auf das ruhende Schiff wirkt, entgegenwirken kénnen,
was bereits im vorangegangenen Abschnitt untersucht wurde. Eine solche Kraft allein ist
allerdings nicht ausreichend. Zusétzlich miissen die Schlepperboote - wenn auch nur mi-
nimal - mehr Kraft besitzen, um das Schiff - wenn auch nur sehr langsam - in Bewegung
zu setzen. Damit sind die Schlepperboote in der Lage, dass Schiff mit einer sehr gerin-
gen Geschwindigkeit das gewiinschte Mandver kontrolliert durchfithren zu lassen. Durch
diese geringe Geschwindigkeit kénnen die dynamischen Effekte wie die kinematischen
Bewegungsgleichungen ebenso wie die zusétzliche Masse und die weiteren Rumpfkréfte
nahezu vernachlassigt werden. Von diesem Vorteil konnten wir bereits bei den statio-
ndren Mandvern profitieren. In der Realitédt ist eine solche Annahme gerechtfertigt, da
sich von Schleppern gesteuerte Schiffe nur mit geringer Geschwindigkeit bewegen. Ins-
besondere sei hier anzumerken, dass aus diesem Grund die Bezeichnung ,,in Bewegung*
hier mit Vorsicht zu interpretieren ist, da weniger die dynamische Bewegung betrachtet
wird.

Aufbauend auf der Idee, dass die Dynamik nahezu vernachléssigt werden kann, wird
zunéchst eine Trajektorie betrachtet, die das geplante Mandver erfiillt, allerdings die
dynamischen Effekte wie die wirkende Windkraft ebenso wie die Rumpfkréfte und die
Kinetik auler Acht ldsst. Eine solche Trajektorie (n,v) ist gegeben durch die Losung
(n,v,h,ty) des einfachen Systems

{7’7 = R(y)vty n(0) =mno v(0) = 0}

v = hty n(1)=m v(1)=0 )

mit der Beschleunigung h und der Endzeit ¢¢. Sind nun bei einem wahren Wind (s, 0)
die Schlepperkrifte so stark, dass sie die diskutierten Bedingungen der stationdren Ma-
nover zu jedem Zeitpunkt und damit fiir jede angenommene Orientierung entlang dieser
Trajektorie

range(y) =: ¥

strikt erfiillen, sind noch Kraftkapazitdten iibrig, sodass sie dem Wind nicht nur ent-
gegenwirken und das Schiff stationédr halten kénnen, sondern es in Bewegung setzen
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kénnen, wenn auch nur sehr langsam. Damit kann aus der betrachteten Trajektorie eine
Losung des Problems (P(s,0)) konstruiert werden. Auf dieser Idee beruht der folgende
Satz.

Satz 5.17. (Bedingungen fiir kontrollierte Mandver)
Falls eine Losung (n,v,h,tf) des Systems (Pp) mit n,v € C([0,1],R?), h €
C([0,1],R3) und t¢ > 0 existiert, sodass die Bedingungen

Fia3 (S, 0 — %) = f123 (7(87 0 — ¢0)) <0 (5.18)

fiir alle o9 € ¥ erfiillt sind, ist das Tupel (s,6) beziiglich des Systems (P(s,6))
zuléssig.

Beweis. Sei (s,0) € Ry und (n, v, h, ts) eine Losung des Systems (Py) mit n,v € C1([0,1],R?),
h € C([0,1],R3) und t; > 0, sodass die Bedingungen (5.18) fiir jedes ¢y € ¥ gelten.

Ziel ist nun die Konstruktion einer Losung des Problems (P(s,#)). Fiir ein beliebiges
€ > 0 lasst sich zunéchst die erste Gleichung der Dynamik durch

i = R()vt; = R(p)evs (5.19)
mit den Randbedingungen
n0)=m  ev(0)=0
n)=m  ev(1)=0

erkennen. Weiterhin ergibt sich aus den Eigenschaften (5.2) und (5.1) der Funktionen a
und b durch Addition einer Null

(5.20)

=e%q (1/, %) —£% (1/, %) —w(,ev, s,0) — g(ev) (5.21)

+5b (eu, 52%) +w(y,ev, s,0) + g(ev).

Zur Unterstiitzung der Ubersichtlichkeit wurden die Abhingigkeiten von der Zeit ¢ nicht
explizit notiert, allerdings hiingt die Funktion u. € C([0,1],R3) stetig von der Zeitva-
riablen ¢ ab. Definieren wir weiterhin (¢, ) := p(t), so héngt diese Funktion neben ¢
auch stetig von € ab. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass sowohl g als auch w stetig
von v abhéngig sind und Verkettungen stetiger Funktionen wiederum stetig sind.

Weiterhin ist die Funktion v per Definition stetig differenzierbar, sodass v und © auf
dem kompakten Intervall [0, 1] beschréankt sind. Daraus folgt ebenso die Beschranktheit

der Funktionen a(v, %) und b(v, %) auf [0, 1]. Damit ergibt sich der Grenzwert

lim 3(t,2) = lim (£%a (v(t), 52 ) =% (v(6), 52) —w(w(t),ev(t), 5.6) — g(ev(t)) )
N—_——
—0 —0 —HU(T/)(t)vOaS»G) —0

= —w(¥(t),0,s,0) = ~(s,0 — (1))
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fir ¢ € [0,1]. Fur diesen Grenzwert sind per Annahme die Bedingungen (5.18) fiir alle
t € [0,1] erfiillt, denn ¥ (t) € W fiir alle ¢t € [0,1]. Da die Funktionen f; 23 stetig von
~ abhéngen, existiert ein £ > 0, sodass 7(t, &) die Bedingungen (5.18) ebenfalls fiir alle
t € [0,1] erfiillt. Gemeinsam mit der Stetigkeit von 7(t, &) ergibt sich durch Anwendung
von Lemma 5.7 die Existenz von pu1, us € C([0,1],R?), die der Darstellung

Py (t) + p2y (1)
pe(t) =7t €) = | pay (t) + pay (1)
Eﬂly (t) - E/"LQY (t)

fir jedes t € [0, 1] geniigen und die Ungleichungen

erfiillen. Mit der Dynamik (5.19) und (5.21) und den Randwerten (5.20) ergibt sich

insgesamt, dass (7, év, s, %f) eine Losung von (P(s,0)) ist und das Tupel (s,6) somit

zuldssig ist. O

Damit wurden nun hinreichende Bedingungen hergeleitet, die die Durchfiithrbarkeit eines
Mandévers beziehungsweise die Zuldssigkeit eines wahren Windes sichern. Im Gegensatz
zum eindimensionalen Fall handelt es sich hierbei allerdings nicht um eine Aquivalenz-
beziehung. Es konnen zulissige Windparameter (s, ) existieren, welche die genannten
Bedingungen nicht erfiillen. Wir sind mithilfe dieses Satzes lediglich in der Lage, eine
Teilmenge der gesamten Zuldssigkeitsmenge S eines Manovers zu berechnen, die Zulds-
sigkeitsmenge fiir bewegte kontrollierte Mandver K.

Definition 5.18. (Zuléssigkeitsmenge fiir bewegte kontrollierte Mandver)
Die Menge

K= {(3,9) e R, ‘ 3 Loésung (1, v, h,ty) zu (Pp) mit

Fio3 (5,0 — 12)) < 0 fiir alle ¢ € \If}
wird kontrollierte Zuldssigkeitsmenge genannt.

Die kontrollierte Zulédssigkeitsmenge umfasst damit alle Windtupel (s, 6), bei denen das
Schiff in der Lage ist, eine Trajektorie entlangzufahren, wobei sie zu jedem Zeitpunkt
stationar gehalten und gleichzeitig - wenn auch nur sehr langsam - in Bewegung gesetzt
werden konnen.

In Abschnitt 5.2.1 haben wir gesehen, dass die stationédre Zulédssigkeitsmenge, also die
Menge aller wahren Winde, bei der das Schiff in einer festen Position gehalten werden
kann, unabhéngig von der Position des Schiffes und ausschliellich von dessen Orien-
tierung abhéngt. Ebenso lisst sich anhand der obigen Definition der kontrollierten Zu-
lassigkeitsmenge feststellen, dass sie unabhéngig von dem Pfad ist, den das Schiff bei
der Trajektorie durchlduft, sondern nur von den Orientierungen entlang der Trajektorie
abhingt.

Weiterhin ldsst sich anhand der obigen Definition erkennen, dass die kontrollierte Zu-
lassigkeitsmenge durch jede Orientierung, die entlang des Mandvers angenommen wird,
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weiter eingeschrankt wird. Aufgrund dieser Tatsache wird deutlich, dass zur Berechnung
der vollstandigen Menge eine Trajektorie betrachtet werden muss, die zum einen Losung
des Systems (Fp) ist, zum anderen aber ausschliellich die notwendigen Orientierungen
annimmt. Auf diese Idee wird im weiteren Verlauf noch genauer eingegangen.

Zunachst wird festgestellt, dass die Sternformigkeit fiir die kontrollierte Zuldssigkeits-
menge K ebenso gezeigt werden kann wie im stationédren Fall, da dieselben streng mo-
noton wachsenden Funktionen betrachtet werden.

Lemma 5.19. (Sternférmigkeit)
Die kontrollierte Zuldssigkeitsmenge I ist eine sternférmige Menge, das heif3t es gilt
fiir jedes 6 € II die Implikation

(5,0) e K = (s,0)eK firalle0<s<s.

Beweis. Sei (5,6) € K. Damit existiert eine Losung (1, v, h, t¢) zum System (Fp), sodass

F172’3 (g, 0 — 1/)) <0

fiir alle ¢ € ¥ gilt. Nun lasst sich der Beweis von Lemma 5.11 analog fiir jedes ¢ € ¥
durchfiithren. Im Unterschied zu der Beweisfithrung sind in diesem Fall die Ungleichungen
strikt erfiillt, sodass sich daraus

F172,3(s,0 — 1/)) <0 furalle0<s<s

ergibt. O

Es soll nun die kontrollierte Zuléssigkeitsmenge berechnet werden. Im Folgenden werden
zwei unterschiedliche Ansétze zur Berechnung diskutiert. Die erste Vorgehensweise be-
ruht auf der Annahme, dass keine geometrischen Beschrdnkungen vorhanden sind, und
berechnet so analytisch die kontrollierte Zuléssigkeitsmenge. Im Gegensatz dazu wird
im Anschluss ein allgemeingiiltiger numerischer Ansatz durch Lésung eines optimalen
Steuerprozesses vorgestellt.

5.2.2.1 Analytische Berechnung der kontrollierten Zulissigkeitsmenge

Die bereits hergeleitete explizite Berechnung der stationéren Zuléssigkeitsmenge soll ge-
nutzt werden, um die kontrollierte Zuldssigkeitsmenge zu berechnen. Als weitere Grund-
lage dient eine Losung (1, v, h, t¢) des Systems (FPp), wobei ausschliefllich die notwendigen
Orientierungen angenommen werden. Damit alle wahren Winde (s, #), bei denen ein kon-
trolliertes Manover durchfithrbar ist, erfasst werden, darf keine Trajektorie betrachtet
werden, bei der das Schiff Orientierungen annimmt, die nicht zwingend erforderlich sind.
Jede zusétzliche Orientierung fithrt moglicherweise zu einer Einschrédnkung der kontrol-
lierten Zuléssigkeitsmenge.
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- g0 1 1 J = Die Menge ¥, also die Menge der angenommenen Orientierun-
: " gen, ist minimal, wenn das Schiff ausschliefSlich die Orientie-
rungen zwischen Startorientierung 19 und Endorientierung
Yo O annimmt. Dabei gibt es, je nach Definition von g und 17 und
7 ob das Schiff eine Links- oder Rechtsdrehung durchfiihrt, die
Em zwei Moglichkeiten
Abbildung 5.11: Dar- I:= [min{¢07¢1}7max{¢07¢1}}
stellung der Mengen [ .
und 7J. oder J:=1I\1,

dargestellt in Abbildung 5.11 auf zwei unterschiedliche Weisen, als Intervalle (oben) und
als Ring unter Berticksichtigung der 27-Periodizitat (unten). Dabei bezeichnet I das
Innere von I. Die Menge der angenommenen Orientierungen ist dann minimal, wenn sie
durch

o o I s falls |1[)0 - QJZ)1| <
"1 T 0 sonst

beschrieben wird. Gemeinsam mit der anschlieBenden Bemerkung liefert das folgende
Lemma die Existenz einer Losung (n, v, h,ts) des Systems (Fy) mit der minimalen Menge
U = Wpyin.

Lemma 5.20. (Existenz einer Losung)
Es existiert eine Losung (0, v, h,tf) zum System (Py) mit n,v € C1([0,1],R3?), h €
C([0,1],R3) und ¢; > 0 und rangey) = L.

Beweis. Durch komponentenweise Anwendung von Lemma 4.4 existiert eine Losung zum
System

{ﬁ =g n(0) =no g(0) = 0}
g=k n(1)=m g(1)=0
mit 17,9 € C1([0,1],R3) und k € C([0, 1], R3). Mit Blick auf den Beweis von Lemma 4.4

liefert dies insbesondere fiir die dritte Komponente von 7 die Eigenschaft range ) = I.

Aufgrund der Orthogonalitiit von R(1)) kann die Differentialgleichung des Systems dabei
durch

0= R($)R" (v)g = R(¢)v (5-22)
dargestellt werden, wobei v := RT(1)g gewihlt wird, mit v € C1([0,1],R?). Damit
ergeben sich insbesondere die Randwerte v(0) = 0 = v(1). Weiterhin folgt aus (5.22)
und mithilfe der Ketten- und Produktregel die Ableitung

v =RT(W)pg + R (¥)g = BT (¥)gg, + R ()k,
wobei gy € C'([0,1]) die dritte Komponente der Funktion g beschreibt und R'(¢¥) die
komponentenweise Ableitung von R(1)) nach 1 darstellt. Die Wahl von
h:= R (¢)ggy + R (¥)k € C([0,1],R?)

ergibt schlieBlich, dass (n,v,h,1) eine Losung des Systems (FPy) mit den geforderten
Eigenschaften ist. O
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Bemerkung 5.21. Das obige Lemma 5.20 liefert ,nur“ die Existenz einer Losung
mit W = I, da die Periodizitit der Winkel, also der ,,Sprung* von m auf —7, im Beweis
nicht berticksichtigt werden kann. Durch periodische Anpassung der Randbedingung
kann allerdings ebenfalls die Existenz einer Losung mit W = J nachgewiesen werden.
Dazu miissen wir beispielsweise die ,kleinere“ der Randbedingungen 2mw-periodisch
umdefinieren zu

min{vg, ¥1 } — min{tg, 1} + 27.

Mit diesen neuen Randbedingungen kann durch das folgende Lemma eine Losung
(n,v,h,ty) gefunden werden, sodass nach 2m-Normalisierung auf das Intervall II
schlieBlich W = J gilt. Insgesamt folgt, dass die Existenz einer Losung mit den not-
wendigen Orientierungen ¥ = W ;,, gesichert ist.

Zur Berechnung der kontrollierten Zuléssigkeitsmenge kann also eine Trajektorie mit
rangey = W, betrachtet werden. Weiterhin zeichnet sich das kontrollierte Manover
dadurch aus, dass das Schiff an jeder dieser Orientierungen stillgehalten werden kann.
Die wahren Winde, die innerhalb der kontrollierten Zuléssigkeitsmenge liegen, miissen
somit ebenfalls in jeder stationdren Zulédssigkeitsmenge Ky fiir alle ¢ € Wy, liegen. Bei
den wahren Winden, die auf dem Rand 9K, der stationdren Zuldssigkeitsmengen liegen,
sind die Schlepperkréifte gerade stark genug, der Windkraft entgegenzuwirken und das
Schiff stationér zu halten. Dort sind keine Kapazitdten vorhanden, noch minimal stérker
zu ziehen oder zu driicken, sodass sich das Schiff in Bewegung setzt. Daher wird nur das
Innere

Ky =Ko\ { (s300),0) | 0 €11}

der stationiren Zulissigkeitsmengen beriicksichtigt. Motiviert durch diese Uberlegungen
gibt der folgende Satz eine Vorgehensweise zur analytischen Berechnung der kontrollier-
ten Zulassigkeitsmenge K auf Basis der stationdren Zuldssigkeitsmengen /Cy.

Satz 5.22. Die Zuléssigkeitsmenge fiir bewegte kontrollierte Mandver ergibt sich
durch die Schnittmenge

K= (1 Ky

¢6‘Ijmin

wobei I&w das Innere der Menge KCy, beschreibt.

Beweis.

»C“ Sei (s,0) € K. Damit existiert eine Losung (n,v,h,tf) des Systems (Fp) mit
Fi23(s,0 — 1&) < 0 fiir alle 1) € ¥. Abhiingig von der Drehrichtung des Schiffes muss
entweder I C W oder J C ¥ gelten. Wir betrachten den Fall |1y — 11| < 7, analog lassen
sich jedoch auch alle Uberlegungen auf den anderen Fall {ibertragen. Damit ist Wi, = L.
Falls I C ¥ gilt, ist insbesondere

Fio3(5,0 —¢) <0  firalle s € Uy, =1C W
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erfiillt. Aufgrund der nicht erfiillten Rand-Eigenschaften (5.13) aus Lemma 5.13 ist
(5,0) € Ky fiir alle ¢ € Uppip.

I Y1 Falls J C ¥, ist mit gleicher Argumentation zunichst (s,6) € le
fiir alle ¥ € J. Aufgrund der Annahme |tho — 1| < 7 existiert wie
in der nebenstehenden Abbildung in rot-gestrichelt dargestellt ein

Yo Intervall I' C J mit

1 H’:{¢’6J\3¢6Hmit¢’:¢iw}.

Es ist also insbesondere (s, ) € K 5 fiir alle ¢ € I'. Unter Anwendung des Symmetrie-
Lemmas 5.16 ergibt sich schliefflich (s, ) € K ¥ fiir alle 1,/3 el = Ui

»,2“ Sei nun (s,0) € K b fiir alle 1[1 € VUpin. Damit gelten die drei Ungleichungen

A

Fio3(s,0 —1) <0 fiir alle ) € Wy,

Nach Lemma 5.20 existiert eine Losung (1, v, h,t¢) des Systems (), wobei ¥ = W,
gilt. Damit ist (s, 6) € K. O

Mit dem obigen Satz ergibt sich aus der Darstellung als Schnitt {iber analytisch be-
rechenbare Mengen eine explizite Berechnungsweise des Randes der kontrollierten Zu-
lassigkeitsmenge. Wie bereits in vereinfachter Form im eindimensionalen Fall mit einem
Freiheitsgrad gesehen wurde, kann die Berechnung der kontrollierten Zuléssigkeitsmenge
ebenfalls auf die Losung optimaler Steuerprozesse zuriickgefithrt werden. Dies wird im
néchsten Abschnitt erlautert.

5.2.2.2 Berechnung der kontrollierten Zulissigkeitsmenge durch einen Op-
timalsteuerungsprozess

Im Gegensatz zur analytischen Vorgehensweise kann die kontrollierte Zuléssigkeitsmenge
auch durch die Losung optimaler Steuerprozesse berechnet werden. Da fiir diese Men-
ge die Sternfoérmigkeit in Lemma 5.19 nachgewiesen wurde, kann die Berechnung der
Menge auf die Berechnung des Randes 0K = {s*(0) | § € II} zuriickgefiihrt werden, wie
auch schon in der analytischen Betrachtung. Wie bereits ausgefiihrt, ist dieser Rand bei
den kontrollierten Manévern in Bewegung nicht Teil der Menge. Der nachfolgende Satz
liefert eine numerische Berechnungsmethode des Randes durch Losung optimaler Steuer-
prozesse. Gesucht ist die grofftmogliche Windstérke s*(6), sodass bei einer Windrichtung
0 eine zum geplanten Manéver passende Trajektorie existiert. Zur weiteren Sicherstel-
lung, dass es sich um ein kontrolliert durchgefiithrtes Mandver handelt, miissen zudem
die drei Ungleichungen zu jedem Zeitpunkt strikt erfiillt sein.

Satz 5.23. (Optimaler Steuerprozess).
Fiir 6 € 1T berechnet sich der Randpunkt der kontrollierten Zuldssigkeitsmenge s*(6)
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durch den Zielfunktionswert des folgenden optimalen Steuerprozesses

sup s
s€R>g
unter 1) = R(y)vts
b= hi;
n0)=mn  v(0)=
n)=m  v(1)

I
© o o

Fia3 (8, 0 — w(t)) < fir alle ¢ € [0, 1]

mit n,v € C([0,1],R3), h € C([0,1],R?) und fiir ein festes ¢; > 0.

Diese optimalen Steuerprozesse kénnen beispielsweise mit der Softwarebibliothek Trans-
WORHP gelost werden.

Obwohl sich die analytische Vorgehensweise durch Préizision und geringen Rechenauf-
wand auszeichnet, bietet die numerische Berechnung mittels TransWORHP einige dar-
iiber hinausgehende Vorteile. Falls geometrische Beschrankungen wie Héfen oder Ahnli-
ches als Erweiterung in die Berechnungen integriert werden sollen, ist die Existenz einer
Losung mit minimal angenommenen Winkeln ¥ = W,;;, nicht langer gewahrleistet. Die
Berechnung einer Trajektorie und die Maximierung der Windstédrke kénnen damit nicht
langer losgel6st voneinander betrachtet werden. Losung der optimalen Steuerprozesse
liefert allerdings nach Inklusion der zusétzlichen Nebenbedingungen zur Modellierung
des Hafens die korrekte kontrollierte Zuldssigkeitsmenge.

Ein weiterer Vorteil liegt speziell in der Anwendung der Bibliothek TransWORHP. Die
Konstanten kx, ky, Ap, A, sind entscheidend zur Berechnung der Zuléssigkeitsmenge,
allerdings ist es nicht oder nur sehr schwer moglich, diese absolut korrekt fir ein Schiff
zu berechnen. In den meisten Fallen werden nur geschéitzte Werte angegeben. Wird die
kontrollierte Zulassigkeitsmenge mithilfe von TransWORPH berechnet, so kann mithilfe
der in Abschnitt 2.1.4 erwdhnten Sensitivitdtsanalyse der Einfluss der Formparameter
auf die Zuldssigkeitsmenge untersucht und berechnet werden. Weiterhin kann eine solche
Sensitivitdtsanalyse beziiglich der Beschrdnkungen an die Schlepperkréfte fi1, jio durch-
gefithrt werden. Liegt der aktuelle Wind beispielsweise auflerhalb des sicheren Bereiches,
so kann mithilfe der Analyse abgeschétzt werden, wie die Schlepperbeschrankungen er-
hoht werden miissen, um das Manéver dennoch kontrolliert durchfithren zu kénnen. Diese
Analysen werden in Abschnitt 6.4 genauer dargestellt.



Kapitel 6

Auswertung der Risikoanalyse

Im letzten Kapitel wurden die theoretischen Grundlagen zur Berechnung der Zuldssig-
keitsmengen gelegt. Dieses Kapitel beschéftigt sich nun damit, sie auf einem Anwen-
dungsbeispiel auszuwerten.

Im vorliegenden Kapitel werden die Ergebnisse aus Kapitel 5 der Risikoanalyse beziig-
lich eines Modells mit drei Freiheitsgraden untersucht und ausgewertet. Dabei werden
wir uns zunéchst auf die stationdren Mandver in Abschnitt 6.1 konzentrieren und in-
wiefern sich deren Form bei verschiedenen Modellierungen verédndert. Anschliefend wird
in Abschnitt 6.2 der Fokus auf die kontrollierten Mandver gesetzt, wobei zwischen den
zwei Manovern der Geradeausfahrt und der Drehung unterschieden wird. Zur Berech-
nung der kontrollierten Zuléssigkeitsmengen wird der analytische Ansatz genutzt. Im
darauffolgenden Abschnitt 6.3 wird das theoretische Resultat mit den numerischen Er-
gebnissen verglichen, die durch die Lésung von Optimalsteuerungsproblemen mithilfe
der Softwarebibliothek TransWORHP ermittelt werden. Durch Berechnung der kontrol-
lierten Zuléssigkeitsmengen mithilfe von TransWORHP wird unter anderem die Durch-
fiihrung einer Sensitivitdtsanalyse ermoglicht. Eine solche Analyse erfolgt abschlieend
in Abschnitt 6.4.

Alle genannten Groflen in diesem Kapitel werden durch SI-Einheiten angegeben, falls
nichts anderes explizit erwdhnt wird. Demzufolge liefern die gesamten Berechnungen
von Windstérken diese zunéchst in Metern pro Sekunde [%]. Da wir uns im Kontext der
Schifffahrt befinden, werden die Geschwindigkeiten allerdings nicht in der SI-Einheit,
sondern in Knoten [kn| angegeben. Dazu erfolgt die Umrechnung wie in (3.24) ausge-
fithrt in die Einheit Knoten [kn]. In den finalen Polarplots liegen aus diesem Grund alle

Ergebnisse in der Einheit Knoten vor.

6.1 Stationiare Manover

In diesem Abschnitt soll die Form der stationédren Zuléssigkeitsmengen bei unterschied-
lichen Modellierungen genauer untersucht werden. In diesem Zusammenhang wird zu-
néchst untersucht, in welcher Beziehung die stationdren Zulassigkeitsmengen beziiglich
unterschiedlicher Orientierungen v € II zueinander liegen, wobei ein moglichst ,,realitéts-
nahes* Schiff, genauer gesagt einen Autotransporter, zur Untersuchung wéahlen. Ein sol-
ches Schiff ist in Abbildung 6.1 dargestellt. Im Anschluss daran wird ein weiteres Schiff,

90
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Abbildung 6.1: Der Autotransporter Grand Pace erreicht den Hafen Rotterdam [24].

Autotransporter Containerschiff
halbe Schiffslange 1 90m halbe Schiffslinge 1 150m
Windkraftzentrum x4 | 10m Windkraftzentrum x4 | 20m
Formparameter kx | 1.0 Formparameter kx | 1.0
ky | 1.05 ky | 1.05
Seitenflache Ap | 1200m? Seitenflache Ap | 600 m?
Ap | 7200m? Ar | 6000m?
Schlepperkrifte i1 | 400000N Schlepperkrifte i1 | 400000N
io | 300000N s | 300000N
(a) Autotransporter (b) Containerschiff

Tabelle 6.1: Zusammenfassung der genutzten Schiffsparameter.

ein Containerschiff, betrachtet. Abschliefend wird die Verdnderung der stationdren Zu-
lassigkeitsmenge, falls eine komplexere Modellierung des aerodynamischen Hebelarms
verwendet wird.

Zunéchst wird ein Autotransporter betrachtet, wie schon im eindimensionalen Fall. Dazu
werden neben den dort bereits genutzten Parametern zusétzlich noch die Parameter der
lateralen Schiffsform ky, A7, € Ry, die halbe Schiffslinge ¢ € R und der aerodynamische
Hebelarm x4 € (—¢, ) benotigt. Weiterhin kommen in diesem Szenario nicht nur eins,
sondern zwei Schlepperboote zum Einsatz. Um die Generalitéit zu gewéahrleisten, werden
fiir die beiden Schlepperbeschriankungen unterschiedliche Werte gewihlt. Die exakten
Daten konnen Tabelle 6.1a entnommen werden, wobei sich erneut an [6] orientiert wird.

Es soll nun die stationére Zuléssigkeitsmenge berechnet werden, bei der das Schiff in
der Lage ist, in der Orientierung v = 0 konstant gehalten zu werden. Das Schiff soll
demnach in Richtung Norden blicken. Mithilfe der Berechnungsmethoden aus Satz 5.14
kénnen wir fiir jedes 6 € II die maximale Windstirke s7,(f) und damit den Rand der
stationdren Zulassigkeitsmenge berechnen. Gemeinsam mit der berechneten Obergrenze
und der minimalen Menge ist dies in Abbildung 6.2a dargestellt. Anhand der Abbildung
gemeinsam mit der oberen Grenze ldsst sich weiterhin erkennen, bei welchen Windrich-
tungen der erste Fall der Fallunterscheidung aus Satz 5.14 eintritt und bei welchen der
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(a) Schiffsorientierung ¢ = 0. (b) Schiffsorientierung 1 = 7.

Abbildung 6.2: Stationire Zulissigkeitsmenge beziiglich der angegebenen Orientierung
¥ (blau), dazu die obere Grenze (rot) und untere Grenze (griin) der Zuldssigkeitsmenge.
Auf Grundlage dieser Zulassigkeitsmenge wird der Polarplot in einen sicheren (hellgriin)
und einen unsicheren (hellrot) Bereich eingeteilt.

zweite. Bei den Windrichtungen, bei denen der Rand der Zuléssigkeitsmenge mit der
oberen Grenze Ubereinstimmt, tritt der erste Fall ein. Das bedeutet, dass dort die erste
oder zweite Ungleichung zum ersten Mal als Gleichheit erfiillt wird. Bei den iibrigen
Richtungen gilt dies demnach fiir die dritte Ungleichung. Durch diesen Umstand lassen
sich spater Erkenntnisse in der Sensitivitdtsanalyse mathematisch deuten.

Die Berechnung der stationdren Zulassigkeitsmenge (und ebenso der oberen Grenze)
héngt nicht von Orientierung ¢ und Windrichtung € einzeln ab, sondern von deren Dif-
ferenz, dem relativen Angriffswinkel 8 = 6 — ¢. Wéhlen wir fiir dasselbe Schiff einen
anderen Winkel, an welchem es konstant gehalten werden soll, so ergibt sich der gleiche
Polarplot, nur um die gewiinschte Orientierung v rotiert. Dies ist beispielhaft fiir ) = 7
in Abbildung 6.2b dargestellt. Es ist zu erkennen, dass sowohl die stationédre Zulassig-

s

keitsmenge als auch die obere Grenze dieser Menge identisch bis auf Rotation um 7
sind.

Als néchstes wird nun die stationédre Zuléssigkeitsmenge eines weiteren Schiffstyps, ge-
nauer eines Containerschiffs, berechnet. Die gewéahlten Schiffsparameter kénnen dabei
Tabelle 6.1b entnommen werden, wobei sich dabei an [4] orientiert wurde. An den Para-
metern wird bereits deutlich, dass das Containerschiff langer ist als der Autotransporte
und somit das Verhéltnis von frontaler zu lateraler Seitenflache deutlich geringer ist. Die-
ser Umstand spiegelt sich im zugehorigen Polarplot in Abbildung 6.3 wieder. Abgebildet
ist die stationédre Zuldssigkeitsmenge (blau) gemeinsam mit der oberen Grenze (rot). Es
ist anhand der Skalierung zu erkennen, dass die Zuléssigkeitsmenge hier Richtung Nord
und Std deutlich ausgedehnter ist. Damit entwickelt sich die Intuition, dass die Form
der stationdren Zuldssigkeitsmenge in direktem Zusammenhang zur Form des Schiffes
steht. Diese Vermutung wird in der spéter folgenden Sensitivitéitsanalyse noch weiter
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Abbildung 6.3: Stationdre Zuldssigkeitsmenge des Containerschiffes bei Schiffsorien-
tierung ¢ = 0.

verdeutlicht.

Aerodynamischer Hebelarm abhingig vom Angriffswinkel

In Kapitel 3 haben wir in (3.23) die Windkraft mit dem aerodynamischen Hebelarm

2a(B) =xa,+ (5 —18]) £

modelliert, welches abhéngig ist vom Angriffswinkel § des scheinbaren Windes. In Ka-
pitel 5 haben wir alle theoretischen Uberlegungen zunéchst fiir einen festen Hebelarm
x 4 durchgefiihrt. Die Monotonieeigenschaften aus Lemma 5.9 lassen sich allerdings auch
mit dem komplexer modellierten Hebelarm nachweisen, da dafiir jeweils ein fester re-
lativer Angriffswinkel [ betrachtet wird. Mit dieser Monotonie ergibt sich direkt die
notwendige Eigenschaft der Sternférmigkeit wie in Lemma 5.11, um die Berechnung der
Zuléssigkeitsmenge auf die Berechnung des Randes zuriickfithren zu kénnen. Auch die
finalen Berechnungen aus Satz 5.14 lassen sich ohne Einschrénkung auf den Fall eines
variablen Hebelarms iibertragen, sodass mit einer identischen Berechnungsformel der
Rand der stationédren Zuléssigkeitsmenge ¢ explizit berechnet werden kann. Dabei wird
bei der Berechnung der maximalen Windstéirke s7,(6) bei Windrichtung 6 der konstante
Hebelarm x4 € (—¢,¢) durch die obige Modellierung = 4(0 — ) € (—¢, () ersetzt.

In Abbildung 6.4 ist die stationdre Zuldssigkeitsmenge des Autotransporters mit einem
variablen Hebelarm dargestellt, wobei x4, = 10m genutzt wird, um die Ergebnisse mit
den vorangegangenen (gestrichelt) vergleichen zu konnen. Die Unterschiede der Zulés-
sigkeitsmengen beider Modellierungen sind dabei nur minimal. Durch die vereinfachte
Modellierung des festen Hebelarms kann damit dennoch eine gute Approximation an die
Zulassigkeitsmenge geliefert werden.
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Abbildung 6.4: stationédre Zuléssigkeitsmenge beziiglich der Orientierung ¢ = 0 bei
einem variablen Windkraftzentrum. Zum Vergleich wird zusétzlich der Rand der ent-
sprechenden Menge bei festem Windkraftzentrum dargestellt (gestrichelt).

6.2 Kontrollierte Manover in Bewegung

In diesem Abschnitt soll nun fiir den Autotransporter aus den vorherigen Auswertungen
die kontrollierte Zulassigkeitsmenge K berechnet werden, also die Menge aller wahren
Winde, bei denen das Schiff ein geplantes Mandver kontrolliert durchfithren kann. Dabei
wird die Darstellung der kontrollierten Zuléssigkeitsmenge als Schnitt {iber stationére
Zuléssigkeitsmengen und deren analytisch hergeleitete Berechnungsformel genutzt.

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten gesehen, dass die kontrollierte Zulés-
sigkeitsmenge nur von den Orientierungen abhéngt, nicht von dem Pfad, den das Schiff
entlangfihrt. Es geniigt demnach, die folgenden zwei unterschiedlichen Arten von Mano6-
vern zu betrachten: Zum einen die Geradeausfahrt. Dabei stimmen Start- und Endpose
iiberein, die Positionen unterscheiden sich jedoch, damit es sich tatsadchlich um ein be-
wegtes Mandver handelt. Die tatsdchlichen Positionen sind nicht relevant. Wahrend der
Geradeausfahrt soll die Orientierung des Schiffes beibehalten werden soll. Zum ande-
ren wird eine Drehung betrachtet. Aufgrund der Unabhéngigkeit des Pfades kann ohne
Einschrankung von einer Drehung auf der Stelle ausgegangen werden.

Bei der Geradeausfahrt soll das Schiff die aktuelle Orientierung halten, Startorientierung
1o und Endorientierung ¢ stimmen iiberein. Anhand der Darstellung der kontrollierten
Zuldssigkeitsmenge als Schnitt der stationédren Zuléssigkeitsmengen ldsst sich erkennen,
dass die kontrollierte Zuldssigkeitsmenge genau dem Inneren der stationdren Zuléssig-
keitsmenge entspricht

K = Kyy,

weswegen die Ergebnisse zur Berechnung der stationdren Zuléssigkeitsmenge aus Satz
5.14 auch in diesem Fall angewandt werden konnen.
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Abbildung 6.5: Kontrollierte Zuldssigkeitsmenge (blau) bei einer Drehung von 1y = 0
nach ¢y = 7, dargestellt als Schnitt der entsprechenden stationdren Zuldssigkeitsmengen
(gepunktet). Zusitzlich abgebildet ist die untere Grenze (griin).

Bei einer Drehung verédndert das Schiff die Orientierung wéihrend der Durchfithrung des
Manovers. Es soll die kontrollierte Zuléssigkeitsmenge fiir die Startorientierung g = 0
und Endorientierung ¢; = 7% explizit berechnet werden. Dazu werden erneut die Daten
des Autotransporters aus Tabelle 6.1a genutzt.

Jede der angenommenen Orientierungen schrankt die kontrollierte Zuléssigkeitsmenge
weiter ein. Damit die kontrollierte Zuléssigkeitsmenge allerdings so viele Windtupel wie
moglich beinhaltet und nicht ,,unndtig” eingeschrénkt wird, ist die minimale Menge der
angenommenen Orientierungen Wi, zu betrachten. Es wird demnach die kontrollier-
te Zuldssigkeitsmenge K als Schnitt der stationdren Zuldssigkeitsmengen Ky fiir alle
Y € [0, %] berechnet. Dies ist genauer in Abbildung 6.5 zu sehen, wobei der Schnitt
(blau) der stationdren Zuléssigkeitsmengen (gestrichelt) dargestellt wird. Jedes Windtu-
pel, welches in allen stationédren Zulédssigkeitsmengen liegt, wird auch der kontrollierten
Zulassigkeitsmenge zugeordnet.

6.3 Vergleich des numerischen mit dem analytischen An-
satz

In der betrachteten Modellierung mit drei Freiheitsgraden in Kapitel 5 konnte keine Aqui-
valenz zwischen den hergeleiteten Bedingungen und der gesamten Zuléssigkeitsmenge S
nachgewiesen werden, wie es im eindimensionalen Fall vorlag. Ein Optimalsteuerungs-
problem, welches lediglich die Windstérke des wahren Windes unter Einhaltung der
Dynamik und der Nebenbedingungen aus (P(s,f)) maximiert, fithrt aus diesem Grund
nicht gezwungenermaflen zur gewiinschten Berechnung des Randes der kontrollierten
Zuléssigkeitsmenge I, denn es kénnen unter Umstidnden auch ,unkontrolliert“ durchge-
fithrte Manéver beriicksichtigt werden. Um die kontrollierte Menge zu berechnen, miissen
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wir die Bedingungen in den optimalen Steuerprozess integrieren. Aufgrund dieser Tat-
sache lassen sich die theoretisch hergeleiteten Ergebnisse und die Losung des optimalen
Steuerprozesses nicht unabhéngig voneinander vergleichen. Liefert ein Vergleich diesel-
ben Ergebnisse fiir die kontrollierte Zuléssigkeitsmenge, so lassen sich damit lediglich
die Rechnungen verifizieren. Dennoch wird im Folgenden einen Vergleich der Ergebnisse
dargestellt.

Die theoretischen Ergebnisse haben wir bereits in den Abschnitten 6.1 und 6.2 gesehen.
Es soll nun der Rand der kontrollierten Zuldssigkeitsmenge durch die Losung vieler Op-
timalsteuerungsprobleme wie in Satz 5.23 approximiert werden. Dazu wird zunéchst das
Intervall IT mit » € N Diskretisierungspunkten diskretisiert, sodass sich 0, € {1,...,n}
diskrete Windrichtungen ergeben. Je grofler die Anzahl n der Diskretisierungspunkte,
desto genauer kann der Rand der kontrollierten Zuldssigkeitsmenge approximiert wer-
den.

Es wird nun fiir jede dieser n diskreten Windrichtungen das Optimalsteuerungsproblem
aus Satz 5.23 mit der Software TransWORHP gel6st, sodass sich n maximale Windstér-
ken s*(0) ergeben. Um ein besseres Konvergenzverhalten zu erhalten, wird als Start-
schitzung die gegebene Losung aus Lemma 5.20 genutzt. Wird im Gegensatz dazu die
triviale Nulllésung als Startschidtzung genutzt, so konvergiert das Problem nicht. Bil-
den wir die numerisch berechneten Werte in unserem Polarplot ab, so erhalten wir eine
diskrete Approximation des Randes der kontrollierten Zuléssigkeitsmenge K. Um die
numerischen und analytischen Ergebnisse zur Berechnung der kontrollierten Zulassig-
keitsmenge zu vergleichen, wird erneut der Autotransporter mit den Schiffsparametern
aus Tabelle 6.1a und das Drehmandver mit der Startorientierung ¥y = 0 und Endori-
entierung 1, = 7 betrachtet. Damit erhalten wir die in Abbildung 6.6 dargestellten
Ergebnisse. Neben der diskreten Approximation als Kreuze wird zusétzlich der analy-
tisch berechnete Rand der Zuldssigkeitsmenge (blaue Linie) abgebildet, sodass direkt
am Polarplot ersichtlich wird, dass die analytisch und numerisch berechneten Randwer-
te {ibereinstimmen. Dies ist, wie eingangs bereits erwéhnt, zu erwarten gewesen, da die
analytisch hergeleiteten Formeln in das optimale Steuerproblem integriert wurden.

Dennoch dient die Formulierung und Losung der optimalen Steuerprozesse nicht allein
der ,Verifizierung“ unserer analytischen Ergebnisse. Durch Lésung der Probleme mit der
Software TransWORHP kann das Modul WORHP Zen genutzt werden, um ohne grofen
Mehraufwand eine Sensitivitdtsanalyse durchzufithren. Damit lassen sich Sensitivitéts-
differentiale effizient durch Ausnutzung der Zerlegung der KKT-Matrix in der letzten
Iteration berechnen [49].

6.4 Sensitivititsanalyse

Wie bereits eingangs motiviert, ist die Sensitivitdtsanalyse beziiglich der Formparameter
des Schiffes ein Hilfsmittel, da fir diese Parameter in den meisten Féllen nur Schitzwerte
vorliegen. Ist die Form der Zuléssigkeitsmenge stark sensitiv beziiglich dieser Parameter,
so kann der Lotse diese Information nutzen. Befindet sich der aktuelle Wind in der Néhe
des Randes der kontrollierten Zuléssigkeitsmenge fiir das Mandver, welches er durchfiih-
ren mochte, so ist dementsprechende Vorsicht geboten. Nur kleine Abweichungen der
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Abbildung 6.6: Darstellung der numerischen Ergebnisse.

Schatzwerte der Formparameter von den tatsdchlichen Werten wiirden im Falle einer
starken Sensitivitdt zu einer starken Anderung der Zulissigkeitsmenge fithren. Ebenso
kann die Analyse beziiglich der Schlepperkréifte niitzlich sein, um abschétzen zu kénnen,
welche Erhohung der Schlepperkrifte notwendig wére, um das gewiinschte Manover bei
dem aktuellen Wind doch noch durchfithren zu kénnen.

In diesem Abschnitt werden solche Sensitivitdtsanalysen beispielhaft durchgefiihrt. Da-
bei werden fiir den Autotransporter aus Tabelle 6.1a die Sensitivitdtsdifferentiale beziig-
lich der Schiffsformparameter Kx, Ky und der Schlepperbeschrankungen ji; 2 genauer
angeschaut. Die Sensitivitdtsanalyse wird anhand der stationdren Zulédssigkeitsmenge
durchgefihrt, da fiir diese Menge eine explizite Berechnungsformel vorliegt, anhand derer
einige Effekte mathematisch veranschaulicht werden kénnen. Wéhrend der Berechnung
der stationdren Zuléssigkeitsmenge durch die Software TransWORHP koénnen die Sensi-
tivititsableitungen (86T8)()k’ ((‘)BTSY)M (%)k und (aa—[z)k fiir jede der diskreten Windrich-
tungen 60 fur k € {1,...,n} berechnet werden. Gemeinsam mit der Berechnungsformel
aus (2.6) kann dann mithilfe der initial gewéhlten Parameterwerte fiir Ky, Ky, 1,2
durch

SiX(0) ~ 5(00) + (525 ) - 05K x
sy () ~ 3, (00) + (55 ), - 05Ky
~ oF Js — Js —
sl (01) = s5,(61) + (W)k 0.5/ + (%)k - 0.5/12

fiir jede dieser Windrichtungen 6j eine lineare Approximation an die maximale Wind-
starke berechnet werden, wenn die Parameter um 50 % vergrofiert werden. In Abbildung
6.7 ist der Einfluss einer solchen Verdnderung der Parameter fiir den Autotransporter
durch Pfeile dargestellt. Streng genommen sind diese Approximationen nur fiir ,kleine*
Parameterstorungen anzuwenden, allerdings wurde eine grofle Verdnderung gewahlt, um
die entstehenden Effekte deutlicher zu machen. In den Abbildungen sind die Verédnde-
rungen der jeweiligen diskreten Randwerte durch Pfeile markiert, wobei jeder Pfeil bei
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sy (0) startet und je nachdem, welche Sensitivitdt betrachtet wird, bei st(ek), SSY (0)
oder 5‘12(0;9) endet. Durch die Pfeilspitzen wird die Approximation an den Rand der sta-
tiondren Zulassigkeitsmenge beziiglich der genannten 50 %-igen Veranderung der Para-
meter dargestellt. Zusétzlich wird ebenfalls die exakte Zuldssigkeitsmenge fiir die jeweils
verdnderten Parameter dargestellt, sodass die Approximation durch die Sensitivitétsdif-
ferentiale mit diesen verglichen werden kann.

In der oberen linken Abbildung ist zu erkennen, dass eine Verdnderung des Parame-
ters Kx (also entweder des Formparameters k; oder der frontalen Seitenfliche Ap)
ausschliefilich dort einen Einfluss auf die Zuléssigkeitsmenge ausiibt, wo diese Menge
von der berechneten oberen Grenze abweicht. Anhand der theoretischen Untersuchun-
gen lasst sich dies leicht begriinden. Die berechnete obere Grenze der stationédren Zu-
lassigkeitsmenge, dargestellt in rot, ist das Minimum der Nullstellen der ersten beiden
Funktionen F 2(-,60 —¢) fiir 6,4 € II. In diesen beiden Funktionen taucht der Parame-
ter Kx nicht auf. Stimmen obere Grenze und stationére Zuléssigkeitsmenge iiberein, so
bildet dieses Minimum die maximale Windstarke und ist nicht abhéngig vom Parameter
Kx, dessen Verdanderung also auch keinen Einfluss auf die Form der Menge ausiiben
kann. Erst wenn die Nullstelle der dritten Funktion F3(-,6 — 1) die kleinste der drei
Nullstellen und damit die maximal zuldssige Windstérke ist, kann der Parameter Kx
Einfluss ausiiben. Dieser Einfluss wird immer gréfier, je ,,paralleler® der wahre Wind und
die Orientierung des Schiffes verlaufen. Dies ist ebenfalls an der theoretischen Formel
zu begriinden. Dort taucht der Parameter Kx nur im Absolutbetrag beziehungsweise
quadriert und gemeinsam mit dem Faktor cos(6 — 1) auf.

In Abbildung 6.7b ist der Einfluss der Verédnderung des Parameters Ky dargestellt. Eine
Verédnderung dieses Parameters iibt iiberall einen Einfluss auf die Form der stationéren
Zulassigkeitsmenge aus, aufler wenn Wind und Orientierung parallel zueinander verlau-
fen, der Wind also genau von vorn oder achtern kommt. Ebenso wird der Einfluss grofer,
je ysenkrechter” Orientierung und Windrichtung zueinander verlaufen. Diese zwei Be-
obachtungen lassen sich analog zu den obigen Begriindungen anhand der theoretischen
Formel herleiten. Dort taucht der Parameter Ky ausschliefSlich gemeinsam mit dem Fak-
tor sin(6 —1) und ebenfalls quadriert auf. Falls sie parallel zueinander liegen, so ist dieses
Gewicht Null. Damit kann eine Verdnderung des Parameters Ky keinen Einfluss auf die
Menge ausiiben.

Eine Vergréflerung der Parameter Kx und Ky liefert eine Verkleinerung der stationéren
Zulassigkeitsmenge. Intuitiv ist dies direkt zu erkennen. Je grofler die Seitenflachen, de-
sto mehr Angriffsfliche bieten sie fiir den Wind und desto gréfer fallt die Windkraft aus.
Im Gegensatz dazu ist in Abbildung 6.7c der Einfluss einer Verdnderung der Schlepper-
beschrankungen i1 2 zu erkennen. Eine Vergroflerung dieser Parameter bewirkt ebenso
eine Vergroflerung der stationiren Zulassigkeitsmenge. Auch dies ist intuitiv direkt zu
begriinden, denn je mehr Kraft die Schlepperboote besitzen, desto stédrkeren Winden
konnen sie entgegenhalten. Die eigentliche Form der Zulassigkeitsmenge dndert sich da-
bei (augenscheinlich) nicht, sie wird lediglich grofer.

In den Abbildungen 6.7a-6.7c kbnnen die approximierten Werte berechnet durch die Sen-
sitivitdten mit der exakten Zuléssigkeitsmenge beziiglich der jeweils gestérten Parameter
verglichen werden. Die Pfeilspitzen der Sensitivitdten und die exakte Zulédssigkeitsmen-
ge (gestrichelt) weichen voneinander ab. Ein Grund dafiir kann die grofie Stérung sein,
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welche dazu fithrt, dass die lineare Approximation keine genauen Ergebnisse liefert. Es
ist zu erwarten, dass bei einer kleineren Stérung der Parameter auch die Abweichungen
kleiner werden. Dennoch ist zu erkennen, dass die Sensitivitidt beziiglich der Formpara-
meter und der Schlepperbeschrinkungen recht gering ausféllt, wenn man bedenkt, dass
die Parameter in den Abbildungen um 50 % erhoht werden. Eine solche Erh6hung wiirde
bedeuten, dass die frontale Seitenfliche um 600 m? erhoht wird, die laterale Seitenfliche

sogar um 3600m?. Die Schlepperbeschrinkungen werden um 200kN beziehungsweise
150kN erhoht.

Abschlieflend wird die Verdnderung der Zuldssigkeitsmenge untersucht, wenn eine gleich-
méfige Verdnderung der Formparameter sowie der Schlepperbeschrankungen vorliegt. In
Abbildung 6.7d ist ebenso wie in den vorangegangenen Abbildungen die ungestorte sta-
tiondre Zulassigkeitsmenge dargestellt, gemeinsam mit der approximierten Verdnderung
bei Erhohung um 50 % aller genannten Parameter, also Kx, Ky, i1 und jig, und der
exakten stationdren Zuldssigkeitsmenge beziiglich dieser verdnderten Parameter. Aller-
dings ist ausschliefSlich die ungestorte stationire Zuléssigkeitsmenge zu erkennen, da sich
die Einfliisse der Formparameter und Schlepperbeschriankungen so ergénzen, dass die Zu-
lassigkeitsmenge unverdndert bleibt. Dies lasst sich ebenfalls anhand der Ungleichungen
verifizieren. Werden die genannten Parameter mit einem konstanten positiven Faktor
multipliziert, ldsst sich dieser aus allen drei Ungleichungen ausklammern. Anschlieflen-
des Dividieren durch diesen Faktor ergibt &dquivalent die urspriinglichen Ungleichungen.
Aus dieser Beobachtung ldsst sich nun ableiten, dass bei einem Schiff mit beispielsweise
doppelter Grofle auch Schlepperboote mit doppelter Kraft benotigt werden, um dieselbe
stationare Zulassigkeitsmenge zu erhalten.
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Abbildung 6.7: Abbildung der Verdnderung der stationdren Zuléssigkeitsmenge be-
ziiglich ¢ = 0 mit den Schiffsparametern des Autotransporters bei Erhéhung des ange-
gebenen Parameters um 50 %. Zusétzlich wird die exakte stationire Zulassigkeitsmenge
beziiglich der jeweils verédnderten Parameter (gestrichelt) dargestellt.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es, eine Risikoanalyse beziiglich des Einflusses des Windes
herzuleiten, um dem Lotsen unterstiitzende Informationen zu liefern. Das Schiff wird in
diesem Szenario von zwei Schlepperbooten gesteuert, die nur beschrinkte Kréfte besit-
zen. Es stellte sich demnach die Frage, ob diese Schlepperboote genug Kraft besédfien,
um das geplante Mandver bei dem aktuellen Wind durchfiihren zu kénnen. Als Darstel-
lungsmittel diente dazu ein Polarplot, in welchem wir sichere und potentiell gefdhrliche
Windbereiche markiert haben. Die Lage der aktuellen Windsituation innerhalb dieses
Polarplots lieferte dem Lotsen dann die Informationen iiber die Durchfihrbarkeit. Wir
sind in der Lage, diese Bereiche auf zwei verschiedene Weisen zu berechnen: Mithilfe
einer analytischen Berechnungsformel und durch Losung optimaler Steuerprozesse mit

der Softwarebibliothek TransWORHP.

In Kapitel 2 wurden zunéchst die theoretischen Grundlagen optimaler Steuerprozesse
erldutert. Eingangs lag der Fokus auf der Theorie der nichtlinearen Optimierung, wo-
bei insbesondere der Losungsansatz der Sequentiellen Quadratischen Programmierung
und die Sensitivitdtsanalyse motiviert wurden. Im Zuge dessen wurde die Softwarebi-
bliothek WORHP zur numerischen Losung solcher Probleme vorgestellt. Im Anschluss
daran folgte die Theorie optimaler Steuerprozesse, deren Losung durch einen Diskretisie-
rungsansatz auf die Losung nichtlinearer Optimierungsprobleme zuriickgefiihrt werden
kann. Abschliefend wurde die Bibliothek TransWORHP zur effizienten Lésung von Op-
timalsteuerungsproblemen hervorgehoben.

Das mathematische Modell, auf dessen Grundlage die Risikoanalyse durchgefithrt werden
sollte, wurde in Kapitel 3 eingefiihrt. Die grundlegende Annahme hinter der Modellie-
rung war die Einschrénkung auf drei Freiheitsgrade, sodass sich das Schiff ausschlief3-
lich in der Horizontalebene bewegt. Weiterhin wurde angenommen, dass das Schiff nur
von Schlepperbooten gesteuert wurde, sodass die Wirkungen von Ruder und Propeller
vernachléssigt werden konnten. Nach einer Einfithrung in die Kinematik der Schiffsbe-
wegung und die Einfiihrung der vorkommenden Gréflen und Koordinatensysteme, folgte
die Betrachtung der Kinetik. Die kinetischen Grundgleichungen wurden hergeleitet und
die einzelnen Kraftkomponenten modelliert. Dabei wurden die einzelnen Bestandteile
des Schiffes und ihre resultierenden Effekte einzeln betrachtet und hergeleitet. Es folgte
eine Betrachtung der wirkenden hydrodynamischen und aerodynamischen Kréften. Der
Antrieb des Schiffes erfolgte durch zwei Schlepperboote, dessen Kraftwirkung kompakt
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durch Kraftvektoren modelliert wurde. Abschliefend wurden die kinematischen und ki-
netischen Grundgleichungen ebenso wie die modellierten Kréfte in einem Gesamtsystem
zusammengefasst.

Eine erste, sehr stark vereinfachte Risikoanalyse ist in Kapitel 4 durchgefiihrt worden.
Das modellierte System wurde auf einen verbleibenden Freiheitsgrad eingeschrénkt, so-
dass sich das Schiff ausschliefflich entlang einer geraden Linie bewegen konnte. Weiterhin
konnte auch der Wind nur entlang dieser Bewegungslinie angreifen. Wir zeigten, dass
die Menge aller Windstédrken, bei denen das Manover durchfiithrbar war, die Zuldssig-
keitsmenge, ein Intervall mit explizit berechenbarem Rand war. Dieses Intervall konnte
in der vereinfachten Risikoanalyse als sicherer Bereich deklariert werden, alles auflerhalb
als potentiell gefdhrlich.

Die tatsédchliche Risikoanalyse wurde anschlieBend in Kapitel 5 durchgefiihrt, wobei ei-
nige Motivationen und Beweisideen auf der vereinfachten Analyse aufbauten. In diesem
nun komplexeren Fall haben wir uns auf kontrollierte Manéver beschrankt, wobei die
Schlepperboote zu jedem Zeitpunkt in der Lage sein mussten, das Schiff stillzuhalten,
ohne dass es abdriftet. Ziel war die Berechnung der kontrollierten Zuldssigkeitsmenge,
also aller Winde, bei denen die Schlepperboote stark genug waren, dass das geplante
Manover kontrolliert durchfithrbar war. In der Analyse wurde der Fokus zunéchst auf
stationdre Manover gelegt, bei denen das Schiff nur stillgehalten werden sollte. Fiir die
dazugehorige Zuldssigkeitsmenge wurde eine explizite Berechnungsformel hergeleitet. Im
Anschluss daran wurden bewegte kontrollierte Manover betrachtet, wobei die Zuldssig-
keitsmenge entweder unter Ausnutzung der expliziten Formel oder durch Losung eines
optimalen Steuerprozesses gelost werden konnte.

Abschlieend fand in Kapitel 6 eine sowohl theoretische als auch numerische Auswertung
der Ergebnisse statt. Zundchst wurden Auswirkungen unterschiedlicher Modellierungen
auf die Form der stationdren Zuléssigkeitsmengen betrachtet. Anschlieend folgte ein
Vergleich der theoretischen und numerischen Berechnungsmethoden fiir die kontrollierte
Zuléssigkeitsmenge anhand eines Beispielschiffes. Zum Abschluss wurde eine Sensitivi-
tatsanalyse durchgefiihrt, wobei der Einfluss der Verdnderung von Schiffsparametern
oder Schlepperbeschriankungen auf die Zuldssigkeitsmenge untersucht wurde.

Im folgenden Absatz wollen wir die gesammelten Erkenntnisse, die in der Anwendung
einen Beitrag zur Risikoanalyse leisten, kompakt zusammenfassen und anhand eines
fiktiven Szenarios darstellen.

Anwendung der Risikoanalyse Der Lotse bestimmt/schatzt die diskutierten Schiffs-
parameter, die zur Berechnung der sicheren Bereiche notwendig sind. Auflerdem wird die
aktuelle Windstérke und Windrichtung bestimmt. Allein anhand der Parameter lasst sich
bereits eine minimale Menge geméafl Proposition 5.12 berechnen und als Kreis im Polar-
plot darstellen. Befindet sich die aktuelle Windsituation innerhalb des Kreises, so ist jedes
geplante Mandver kontrolliert durchfithrbar. Wird nun als weitere Information die Star-
torientierung des Schiffes mit einbezogen, so lasst sich die stationdre Zuléssigkeitsmenge
beziiglich dieser Orientierung geméfl Satz 5.14 berechnen und im Polarplot darstellen.
Befindet sich die aktuelle Windsituation auflerhalb der Menge, so kann ausgehend von
der Startorientierung kein Manéver kontrolliert durchgefithrt werden, weder stationér
noch bewegt. Wird abschliefend auch die geplante Endorientierung miteinbezogen, so



7.1. Ausblick 103

lasst sich die kontrollierte Zulassigkeitsmenge entweder analytisch durch Satz 5.22 oder
numerisch durch Satz 5.23 bestimmen. Liegt die aktuelle Windsituation innerhalb der
Menge, ist das Mandéver kontrolliert durchfithrbar, ansonsten nicht. Befindet sich der
aktuelle Wind in der Ndhe des Randes der Menge, so kénnen ebenfalls Ergebnisse der
Sensitivitdtsanalyse genutzt werden. Die Sensitivitdt beziiglich der Formparameter des
Schiffes liefert Informationen iiber die Genauigkeit der berechneten Menge. Die Sensiti-
vitdt beziiglich der Schlepperbeschriankungen liefert im Gegensatz dazu Informationen
dariiber, bei welcher Erhohung der Schlepperkrifte das Manover eventuell doch durch-
fiihrbar ware.

7.1 Ausblick

Die Risikoanalyse, wir wir sie in der vorliegenden Arbeit gesehen haben, kann durch zahl-
reiche weitere Aspekte und Modellierungen ergéinzt werden. Um nur einige zu nennen,
kénnte die Bewegung des Schiffes nicht auf drei Freiheitsgrade eingeschriankt, sondern
die gesamten sechs Freiheitsgrade betrachtet werden. Auch die Modellierung der Schlep-
perkréifte - in dieser Arbeit als simple Kraftvektoren - konnte sehr viel komplexer mit
eigener Dynamik und eigenen Widerstdnden durchgefiihrt werden, wie beispielsweise in
[22]. Dasselbe gilt fiir die Modellierung des Windes, welcher in dieser Arbeit als konstant
angenommen wird. Die Beriicksichtigung von Wirbelfeldern oder markanten Unregelmé-
Bigkeiten des Windes, welche in Héfen nicht selten auftreten, wire ein weiterer Schritt,
der die Komplexitit des Modells jedoch enorm steigern wiirde.

Ungeachtet der Modellierung ldsst sich ein weiteres Gebiet nennen, in welchem noch
Kapazititen fiir weitere Untersuchungen liegen: Die Berechnung der gesamten Zuléssig-
keitsmenge S. In dieser Arbeit haben wir uns auf die kontrollierten Manover beschriankt,
um Abdriftmanéver und Ahnliches aus den Uberlegungen auszuschlieBen. In der realen
Anwendung kann es aber durchaus auch zuldssig sein, fiir einige Meter solche dynami-
schen Effekte wie das Abdriften auszunutzen. Dabei wére es interessant, den Unterschied
zwischen der kontrollierten und der gesamten Zuléssigkeitsmenge zu untersuchen. Im Zu-
ge dessen wire aus mathematischer Sicht interessant, ob die gesamte Menge ebenfalls
sternférmig ist und wenn ja, wie man dieses beweisen konnte. Ware ein solcher Beweis
moglich, so kénnte die gesamte Menge S durch die Lésung eines optimalen Steuerpro-
zesses bestimmt werden, analog zur Berechnung der kontrollierten Menge K. Zur Losung
des Systems miisste die Dynamik aus Kapitel 3 betrachtet werden und die in Kapitel 5
hergeleiteten Nebenbedingungen spielen keine Rolle mehr. Sowohl der Beweis der Stern-
formigkeit als auch die Implementierung der realen Dynamik hétten den Rahmen dieser
Arbeit uberschritten.

Im Kontext der numerischen Berechnung dieser Zulédssigkeitsmenge kénnen noch Er-
weiterungen wie die Integration von geometrischen Beschrénkungen zur Modellierung
von Hafengebieten hinzugezogen werden. Ebenso kann die in dieser Arbeit bereits an-
gesprochene Idee der Sensitivitdtsanalyse weiter ausgebaut werden, um beispielsweise
Unsicherheitsbereiche um den Rand der berechneten Zuléssigkeitsmenge hinzuzufiigen.
Liegt der aktuelle Wind innerhalb dieser Unsicherheitsbereiche, so kann ihm mitgeteilt
werden, dass das Mandver zwar mdoglich, aber dennoch Vorsicht geboten ist. Seine per-
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sonliche Einschatzung der Situation als Ortskundiger ist damit in einem solchen Szenario
besonders notig.

Abschlieflend sei noch erwdhnt, dass in dieser Arbeit nur einer der zwei bekannten Um-
welteinfliisse auf ein Schiff untersucht wurde. Auf dhnliche Weise konnte auch der Einfluss
der Stromung untersucht werden, was allerdings ebenfalls nicht mehr im Rahmen dieser
Arbeit lag.
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