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Einleitung
„Die deutschen Verteilernetze bilden das Rückgrat der angestrebten Energiewende“ ([1],
S. 7). So heißt es in einer Studie im Auftrag des Bundesministeriums für Wirtschaft
und Energie (BMWi). Zu den Verteilernetzen, auch Verteilnetze genannt, werden Hoch-,
Mittel- und Niederspannungsnetze gerechnet, die laut dieser Studie mit 1,7 Mio. Kilo-
metern ca. 98 % der Leitungslänge des deutschen Stromnetzes ausmachen und an die
90 % der Leistung aller Erneuerbare-Energien-Anlagen angeschlossen ist (vgl. ebd.). Die
Verteilnetze sind Gegenstand von verschiedenen Studien, wie etwa der oben genann-
ten Verteilernetzstudie oder der dena-Verteilnetzstudie (vgl. [2]). In diesen Studien wird
versucht, den Netzausbaubedarf auf den verschiedenen Spannungsebenen unter Berück-
sichtigung der fortlaufenden Veränderungen des Energiemarktes durch den Ausbau der
erneuerbaren Energien und der zunehmenden dezentralen Energieversorgung abzuschät-
zen. Bei der Planung von Netzen werden die elektrischen Eigenschaften eines Netzes für
verschiedene Extremfälle im stationären Zustand untersucht, um dieses so auszulegen,
dass es vorgegebene elektrische Grenzen nicht überschreitet. Insbesondere ist in jedem
Knoten zu gewährleisten, dass die Abweichung von der Nominalspannung des Netzes eine
festgelegte Prozentzahl nicht überschreitet, sowie dass die Stromgrenzen der Leitungen
des Netzes eingehalten werden.

Die so genannte Lastflussberechnung bzw. Leistungsflussanalyse oder auch Lastflussana-
lyse stellt ein für allgemeine elektrische Netzwerke verwendetes Verfahren dar, das zur
Ermittlung der Netzeigenschaften im stationären Zustand verwendet wird. Damit können
bei Vorgabe der am Netz angeschlossenen Leistungen die Spannungen in den Netzkno-
ten bestimmt und damit sowohl die Abweichung von der Nominalspannung als auch der
Stromfluss in den Leitungen berechnet werden. Dieses Verfahren wird beispielsweise in
den oben genannten Studien verwendet, um den Netzausbaubedarf festzustellen. Da die
Spannung allerdings nur im stationären Zustand des Netzes berechnet wird, können kei-
ne Aussagen über die Dynamik des Netzes oder über den Einfluss von Änderungen der
Leistung in einzelnen Knoten getroffen werden. Durch den zunehmenden Anschluss er-
neuerbarer Energien an die Verteilernetze sind Leistungsänderungen nicht nur kurzfristig
bei der dynamischen Spannungs- und Frequenzhaltung im Netz zu berücksichtigen, son-
dern auch bei der Planung der Netze. Denn der Umbau eines Netzes verursacht enorme
Kosten und soll so selten und gering wie möglich erfolgen. Der Anschluss von Elektro-
fahrzeugen stellt außerdem eine in den kommenden Jahren zunehmende Belastung für
das Netz dar, sodass insgesamt bei der Planung die Spannungsstabilität des Netzes nicht
nur im aktuellen, sondern vor allem in zukünftigen Szenarien gewährleistet sein muss.
Dafür kann der Einfluss der Leistung einzelner Knoten von besonderer Bedeutung sein,
da das Netz in Knoten mit großem Einfluss entweder besonders stabil gebaut sein sollte
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oder in diesen Knoten keine großen Leistungsänderungen geplant werden sollten.

Eine Möglichkeit zur Ermittlung kritischer Punkte im Netz ist das mehrfache Lösen der
Lastflussberechnung in verschiedenen zufälligen Szenarien, wie bei der probabilistischen
Lastflussanalyse, die aber durch die hohe Anzahl an Lastflussberechnungen mit einem
hohen Rechenaufwand verbunden ist (vgl. [3]). In dieser Arbeit wird eine Möglichkeit
untersucht, den Einfluss der Leistung in einem Knoten des Netzes auf die Spannung in
anderen Knoten direkt beim Lösen der Lastflussgleichungen zu erhalten. Dazu werden
die parametrischen Sensitivitäten oder Sensitivitätsableitungen verwendet, die eine li-
neare Näherung daran angeben, wie eine Variable von einem Parameter abhängt. Mit
der Leistung als Parameter und der Spannung als Variable der Lastflussgleichungen,
können die Sensitivitäten für die Berechnung dieser Abhängigkeit verwendet werden. In
zukünftigen Planungen könnte der Nutzen der Sensitivitäten darin bestehen den Zeit-
aufwand zu reduzieren oder die Qualität der Lösung von Netzplanungsalgorithmen zu
verbessern.

Die Sensitivätsableitungen sind beim Lösungsprozess eines Optimierungsproblems mit
dem SQP-Verfahren fast ohne zusätzliche Berechnungskosten verfügbar. Eine Imple-
mentierung der Lastflussgleichungen als Nebenbedingungen eines Optimierungsproblems
wird bereits in einem bestehenden Algorithmus zur Zielnetzplanung der AG Optimierung
und Optimale Steuerung an der Universität Bremen verwendet und bietet zusätzlich zur
effizienten Berechnung der Sensitivitäten den Vorteil, dass die Optimierung bestimmter
Variablen möglich ist. Für diese Arbeit ist die Optimierung selbst aber nicht von vorran-
giger Bedeutung, sondern vor allem die sich daraus ergebenden Sensitivitäten. Das Ziel
ist es zu untersuchen, wie gut die Sensitivitätsableitungen den Einfluss von Leistungs-
änderungen auf die Spannung im Netz abbilden können. In den Untersuchungen geht es
dabei insbesondere darum, die Aussagekraft der Sensitivitäten zu validieren, indem die
Struktur des Netzes beachtet wird und lineare Approximationen durch die Sensitivitäts-
ableitungen mit Ergebnissen durch erneutes Lösen der Lastflussgleichungen verglichen
werden. Anhand dessen werden Möglichkeiten der Verwendung bei der Zielnetzplanung
aufgezeigt.

Dazu werden im ersten Kapitel die Grundlagen elektrischer Netzwerke und die Lastfluss-
gleichungen erläutert. Im zweiten Kapitel dient die mathematische Theorie der nichtli-
nearen Optimierung für ein parametergestörtes Problem vor allem der Formulierung des
Sensitivitätssatzes, der die Grundlage für die parametrische Sensitivitätsanalyse dar-
stellt. Dabei wird auch kurz auf die numerische Lösung von Optimierungsproblem ein-
gegangen. In Kapitel 3 werden schließlich das Lastflussoptimierungsproblem aufgestellt
und die Anwendung der Sensitvitätsanalyse im konkreten Fall erläutert. Numerische
Ergebnisse werden im vierten Kapitel vorgestellt. Die Untersuchungen erfolgen anhand
realer Daten eines Mittelspannungsnetzes in Deutschland.
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1 Grundlagen elektrischer Netzwerke

Da elektrische Verteilnetze mit Dreiphasenwechselstrom betrieben werden, basiert die
Lastflussberechnung auf der komplexen Wechselstromrechnung, in der Spannung, Strom,
und Leistung, sowie Ohmsche Widerstände, Kapazitäten und Induktivitäten als kom-
plexe Größen behandelt werden. Um die Lastflussgleichungen für ein Verteilnetz auf-
zustellen, werden daher zunächst die notwendigen Begriffe aus der elektrischen Wech-
selstromlehre eingeführt und anschließend Ersatzschaltbilder für einzelne Komponenten
eines Netzwerks näher spezifiziert. Schließlich werden die Lastflussgleichungen mit diesen
Komponenten und durch Anwendung des Knotenpotentialverfahrens hergeleitet.

Als imaginäre Einheit wird in der gesamten Arbeit j zur Unterscheidung von der Bezeich-
nung für den Strom verwendet. Diese ist durch die Eigenschaft j2 = −1 definiert. Kom-
plexe Größen werden in der gesamten Arbeit durch einen Unterstrich gekennzeichnet.
Für die elektrischen Größen werden die in der Elektrotechnik üblichen Bezeichnungen
verwendet. Eine Auflistung der Bezeichnungen und Symbole ist im Symbolverzeichnis
zu finden.

1.1 Grundlagen der Wechselstromlehre

Für elektrische Systeme mit sinusförmiger Anregung wird in der Elektrotechnik die kom-
plexe Wechselstromrechnung verwendet. Durch die Verwendung komplexer Größen kön-
nen viele Aussagen aus der Gleichstromlehre, wie das Ohmsche Gesetz, auf Wechsel-
ströme übertragen werden. Die komplexe Wechselstromrechnung ist grundsätzlich auf
sinusförmige Größen beschränkt. Dies stellt aber keine starke Einschränkung dar, da
sich jede andere periodische Funktion nach dem Satz von Fourier als (unendliche) Sum-
me von Sinusfunktionen darstellen lässt (vgl. [4], S.200).

Zur Einführung der komplexen Stromzeiger seien zunächst eine sinusförmige Spannung

u(t) = û sin(ωt+ ϕu) (1.1)

und ein sinusförmiger Strom
i(t) = ı̂ sin(ωt+ ϕi) (1.2)

mit der Periodendauer T ∈ R, der Kreisfrequenz ω = 2π
T , den Amplituden û ∈ R und

ı̂ ∈ R sowie den Phasenverschiebungen ϕu ∈ [0,2π) und ϕi ∈ [0,2π) gegeben. Der
Wert dieser Funktionen kann zu jedem Zeitpunkt durch einen Zeiger in der komplexen
Ebene dargestellt werden, der mit der Kreisfrequenz ω gegen den Uhrzeigersinn um den
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Ursprung rotiert. In Abbildung 1.1 ist ein solches Zeigerdiagramm für Spannung und

ωtπ
2

π 3π
2

2πRe

Im

u(t)

ϕu

ϕi
i(t)

ϕuϕi

ω

Abbildung 1.1: Zeigerdiagramm für sinusförmige Wechselgrößen von Spannung und
Strom

Strom aufgetragen. Zum Zeitpunkt t = 0 beträgt der Winkel zwischen der reellen Achse
und dem Zeiger gerade ϕu bzw. ϕi. Der Imaginärteil des Zeigers entspricht dabei dem
Wert der Funktion zum Zeitpunkt t, dem Augenblickswert. Die Lage der beiden Zeiger
zueinander ändert sich nicht, da beide mit der gleichen Frequenz rotieren. Die Länge des
Zeigers entspricht immer der Amplitude des Signals û bzw. ı̂, sodass sich die komplexen
Drehzeiger

u(t) = û ej(ωt+ϕu) = cos (ωt+ ϕu) + j sin (ωt+ ϕu) (1.3)

und
i(t) = ı̂ ej(ωt+ϕi) = cos (ωt+ ϕi) + j sin (ωt+ ϕi) (1.4)

ergeben. Für Wechselspannung und Wechselstrom ist allerdings der Effektivwert von grö-
ßerer Bedeutung als die Amplitude des Signals. Dieser stellt eine Beziehung der Wech-
selgrößen zu Gleichgrößen her. Innerhalb einer Periode liefert eine konstante Gleichspan-
nung an einem elektrischen Bauteil die gleiche Energie wie eine Wechselspannung mit
dem Effektivwert der Gleichspannung. Für den Strom gilt diese Aussage analog (vgl.
[4], S.205). Der quadratische Mittelwert einer Wechselgröße innerhalb einer Periode gibt
genau diesen Effektivwert an und kann für die sinusförmigen Ströme und Spannungen
allgemein berechnet werden:

U :=

√
1
T

∫ T

0
u(t)2 dt =

√
1

2π

∫ 2π

0
(ûsin(ωt+ ϕu))2 dt = û√

2
(1.5)

I :=

√
1
T

∫ T

0
i(t)2 dt =

√
1

2π

∫ 2π

0
(̂ısin(ωt+ ϕi))2 dt = ı̂√

2
. (1.6)

Ersetzt man die Amplitude in (1.3) und (1.4) durch den Effektivwert werden die kom-
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plexen Effektivwert-Drehzeiger

U(t) = U ej(ωt+ϕu) = URe(t) + jU Im(t) (1.7)

und
I(t) = I ej(ωt+ϕi) = IRe(t) + jU Im(t) (1.8)

definiert, die zu jedem Zeitpunkt t bis auf den Faktor 1√
2 identisch mit den in Abbildung

1.1 abgebildeten Zeigern und den zugehörigen sinusförmigen Wechselgrößen sind. Da
der Effektivwert durch die Analogie zum Gleichstrom eine größere Bedeutung für den
Wechselstrom hat als die Amplitude, wird diese Definition der Drehzeiger in der kom-
plexen Wechselstromrechnung verwendet. Die Effektivwert-Drehzeiger geben weiterhin
Augenblickswerte von Wechselgrößen an, die aber im Allgemeinen und insbesondere bei
der Analyse von Netzwerken nicht benötigt werden, da vor allem die Phasenverschie-
bung der Größen zueinander interessant ist. Daher wird der Drehzeiger bei konstanter
Frequenz durch einen festen Effektivwertzeiger ersetzt, der dem Anfangswert t = t0 des
Drehzeigers entspricht. Die komplexen Festzeiger

U = U(t)
ejωt

= Uejϕu = URe + jU Im und (1.9)

I = I(t)
ejωt

= Iejϕi = IRe + jIIm (1.10)

sind die üblichen Darstellungen von Wechselgrößen in der komplexen Wechselstrom-
rechnung und werden für die Betrachtungen an elektrischen Netzwerken verwendet. Bei
der Erläuterung der elektrischen Grundelemente wird allerdings noch einmal auf den
Zusammenhang zwischen den reellen Wechselgrößen und den komplexen Drehzeigern
eingegangen. Die Einheit der komplexen Spannung ist wie im Reellen Volt [V] und die
Einheit des komplexen Stroms Ampere [A] (vgl. [4], S. 200ff).

1.2 Elektrische Grundelemente

In der Analyse von linearen elektrischen Netzwerken spielen drei Grundelemente eine be-
sondere Rolle. Durch den Ohmschen Widerstand, den Kondensator und die Spule können
Ersatzschaltbilder von fast allen elektrischen Elementen erstellt werden, bei der die kom-
plexe Wechselstromrechnung Anwendung findet. Dazu gehören zum Beispiel elektrische
Leitungen oder Transformatoren, aus denen sich Verteilnetze hauptsächlich zusammen
setzen und deren Ersatzschaltbilder in Abschnitt 1.3 erläutert werden. An dieser Stel-
le wird insbesondere auf den Zusammenhang der einzelnen Elemente mit den komple-
xen Zeigern für Spannung und Strom eingegangen, um komplexe Widerstände und das
komplexe Ohmsche Gesetz einzuführen. Für Ausführungen zu den Funktionsweisen der
einzelnen Bauteile vergleiche beispielsweise [4].
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1.2.1 Der Ohmsche Widerstand

Das einfachste elektrische Bauteil stellt der Ohmsche Widerstand dar, der in elektrischen
Netzwerken die Abhängigkeit zwischen Strom und Spannung angibt. Das Ohmsche Ge-
setz gilt auch für Wechselgrößen zu jeden Zeitpunkt (u(t) = R i(t)), sodass für einen
sinusförmigen Strom (1.10)

u(t) = R ı̂ sin (ωt+ ϕi) = R
√

2I sin (ωt+ ϕi) (1.11)

gilt. Strom und Spannung unterscheiden sich nur in der Amplitude und damit im Effek-
tivwert, für den demnach die Beziehung

U = RI (1.12)

gilt. Man spricht davon, dass sich Strom und Spannung „in Phase“ befinden. Für die
komplexen Zeiger kann außerdem

U = RI bzw. I = 1
R
U (1.13)

gefolgert werden, da sich nur der Effektivwert und nicht die Phase ändert. Der Kehrwert
des Ohmschen Widerstands oder Wirkwiderstands

G = 1
R

(1.14)

wird als Ohmscher Leitwert oder Wirkleitwert bezeichnet. Abbildung 1.2 zeig das Schalt-
symbol des Ohmschen Widerstandes. Die Einheit des Ohmschen Widerstandes ist Ohm
[Ω] und die des des Ohmschen Leitwerts Siemens [S] (vgl. [4], S.222ff).

Abbildung 1.2: Schaltsymbol des Widerstandes

1.2.2 Der Kondensator

Kondensatoren sind elektrische Bauelemente, die elektrische Ladung in einem elektri-
schen Feld speichern können. Die gespeicherte Ladung ist von der Spannung abhängig
und wird als Kapazität C mit der Einheit Farad [F] bezeichnet. Sie können in ver-
schiedenen Formen, wie als Platten-, Zylinder- oder Kugelkondensator auftreten. Für
die Theorie wird ein idealer Kondensator mit einer reinen Kapazität (ohne durch einen
ohmschen Widerstand ausgedrückte Verluste) angenommen, der in der Realität nicht
auftritt. Kapazitive Elemente in einem Stromkreis führen immer zu einer Phasenver-
schiebung zwischen Spannung und Strom. Diese kann mit Hilfe eines idealen Konden-
sators im Wechselstromkreis bei sinusförmiger Anregung des Stroms (1.10) durch die
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Beziehung

i(t) = C
du(t)

dt = ωCû cos (ωt+ ϕu) = ωC
√

2U sin
(
ωt+ ϕu + π

2

)
(1.15)

hergeleitet werden. Die Phase des Stroms ist im Vergleich zur Spannung also um π
2 nach

links verschoben. Durch Ableiten der komplexen Drehzeiger

I(t) = C
dU(t)

dt = jωCUe(jωt+ϕu) (1.16)

wird diese Phasenverschiebung ebenfalls deutlich, da die Multiplikation mit der kom-
plexen Einheit j zu einer Drehung des Zeigers um π

2 führt. In diesem Fall spricht man
davon, dass der Storm der Spannung um 90◦ vorauseilt. Für den Effektivwert folgt aus
Gleichung (1.15) die Beziehung

I = ωCU (1.17)

und für den komplexen Festzeiger gilt:

I = jωCU bzw. U = 1
jωC

I = −j 1
ωC

I. (1.18)

Aus dieser Gleichung ist bereits eine Ähnlichkeit zum Ohmschen Gesetz im Reellen zu
erkennen. In Analogie zum Wirkwiderstand und zum Wirkleitwert werden daher für den
Kondensator ein Blindleitwert

BC := ωC (1.19)

mit der Einheit Siemens [S] und ein Blindwiderstand

XC := − 1
ωC

(1.20)

mit der Einheit Ohm [Ω] definiert. Abbildung 1.3 zeigt das Ersatzschaltbild dieses elek-
trischen Elementes (vgl. [4], S.225ff).

Abbildung 1.3: Schaltsymbol des Kondensators

1.2.3 Die Spule
Wechselstrom erzeugt in elektrischen Leitern ein elektromagnetisches Feld, das diesen
umgibt. Durch die Aufwicklung von Leitern zu einer Spule kann ein besonders starkes
elektromagnetisches Feld erzeugt werden, sodass das elektrische Bauelement der Spule
in elektrischen Netzen als das Magnetfeld erzeugende Element verwendet wird. Diese
können wie der Kondensator in unterschiedlicher Form, wie zum Beispiel mit oder ohne
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Eisenkern, realisiert werden. Die Eigenschaften des erzeugten Magnetfeldes sind in der
elektrischen Induktivität L mit der Einheit Henry [H] zusammengefasst. Auch hier wird
ähnlich wie beim Kondensator für die Theorie eine ideale Spule mit reiner Induktivität
angenommen, die im Stromkreis die Beziehung zwischen Spannung und Strom

u(t) = L
di(t)

dt = ωCı̂ cos (ωt+ ϕu) = ωC
√

2I sin
(
ωt+ ϕi + π

2

)
(1.21)

hervorruft. In diesem Fall führt eine sinusförmige Anregung des Stroms dazu, dass eine
Spannung induziert wird, die im Vergleich zum Strom um π

2 nach links verschoben ist.
Auch hier kann der komplexe Drehzeiger des Stromes abgeleitet werden

U(t) = C
dI(t)

dt = jωLUe(jωt+ϕi). (1.22)

Die Spannung eilt hier also dem Strom um 90◦ voraus.

Die Gleichungen für den Effektivwert

U = ωLI (1.23)

und den komplexen Festzeiger

U = jωLI bzw. I = 1
jωL

U = −j 1
ωL

U. (1.24)

gelten genau umgekehrt wie bei den Gleichungen des Kondensators und die Definitionen
des Blindwiderstands

XL := ωL (1.25)

und des Blindleitwerts
BL := − 1

ωL
(1.26)

der Spule mit den entsprechend gleichen Einheiten ergeben sich daraus auf dieselbe Art
und Weise. Abbildung 1.4 zeigt das Ersatzschaltbild (vgl. [4], S.223ff).

Abbildung 1.4: Schaltsymbol der Spule

1.2.4 Der komplexe Widerstand

Wie bereits erwähnt, wird bei der Herleitung der Gleichungen (1.18) und (1.24) von
idealen Bauelementen ausgegangen. In der Realität treten solche idealen Kondensato-
ren und Spulen allerdings nicht auf, da reale Bauelemente immer verlustbehaftet sind
und damit einen inneren Widerstand besitzen. Ideale Bauelemente werden allerdings für
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Ersatzschaltbilder verwendet, die sich aus reinen Kapazitäten, Induktivitäten und Wi-
derständen zusammensetzen.

Um Schaltungen und Netzwerke, die durch Ersatzschaltbilder und elektrische Modelle
aus idealen Kondensatoren, Spulen und Wirkwiderständen bestehen, mit der komplexen
Wechselstromrechnung analysieren zu können, ist es sinnvoll einen komplexen Wider-
stand und einen komplexen Leitwert zu definieren, der sich aus den vorgestellten Größen
zusammensetzt. Das Ohmsche Gesetz besitzt auch für Wechselgrößen unter der folgenden
Definition seine Gültigkeit.

Definition 1.2.1 (Das ohmsche Gesetz für Wechselgrößen). Es seien U und I komplexe
Festzeiger der sinusförmigen Wechselgrößen u(t) und i(t). Dann gilt

U = (R+ jX)I bzw. I = (G− jB)U. (1.27)

Der komplexe Widerstand (Impedanz) ist definiert als

Z := R+ jX (1.28)

und der komplexe Leitwert (Admittanz) als

Y := G− jB = 1
Z
. (1.29)

Das negative Vorzeichen vor dem Blindleitwert B ist dabei durch die Beziehung

X = − 1
B

begründet, das wie bei der Herleitung von Kondensator und Spule hervorgeht, aus dem
Kehrwert der komplexen Einheit

1
j

= −j

resultiert. Die Einheit des komplexen Widerstandes ist Ohm [Ω] und als Schaltsymbol
wird das Symbol des ohmschen Widerstandes aus Abbildung 1.2 verwendet (vgl. [4],
S.263ff).

1.2.5 Die komplexe Scheinleistung

In der reellen Gleichstromrechnung ist die Leistung durch das Produkt aus Strom und
Spannung

P = UI (1.30)

mit der Einheit Watt [W] definiert. In der komplexen Wechselstromrechnung kann die
Leistung nicht ganz analog dazu definiert werden, da die Phasenverschiebung zwischen
Spannung und Strom beachtet werden muss. Die komplexe Scheinleistung S wird daher
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als Produkt der komplexen Spannung mit dem komplex konjugierten Wert des Stromes

S = U I∗

= UejϕuIe−jϕi

= UIejϕu−ϕi

= UI cos (ϕu − ϕi) + jUI sin (ϕu − ϕi)

(1.31)

definiert. Dabei werden auch hier die Festzeiger verwendet, da der schwingende An-
teil nur in seltenen Fällen von Bedeutung ist. Diese Definition ist allerdings durch den
Augenblickswert der Leistung zum Zeitpunkt t

p(t) = u(t)i(t), (1.32)

dem Produkt der Augenblickswerte von Spannung und Strom begründet. Eine genauere
Betrachtung dieser Funktion erklärt sowohl den Real-, als auch den Imaginärteil der
Scheinleistung. Der Realteil der Scheinleistung UI cos (ϕu − ϕi) entspricht dabei gerade
dem Mittelwert der Funktion p(t). Mit Hilfe der trigonometrischen Beziehung

sin(a) sin(b) = 1
2(cos(a− b)− cos(a+ b)) (1.33)

kann die Funktion in einen konstanten und einen periodischen Teil aufgeteilt werden:

p(t) = ûı̂ sin (ωt+ ϕu) sin (ωt+ ϕi)

= 1
2 ûı̂(cos (ϕu − ϕi)− cos (2ωt+ ϕu + ϕi))

= û√
2
ı̂√
2

(cos (ϕu − ϕi)−
û√
2
ı̂√
2

cos (2ωt+ ϕu + ϕi)).

(1.34)

Der Mittelwert ist als das Integral der Funktion über eine Periode definiert und ist damit
für den zweiten, periodischen Teil gleich 0. Dieser ist damit durch den ersten Summanden
bestimmt und wird als Wirkleistung

P := UI cos (ϕu − ϕi) (1.35)

bezeichnet, weil dadurch die tatsächlich nutzbare Leistung bestimmt ist. Dieser ent-
spricht gerade dem Realteil der durch Gleichung (1.31) definierten Scheinleistung. Der
Imaginärteil der Scheinleistung

Q := UI sin (ϕu − ϕi) (1.36)

wird als Blindleistung bezeichnet und kann anschaulich durch zusätzliche Umformungen
von (1.34) unter Verwendung einer weiteren trigonometrischen Beziehung

cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) (1.37)
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erklärt werden:

p(t) = P − UI cos (2(ωt+ ϕu)− (ϕu − ϕi)︸ ︷︷ ︸
=ϕ

))

= P − UI cos (2(ωt+ ϕu)) cos (ϕ)))− UI sin (2(ωt+ ϕu)) sin (ϕ)))
= P (1− cos (2(ωt+ ϕu)))−Q sin (2(ωt+ ϕu))

. (1.38)

Bei einer Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung um 90◦, wie es bei idealen
Spulen und Kondensatoren der Fall ist, d.h. |ϕ| = π

2 , ist die Wirkleistung P = 0 und der
erste Term in Gleichung (1.38) fällt weg. Die Leistung schwingt dann mit Mittelwert 0
zwischen −UI und +UI hin und her, da

Q = UI sin(±π2 ) = ±UI

gilt. In diesem Fall ist keine nutzbare Energie im System vorhanden und es wird nur
Blindleistung erzeugt (vgl. [5], S. 138ff).

Obwohl die Blindleistung zunächst keinen praktischen Nutzen liefert, ist sie in elektri-
schen Netzen durch kapazitive und induktive Wirkungen von Leitungen, Transformato-
ren und auch Erzeugern und Verbrauchern immer vorhanden. Deshalb muss das System
für diese zusätzliche Belastung ausgelegt sein. Während kleinere Verbraucher und Haus-
halte nicht zusätzlich für die Blindleistung bezahlen müssen, da diese schwer zu bemessen
ist, müssen große Verbraucher diese bei Netzanschluss angeben und vergüten (vgl. [6],
S. 202).

Wenn im Folgenden von der Leistung gesprochen wird, ist immer die komplexe Schein-
leistung gemeint, die sich aus Wirk- und Blindleistung zusammensetzt. Die Einheit von
Wirk-, Blind- und Scheinleistung ist per Definition als Produkt von Spannung und Strom,
das Produkt aus Volt und Ampere. Um diese drei Größen besser unterscheiden zu kön-
nen, werden allerdings in der Regel verschiedene Einheitsbezeichnungen angegeben. Die
Wirkleistung wird wie die Leistung in der Gleichstromrechnung in der Einheit Watt [W],
die als Produkt von Volt und Ampere definiert ist, angegeben, die Blindleistung in „volt
ampere reactive“ [var] und die Scheinleistung in Voltampere [VA].

1.3 Elektrische Übertragungsnetzte

Das deutsche Stromnetz ist, wie bereits in der Einleitung erwähnt, in verschiedene Span-
nungsebenen unterteilt. Die Netze werden auf allen Spannungsebenen, wie weltweit die
meisten elektrischen Übetragungsnetze, mit 50 Hz-Drehstrom betrieben, der sich aus drei
zueinander phasenverschobenen Wechselströmen zusammensetzt. Bevor anschließend die
Funktionsweise des Drehstroms genauer erläutert wird, geht der folgende Abschnitt auf
den Aufbau des deutschen Stromnetzes und die Verbraucher und Erzeuger in den ein-
zelnen Verteilnetzen ein. Schließlich werden weitere Elemente des Übetragungsnetzes
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anhand ihrer Ersatzschaltbilder beschrieben. Dazu gehören Freileitungen und Kabel zur
Übertragung der Energie, sowie Transformatoren zur Umwandlung der Spannung zwi-
schen verschiedenen Spannungsebenen. Die Ersatzschaltbilder führen zu vereinfachten
stationären Gleichungen für die Bauelemente, die in den Lastflussgleichungen verwen-
det werden. Eine genaue Herleitung der Ersatzschaltbilder kann in Standardwerken zur
elektrischen Energieversorgung wie [7] und [8] nachvollzogen werden.

1.3.1 Aufbau des deutschen Stromnetzes
Abbildung 1.5 zeigt den Aufbau des deutschen Stromnetzes in den verschiedenen Span-
nungsebenen. Die Aufteilung in ein Übertragungs- und ein Verteilnetz ist dabei histo-
risch bedingt, da es auf eine zentrale Energieversorgung durch große Kraftwerke (Kohle,
Atomenergie etc.) ausgerichtet war. Die Energieübertragung bei hohen Spannungen ist
deutlich weniger verlustbehaftet. Daher wird die erzeugte Energie auf der Höchstspan-
nungsebene über große Strecken transportiert und über die Hoch-, Mittel- und Nieder-
spannungsebenen an die Verbraucher verteilt. Während insbesondere Nieder- und Mit-
telspannungsnetze lange ausschließlich zur Verteilung der in höheren Spannungsebenen
erzeugten Leistung zu den Verbrauchern dienten, wird inzwischen durch die zunehmend
dezentrale Energieversorgung auf allen Spannungsebenen auch Leistung in das Netz ein-
gespeist (vgl. [7], S. 399ff).

Je nach Spannungsebene des Netzwerks setzen sich Verbraucher und Erzeuger unter-
schiedlich zusammen, wie in Abbildung 1.5 nachvollzogen werden kann. In Niederspan-
nungsnetzen sind einzelne Haushalte sowie kleinere Industriebetriebe die häufigsten Ver-
braucher. In Mittelspannungsnetzen bilden die über Transformatoren bzw. Umspann-
werke angeschlossenen Niederspannungsnetze eine Gesamtlast. Außerdem werden grö-
ßere industrielle Anlagen direkt an das Mittelspannungsnetz angeschlossen. Im Hoch-
spannungsnetz sind die Mittelspannungsnetze als Gesamtlasten und große Industrielle
Abnehmer hauptsächlich als Verbraucher zu betrachten. Transformatoren werden bei
der Analyse eines Netzes teilweise nur implizit berücksichtigt, wenn die gesamte ange-
schlossene Leistung des Netzes der niedrigeren Spannungsebene als Netzknoten verwen-
det wird. Zu den dezentralen Erzeugern zählen unter anderem Blockheizkraftwerke wie
Biogasanlagen oder Kraft-Wärme-Kopplungs-Anlagen, Photovoltaik, Windenergie und
kleinere Wasserkraftwerke. Die Anlagen werden je nach Größe, also der erzeugten Leis-
tung, an die jeweilige Spannungsebene angeschlossen (vgl. ebd.).

In den Verteilnetzen wird der Großteil der Leistung weiterhin nicht dezentral erzeugt,
sondern aus der höheren Spannungsebene bezogen. Das Umspannwerk stellt daher einen
besonderen Knoten im Netz dar, da hier die Leistung der höheren Spannungsebene dem
Netz zugeführt wird. Diese ist damit die Differenz zwischen verbrauchter und erzeugter
Leistung innerhalb des Netzes (vgl. ebd.).

Wie genau die Verbraucher und Erzeuger über den in die Netzknoten fließenden Strom
in die Lastflussberechnung eingehen, wird in Abschnitt 1.4.2 beschrieben.
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Abbildung 1.5: Aufbau des deutschen Stromnetzes [9]
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1.3.2 Drehstrom

Drehstrom oder Dreiphasenwechselstrom entsteht durch drei Spulen, die im Kreis um
120◦ versetzt zueinander angeordnet sind und einem im Zentrum dieser Spulen rotie-
renden elektromagnetischen Feld, das auf verschiedene Weise erzeugt werden kann. Im
einfachsten Fall ist dies ein rotierender Dauermagnet. Auf die genaue Funktionsweise
von Drehstromgeneratoren und -motoren wird an dieser Stelle nicht eingegangen und
auf die Fachliteratur, wie zum Beispiel [7] oder [8] verwiesen. Durch diese Anordnung
bilden sich drei um 120◦ zeitlich versetzte Wechselspannungen, die zu drei zeitlich ver-
setzten Einphasensystemen führen. Sowohl die Verschaltung der Spulen zur Erzeugung
von Drehstrom, als auch die Drehstromlasten können stern- oder dreiecksförmig ver-
schaltet werden. In Abbildung 1.6 sind an einen im Stern verschalteten Erzeuger (links)
ein im Stern und ein im Dreieck geschalteter Drehstromverbraucher angeschlossen.
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Abbildung 1.6: Verschaltung von Drehstrom im Stern und im Dreieck (eigene Grafik,
angelehnt an [8], S.18f)

Die Spannungen UA, UB und UC zwischen den Knotenpunkten der Schaltung A,B und
C und dem Sternpunkt N werden als Stern- oder Phasenspannungen bezeichnet. Im
Neutralleiter fließt bei symmetrischem Betrieb kein Strom, sodass eine Sternschaltung
auch ohne Neutralleiter realisiert werden kann. Deshalb ist dieser in Abbildung 1.6 als
gestrichelte Linie dargestellt. Symmetrischer Betrieb heißt in diesem Fall, dass sowohl
auf der Erzeugerseite, als auch auf der Verbraucherseite Spannungen genau im Winkel
120◦ zueinander verschoben sind und den gleichen Betrag aufweisen, also die komplexen
Widerstandswerte der Spulen und der Lasten jeweils gleich sind. In der Dreiecksschaltung
entspricht die Spannung, die zwischen zwei Knotenpunkten abfällt, genau der Differenz
der Phasenspannungen zwischen diesen Knoten:

UAB = UA − UB
UBC = UB − UC
UCA = UC − UA.
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Diese Spannungen werden als Dreiecks- oder Leiter-Leiter-Spannungen bezeichnet, da
sie auch in einer Sternschaltung die Spannungsdifferenz zwischen den einzelnen Leitern
angeben. Im symmetrischen Betrieb gilt für die Phasenspannungen mit a = ej

2π
3

UB = UA a
2, (1.39)

UC = UA a, (1.40)

und für die Phasenströme

IB = IA a, (1.41)
IC = IA a

2. (1.42)

Im Normalbetrieb kann für elektrische Netze eine symmetrische Betriebsführung an-
genommen werden, da alle Erzeuger und Verbraucher symmetrisch an das Netz an-
geschlossen werden. Auf Grund der in diesem Fall einfachen Beziehung der einzelnen
Phasenspannungen und Phasenströme zueinander ist es ausreichend sich bei den wei-
teren Ausführungen auf eine einphasige Betrachtung mit der Phasenspannung UA und
dem Phasenstrom IA zu beschränken. Der Zusammenhang dieser Phasenspannung zur
Leiter-Leiter-Spannung ist durch

UAB =
√

3UAej(ϕuA+π
6 ) (1.43)

gegeben. Damit gilt insbesondere für die Beträge der Leiter-Leiter-Spannungen:

UAB = UBC = UCA =
√

3UA. (1.44)

Der Faktor
√

3 wird dabei als Verkettungsfaktor bezeichnet.

Da die Leiter-Leiter-Spannung sowohl in der Dreiecks-, als auch in der Sternschaltung als
einzige in jedem Fall direkt gemessen werden kann, wird ihr Betrag als Spannungsangabe
für elektrische Netze verwendet. Die Spannungswerte eines 110 kV-Hochspannungsnetzes
oder eines 20 kV-Mittelspannungsnetzes beziehen sich also auf die Beträge der Leiter-
Leiter-Spannungen. Die 230 V, die im Haushalt an der Steckdose anliegen, beziehen sich
hingegen auf die Phasenspannung, da diese nur an eine Phase des Niederspannungsnetzes
angeschlossen sind. Im Gesamten wird für die Spannungsangabe des Niederspannungs-
netzes auch die Leiter-Leiter-Spannung von 400 V ≈

√
3 · 230 V verwendet (vgl. [7], S.

15ff).

Der Vorteil in der Verwendung von Drehstrom liegt insbesondere darin, dass im Vergleich
zum einphasigen Wechselstrom mit weniger Leitern eine höhere Leistung übertragen wer-
den kann. Dies ist bei einer einphasigen Betrachtung eines Dreiphasennetzes zu beachten.
Die Leistung eines Dreiphasensystems berechnet sich aus der Summe der Leistungen der
einzelnen Phasen und kann bei symmetrischem Betrieb direkt vereinfacht werden, da

15



a3 = 1 ist:

S = UAI
∗
A + UBI

∗
B + UCI

∗
C

= UA I
∗
A + UA a

2 I∗A a+ UA a I
∗
A a

2

= 3UA I∗A.
(1.45)

Häufig wird die Leitungsgleichung mit dem Betrag der Leiter-Leiter-Spannung U und
der Phase der Phasenspannung ϕu := ϕuA sowie dem Phasenstrom I := IA ausgedrückt.
Gleichung (1.45) wird dann zu

S = 3UA I∗A
= 3UAIAejϕu−ϕi

=
√

3UIejϕu−ϕi

=
√

3UI cos(ϕu − ϕi) + j
√

3UI sin(ϕu − ϕi)
= P + jQ

(1.46)

umgeformt. Mit der komplexen Größe U = Uejϕu , die in dieser Form keine Entsprechung
im Dreiphasensystem hat, sondern sich aus komplexer Leiter- und Phasenspannung zu-
sammensetzt, wird dann kompakt die Gleichung

S =
√

3U I (1.47)

verwendet (vgl. [10], S. 41f.).

1.3.3 Elektrische Leitungen

Elektrische Leitungen können entweder durch unterirdische Kabel oder durch oberir-
dische Freileitungen realisiert werden. Dabei handelt es sich um Drehstromleitungen,
die aber aus oben genannten Gründen einphasig betrachtet werden. Sowohl Freileitun-
gen als auch Kabel können für die Lastflussberechnung von Verteilnetzen als „elektrisch
kurze“ Leitungen betrachtet werden, da dies für die stationären Betrachtung bei 50 Hz
für „praktisch alle Energieleitungen“ eine berechtigte Vereinfachung darstellt ([8], S.180).
Die Eigenschaften des Leitung werden dabei durch verschiedene komplexe Bauteile ange-
geben. Der von der Frequenz und der Leiterquerschnittsfläche abhängige Wirkwiderstand
R gibt die Verluste der Leitung an. Der im Leiter fließende elektrische Strom induziert
außerdem ein elektrisches und ein magnetisches Feld. Diese sind vom Durchmesser und
der Geometrie der Leitungen abhängig und werden durch die Kapazität C und die In-
duktivität L beschrieben. Der Wirkleitwert G gibt die Verluste des elektrischen Feldes
an, ist aber in der Regel vernachlässigbar klein. Diese Größen sind zudem alle von der
Länge der Leitung abhängig. Im so genannten Π-Ersatzschaltbild in Abbildung 1.7 für
eine elektrisch kurze Leitung finden sich diese Größen wieder.
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Abbildung 1.7: Ersatzschaltbild einer elektrisch kurzen Leitung, (eigene Grafik, ange-
lehnt an [8], S. 178)

Das Längsglied des Ersatzschaltbildes wird dabei in der Regel als Impedanz

ZL = R+ jωL (1.48)

und die Querglieder als Hälfte der Admittanz

Y L = G+ jωC (1.49)

angegeben. Damit kann die Beziehung zwischen Spannung und Strom zwischen den
beiden Endpunkten der Leitung durch(

I1
I2

)
=

( 1
ZL

+ Y L
2

)
− 1
ZL

− 1
ZL

(
1
ZL

+ Y L
2

)(U1
U2

)
(1.50)

ausgedrückt werden (vgl. [8], S. 171ff).

1.3.4 Transformatoren

Um von einer Spannungsebene in eine andere zu wechseln, werden Transformatoren ver-
wendet. Die Eingangsspannung auf der Primärseite des Transformator U s wird auf die
Spannung auf der Sekundärseite Up transformiert. Dies wird durch aufgewickelte Spulen
realisiert, wobei das Verhältnis der Windungszahlen der beiden Spulen bei einem idealen
Transformator dem Verhältnis von Eingangs- zur Ausgangsspannung entspricht. Ideale
Transformatoren existieren in der Realität nicht, sondern werden vor allem für theoreti-
sche Betrachtungen verwendet. In Ersatzschaltbildern realer Transformatoren wird zur
Vereinfachung immer das Übersetzungverhältnis des idealen Transformators angegeben
und die Verluste werden durch zusätzliche komplexe Widerstände dargestellt. Dies ist
einphasig das Verhältnis der Windungszahlen zueinander oder bei Drehstromstranfor-
matoren ein Äquivalent dazu.

Drehstromtransformatoren können dabei als Zwei- oder Dreiwicklungstransformatoren
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gebaut werden, deren Primär- und Sekundärseite im Stern oder im Dreieck verschaltet
sein können. Zusätzlich kommt eine Zickzackschaltung in Frage, auf die hier nicht näher
eingegangen wird. Außerdem kann eine Phasenverschiebung der Primär- und der Sekun-
därspannung mit so genannten Phasenverschiebertransformatoren herbeigeführt werden,
um die Blindleistung in einem elektrischen Netzwerk zu beeinflussen. Diese Phasenver-
schiebung kann ebenfalls über das Übersetzungsverhältnis ü ∈ C angegeben werden,
das damit im Allgemeinen ein komplexer Wert ist, bei dem der Betrag das Verhältnis
der Windungszahlen angibt und die Phase die durch den Transformator hervorgerufene
Phasenverschiebung (vgl. [7], S. 219ff).

Die Darstellung eines Drehstromtransformators mit komplexer Windungszahl mit den
realen Verlusten durch ein Π−Ersatzschaltbild ist möglich, wenn die Spannung und der
Strom auf der Sekundärseite auf die Spannung und den Strom der Primärseite umge-
rechnet werden:

U ′s = U s
ü und I ′s = Is

ü∗ . (1.51)

Bei einem idealen Transformator wären die so genannten gestrichenen Größen U ′s und I ′s
dann gleich Up und Ip. Die Differenz der Größen beschreibt also gerade die Verluste des
Transformators. Das Π−Ersatzschaltbild dazu ist in Abbildung 1.8 dargestellt. Die dar-
in vorkommenden Admittanzen werden über das T−Ersatzschaltbild hergeleitet, in dem
die Wicklungs-, Eisen- und Streuungsverluste, die als feste Parameter eines Transforma-
tors bekannt sind, explizit erkennbar sind. Die einzelnen Admittanzen Y ′ps und Y p und
Y ′s setzten sich daher alle aus diesen Verlusten zusammen und können nicht jeweils einer
bestimmten Verlustart zugeordnet werden. In Y ′s und Y ′ps ist auch das Übersetzungs-
verhältnis ü zu berücksichtigen, sodass diese ebenfalls als gestrichene Größen angegeben
werden.

U ′s

I ′sIp

Up

Y ′ps

Y p Y ′s

Abbildung 1.8: Ersatzschaltbild eines Transformators, (eigene Grafik, angelehnt an [7],
S. 257)

Die Beziehung zwischen Spannung und Strom der Primär- und der umgerechneten Se-
kundärseite wird mit einer Matrix durch die Gleichung(

Ip
I ′s

)
=
(
Y p + Y ′ps −Y ′ps
−Y ′ps Y s + Y ′ps

)(
Up
U ′s

)
(1.52)

18



beschrieben. Durch Ersetzen der gestrichenen Größen von Strom und Spannung auf der
Sekundärseite wird diese zu Gleichung(

Ip
Is

)
=
(
Y p + Y ′ps −üY ′ps
−ü∗ Y ′ps |ü|2(Y ′s + Y ′ps)

)(
Up
U s

)
(1.53)

umgeformt, in der die ursprünglichen Größen für Spannung und Strom vorkommen.
Zu dieser Gleichung gibt es bei Phasenschiebertransformatoren kein entsprechendes Π-
Ersatzschaltbild, da die Einträge auf der Nebendiagonalen nicht identisch sind. Wenn
sonst ü := ü = ü∗ gilt, ist die Darstellung durch ein Π−Ersatzschaltbild mit den Umfor-
mungen

Ỹ
′
ps = üY ′ps
Ỹ p = Y p + (1− ü)Y ′ps
Ỹ
′
s = ü2Y ′s + ü(ü− 1)Y ′ps

(1.54)

möglich (vgl. [7], S.255ff). Im verwendeten Mittelspannungsnetz ist der Transformator
im Umspannwerk ein Phasenschiebertransformator.

Das Schaltsymbol des Transformators in elektrischen Netzen zeigt Abbildung 1.9.

Abbildung 1.9: Schaltsymbol des Transformators

1.4 Lastflussberechnung
Die Lastflussberechnung für elektrische Netzwerke basiert auf dem Knotenpotentialver-
fahren, das aus der Theorie für Gleichstromnetzwerke mit reellen Größen auf die Wechsel-
stromrechnung mit komplexen Größen übertragen werden kann. Ein Vorteil dieses Ver-
fahrens ist eine dünn besetzte Admittanzmatrix, die direkt aus dem Netzersatzschaltplan
aufgestellt werden kann, wenn die oben vorgestellten Π−Ersatzschaltbilder für Leitungen
und Transformatoren verwendet werden. Lasten und Generatoren können anschließend
über die Knotenströme leicht integriert werden. Die Herleitung des Knotenpotentialver-
fahren für die Lastflussberechnung orientiert sich an der Herangehensweise von Oeding
und Oswald (vgl. [7], S. 451ff).

1.4.1 Das Knotenpotentialverfahren

Grundlage für das Knotenpotentialverfahren bildet das 1. Kirchhoffsche Gesetz, die Kno-
tenregel (vgl. [4], S.26). Sie besagt, dass in jedem Knotenpunkt eines elektrischen Netz-
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werks die Summe aller zu- und abfließenden Ströme (Zweigströme) gleich 0 sein muss.
In einem Knoten k mit n Zweiströmen gilt also

n∑
k=1

Ik = 0. (1.55)

Für das Knotenpotentialverfahren ist zunächst ein Bezugsknoten 0 festzulegen, sodass
die Spannung Uk in einem Knoten k immer die Spannung zwischen dem Knoten und dem
Bezugsknoten angibt. In elektrischen Übertragungsnetzen wird in der Regel die Erde als
Bezugsknoten gewählt (vgl. [11], S. 81f.). Die Idee des Knotenpotentialverfahrens wird
zunächst an zwei Knoten eines Netzwerks mit insgesamt K ∈ N Knoten erläutert. In
Abbildung 1.10 ist ein solcher Netzausschnitt dargestellt.

I`kIk`

Uk U `

Y k`

Y k0 Y `0

Ik0 I`0

0

Ik Ik

Abbildung 1.10: Netzauschnitt zwischen den Knoten k und ` und dem Bezugspotential
(eigene Grafik, angelehnt an [7], S. 453)

Für die Verbindung zwischen den beiden Knoten mit dem Bezugspotential wird dabei
zunächst angenommen, dass diese durch ein Π−Ersatzschaltbild dargestellt werden kann.
Mit der Spannung Uk` und den Strom Ik` zwischen den beiden Knoten gilt mit dem
komplexen Ohmschen Gesetz (1.27):

Ik` = Y k` Uk` = Y k`(Uk − U `) = −I`k. (1.56)

Die Ströme zum Bezugspotential in den Knoten k und ` werden durch

Ik0 = Y k0 Uk und I`0 = Y `0 U ` (1.57)

beschrieben. Die Knotenströme Ik und I` werden im klassischen Knotenpotentialver-
fahren durch Stromquellen repräsentiert. Sie stellen keine Verbindung zu einem ande-
ren Knoten dar, sondern berücksichtigen die durch Erzeuger und Verbraucher an das
elektrische Netz angeschlossene Leistung und werden im nächsten Abschnitt genauer
spezifiziert. Der Knotenstrom wird im Gegensatz zu allen anderen Strömen als in den
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Knoten hineinfließend gewählt. Die Wahl der Stromrichtung ist dabei zunächst beliebig
und muss erst hinterher bei der Interpretation der Vorzeichen beachtet werden.

In einem Netzwerk kann theoretisch jeder Knoten mit jedem anderen Knoten verbunden
sein. Die Ströme zu anderen Knoten sind in Abbildung 1.10 durch Ströme angedeutet, die
aus den Knoten k und ` herausfließen und nicht mit einem Namen gekennzeichnet sind.
Werden diese bei der Anwendung der Knotenregel allerdings zunächst vernachlässigt und
damit nur die Verbindung zwischen zwei Knoten betrachtet, wird der Zusammenhang
zu den Matrix-Gleichungen der elektrischen Leitung und des Transformators deutlich.
In diesem Fall treffen sich in den Knoten k und ` nur je drei Zweigströme, für die mit
Anwendung der Knotenregel (1.55), sowie den Gleichungen (1.56) und (1.57) folgt:

−Ik + Y k0Uk︸ ︷︷ ︸
=Ik0

+Y k`(Uk − U `)︸ ︷︷ ︸
=Ik`

= 0

−I` + Y `0U `︸ ︷︷ ︸
=I`0

+Y k`(U ` − Uk)︸ ︷︷ ︸
=−Ik`

= 0.
(1.58)

Dabei wird der Knotenstrom Ik mit einem negativen Vorzeichen berücksichtigt, da die-
ser entgegengesetzt zu den anderen Strömen fließt. Die Gleichungen (1.58) können als
Matrix-Vektor-Multiplikation umgeschrieben werden, die die Beziehung zwischen den
Knotenspannungen und den Knotenströmen zweier Knoten beschreibt:(

Ik
I`

)
=
(

(Y k` + Y k0) −Y k`

−Y k` (Y k` + Y `0)

)(
Uk
U `

)
. (1.59)

Die einzelnen Elemente einer elektrischen Leitung finden sich in dieser Matrix mit
Y k` = 1

ZL
und Y k0 = Y `0 = Y L direkt wieder und die Matrix entspricht dann der Matrix

aus Gleichung (1.50). Transformatoren mit reellem Übersetzungsverhältnis können mit
den Umformungen (1.54) durch ein Π−Ersatzschaltbild dargestellt werden, sodass die
umgeformten Admittanzen des Transformator mit Yk` = Ỹ

′
ps, Y k0 = Ỹ ′p und Y `0 = Ỹ

′
s

ebenfalls den Admittanzen in der Matrix aus Gleichung (1.59) entsprechen.

In den Gleichungen (1.58) wurde nur die Verbindung zwischen zwei Knoten betrachtet
und die Ströme zu anderen Knoten vernachlässigt. Um diese zu berücksichtigen, wird die
Annahme getroffen, dass jeder Knoten des Netzes mit jedem anderen Knoten verbunden
sein kann. Damit sind bei Anwendung der Knotenregel in einem Knoten k, neben dem
Knotenstrom Ik und dem Strom zum Bezugsknoten Ik0, die K − 1 Ströme zu anderen
Knoten zu berücksichtigen. Besteht keine Verbindung zwischen zwei Knoten, werden die
entsprechenden Admittanzen gleich 0 gesetzt, sodass die Knotenregel (1.55) zusammen
mit den Gleichungen (1.56) und (1.57) in jedem Knoten die Summe der K + 1 Ströme
bildet:

− Ik + Y k0Uk +
K∑

`=1,` 6=k
Y k`(Uk − U `) = 0 ∀k = 1, . . . ,K. (1.60)
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Diese Gleichungen können mit

Y kk = Y k0 +
K∑

`=1,`6=k
Y k` (1.61)

und
Y k` = Y `k (1.62)

als Matrix-Vektor-Gleichung formuliert werden:
Y 11 −Y 12 · · · −Y 1K
−Y 21 Y 22 · · · −Y 2K

...
...

...
−Y K1 −Y K2 · · · Y KK


︸ ︷︷ ︸

:=Y


U1
U2
...
UK


︸ ︷︷ ︸

:=U

=


I1
I2
...
IK


︸ ︷︷ ︸

:=I

. (1.63)

Die Admittanzmatrix eines elektrischen Netzwerks wird im Folgenden immer durch
Y ∈ CK×K beschrieben, die Knotenspannungen durch den Vektor U ∈ CK und die
Knotenströme durch I ∈ CK . Dabei wurde vorausgesetzt, dass sich alle Verbindungen
zwischen zwei Knoten durch ein Π−Ersatzschaltbild wie in Abbildung 1.10 darstellen
lassen. In diesem Fall ist die Admittanzmatrix Y symmetrisch. Die Bedingung (1.62) gilt
allerdings nicht, wenn im Netzwerk Phasenverschiebertransformatoren verbaut sind. Die
Matrixdarstellung der Transformatorgleichung (1.53) aus Abschnitt 1.3.4 ist bei Pha-
senverschiebertransformatoren nicht symmetrisch, da in diesem Fall ü 6= ü∗ gilt. Diese
Matrix für die Beziehung von Spannung und Strom zwischen zwei Knoten kann aber
durch weitere Umformungen ebenfalls in Y berücksichtigt werden und einzig die Sym-
metrieeigenschaft der Admittanzmatrix geht verloren.
Die Eigenschaften eines elektrischen Netzwerks sind durch die Gleichung

Y U = I (1.64)

vollständig beschrieben (vgl. [7], S. 453ff). Die Knotenströme werden in der Lastfluss-
berechnung durch zusätzliche Gleichungen für die Leistung, die in jedem Knoten ange-
schlossen ist, definiert.

1.4.2 Leistungsgleichung für Netzwerkknoten

Der dem Netz in einem Knoten k zugeführte oder entnommene Strom in einem Knoten
wird durch die Spannung und die Leistung in diesem Knoten nach der Leistungsgleichung
(1.47)

Si =
√

3U i I∗i bzw.
Pi + jQi =

√
3Uieϕui (IRei + jIImi )

(1.65)
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festgelegt. In der Literatur wird üblicherweise zwischen Einspeise- und Verbraucherkno-
ten unterschieden. An den Verbraucherknoten wird Wirk- und Blindleistung der ange-
schlossenen Last angegeben, sodass auch von P,Q-Knoten gesprochen wird. Als Ein-
speiseknoten werden Knoten bezeichnet, in denen die Wirkleistung und der Betrag der
Spannung vorgegeben sind (vgl. [7], S. 511ff). Diese so genannten P,U -Knoten sind al-
lerdings für diese Arbeit nicht von Bedeutung, da in dem in Kapitel 4 analysierten realen
Mittelspannungsnetzwerk auch in den Erzeugerknoten die Wirk- und die Blindleistung
vorgegeben ist. Die übliche Unterscheidung zwischen Einspeise- und Verbraucherknoten
ist nur der Vollständigkeit halber angegeben und wird in dieser Arbeit nicht mehr auf
diese Weise verwendet.

Erzeuger und Verbraucher sind generell durch das Vorzeichen der Wirkleistung von-
einander zu unterscheiden. Auch hier kann das Vorzeichen theoretisch beliebig gewählt
werden, solange die Wahl zusammen mit der Wahl der Stromrichtung bei der Analyse
beachtet wird. In Abbildung 1.11 sind ein Verbraucherknoten und zwei Erzeugerknoten
mit jeweils unterschiedlichen Symbolen dargestellt, die die Wahl der Stromrichtung und
des Vorzeichens der Leistung verdeutlichen. Der Pfeil zeigt dabei die Stromrichtung an,
die als vom Erzeuger oder Verbraucher zum Netzknoten hin fließend gewählt wird. Bei
positivem Vorzeichen des Stroms fließt dieser in Pfeilrichtung, bei negativem der Pfeil-
richtung entgegen. Wie in Abbildung ebenfalls zu erkennen, ist die Wirkleistung negativ,
wenn es sich um einen Verbraucher handelt und positiv, wenn ein Erzeuger angeschlossen
ist. Sind an einem Knoten sowohl Verbraucher, als auch Erzeuger angeschlossen, wird
die Leistung der beiden addiert, sodass der Knoten insgesamt entweder als Erzeuger
(bei positiver Summe der Wirkleistungen) oder als Verbraucher (bei negativer Summe
der Wirkleistungen) wirkt. Wenn die Blindanteile von Strom, Spannung und Leistung
für einen Moment außer Acht gelassen werden, ist das Vorzeichen des Stroms damit bei
positiver Spannung nach Gleichung (1.47) das gleiche wie das der Wirkleistung und der
Strom fließt mit negativem Vorzeichen von Netzknoten zum Verbraucher und mit posi-
tivem Vorzeichen vom Erzeuger zum Netzknoten.

P > 0

IiIi

(a) mit Erzeuger

Ii

P < 0

(b) mit Verbraucher

Abbildung 1.11: Netzknoten

Wie bereits in Abschnitt 1.3.1 erwähnt, stellt das Umspannwerk in Verteilnetzen einen
besonderen Knoten dar. Für die Lastflussberechnung ist immer ein so genannter Bi-
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lanzknoten notwendig, damit die erzeugte Leistung mit der verbrauchten Leistung über-
einstimmt. Aus dem Umspannwerk wird alle Leistung bezogen, die nicht innerhalb des
Netzes erzeugt wird und bilanziert damit gleichzeitig die im Netz vorhandene Leistung.
Deshalb wird am Bilanzknoten keine Leistung vorgegeben, sondern Betrag U und Phase
ϕu der Spannung. Ein solcher Bilanzknoten ist für jede Lastflussberechnung zu wählen
und kann auch beispielsweise das größte im Netz vorhandene Kraftwerk sein, wenn das zu
analysierende Netz kein Verteilnetz ist, sondern ein Hochspannungsnetz, in dem Energie
durch Großkraftwerke erzeugt wird. Teilweise werden bei der Analyse von Netzen auch
mehrere Bilanzknoten verwendet (vgl. [7], S. 511ff).

Die Leistungsgleichung (1.65) gilt in jedem Knoten des Netzwerks. Mit den im vorherigen
Abschnitt bereits festgelegten Vektoren U und I und dem Vektor S ∈ CK gilt damit

S =
√

3U ◦ I∗, (1.66)

wenn der Operator „ ◦ “ eine punktweise Multiplikation zweier Vektoren definiert und
die komplexe Konjugation ebenfalls auf jeden Eintrag des Vektors angewendet wird.

1.4.3 Die Lastflussgleichungen

Zusammen bilden die Gleichungen (1.64) und (1.66) die Lastflussgleichungen

Y U = I,
√

3U ◦ I∗ = S,
(1.67)

also ein nichtlineares Gleichungssystem mit 2K komplexen Gleichungen und zunächst
3K komplexen Unbekannten. Zur Lösung des komplexen Gleichungssystems ist immer
eine Aufteilung in Real- und Imaginärteil notwendig, sodass das System eigentlich durch
4K reelle Gleichungen mit 6K Unbekannten beschrieben ist. Wie aber im vorherigen
Abschnitt beschrieben, sind in jedem Knoten zwei reelle Werte festgelegt, entweder Pi
und Qi oder Pi und Ui oder Ui und ϕui . Einige Lösungsansätze für die Lastflussbe-
rechnung werden beispielsweise in [7] vorgestellt. Für das Newton-Verfahren wird die
Leistungsgleichung (1.66) nach dem Strom umgeformt und in die Netzwerkgleichung
(1.64) eingesetzt. Wenn eine Lösung der Lastflussgleichungen existiert und diese durch
eine Startschätzung in der Nähe der Nominalspannung erreichbar ist, wird das Lastfluss-
problem als gut konditioniert (engl. well-conditioned case) bezeichnet. Dies ist in den
meisten Situationen gegeben (vgl. [12]). In weiteren Verlauf der Arbeit wird von gut
konditionierten Problemen ausgegangen.

1.4.4 Spannungsstabilität

Die Lastflussgleichungen finden insbesondere bei der Planung von elektrischen Netzen
Verwendung. Ein wesentlicher Aspekt dabei ist es sicherzustellen, dass die Spannungs-
abweichung von der Nominalspannung in diesem Netzknoten nicht zu groß wird. Die
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Nominalspannung muss dabei nicht in jedem Knoten gleich sein, wenn Transformatoren
bei der Analyse berücksichtigt werden. Daher ist die Nominalspannung auch durch einen
Vektor Unom ∈ RK für jeden Knoten einzeln definiert. Durch die Lastflussgleichungen
können Extremfälle der Netzbelastung simuliert werden, um das Netz dementsprechend
auszulegen (vgl. [7]. Auf die Extremfälle wird in Kapitel 3 genauer eingegangen. Für die
berechneten Beträge der Spannungen muss dann in jedem Knoten∣∣∣∣∣Ui − Unomi

Unomi

∣∣∣∣∣ ≤ U rel (1.68)

gelten. U rel definiert demnach ein Spannungsband, das im normalen Betriebszustand
an allen Netzanschlusspunkten eingehalten werden muss. DiesE beträgt nach der DIN
EN 50160 [13] 10 %. Während dies die gesetzliche Minimalanforderung an ein Versor-
gungsnetz darstellt, ist es für einen Netzbetreiber üblich, höhere Anforderungen an die
Spannungsabweichungen von unter 5 % zu erfüllen.

Ziel dieser Arbeit ist es, Untersuchungen über die Sensitivität der berechneten Spannun-
gen zu den vorgegebenen Leistungen anzustellen, um diese für die Spannungsstabilität
von elektrischen Netzen berücksichtigen zu können. Dazu wird in dieser Arbeit ein ande-
rer Ansatz zu Lösung der Lastflussgleichungen verfolgt. Die Lastflussgleichungen (1.67)
werden als Nebenbedingungen eines Optimierungsproblems verwendet, ohne dass die An-
zahl der Gleichungen durch ineinander Einsetzen vorher reduziert wird. Dieser Ansatz
wird bereits in einem bestehenden Algorithmus zur Zielnetzplanung der AG Optimierung
und Optimale Steuerung an der Universität Bremen angewendet und bietet verschiedene
Vorteile. Zunächst ist durch das Hinzufügen zusätzlicher Freiheitsgerade, wie der Trans-
formatorstufe innerhalb von Y oder der Blindleistungseinspeisung in einigen Knoten
eine Optimierung bezüglich der Spannungsstabiltät oder der Kosten möglich. Außerdem
können Schranken für Strom und Spannung direkt bei der Lösung berücksichtigt werden.

Für die Berechnung der in dieser Arbeit untersuchten parametrischen Sensitivitäten fal-
len bei der Lösung eines Optimierungsproblems keine großen zusätzlichen Kosten für
die Berechnung an. In Kapitel 3 wird die Verwendung der Gleichungen als Nebenbedin-
gungen und die Anwendung der parametrischen Sensitvitätsanalyse auf dieses Problem
genau beschrieben. Zuvor wird allerdings die dafür notwendige Theorie parameterab-
hängiger nichtlinearer Optimierungsprobleme erläutert.
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2 Parameterabhängige nichtlineare
Optimierung

Viele Probleme unter anderem aus der Natur, den Ingenieurswissenschaften und aus
der Wirtschaft können auf mathematische Optimierungsprobleme zurückgeführt wer-
den. Diese zeichnen sich zunächst dadurch aus, dass eine Zielfunktion formuliert wird,
die bezüglich der freien Variablen des Systems optimal sein soll. In der Optimierung
werden dabei beschränkte und unbeschränkte Optimierungsprobleme unterschieden. In
der beschränkten Optimierung werden zusätzliche Bedingungen an die Variablen gestellt
und als Nebenbedingungen formuliert. Als nichtlineares beschränktes Optimierungspro-
blem oder kurz nichtlineares Optimierungsproblem (NLP, von engl. Nonlinear Program)
wird ein Problem dann bezeichnet, wenn entweder die Zielfunktion oder eine der Neben-
bedingungen nichtlinear von den Variablen abhängen kann. Anwendungen nichtlinearer
Optimierungsprobleme sind zum Beispiel bei Parameteridentifikationen (vgl. [14]), in
der Raumfahrt (vgl. [15]), im Energiemanagement (vgl. [16]) und in vielen anderen Be-
reichen zu finden.

Sowohl unbeschränkte Optimierungsprobleme als auch beschränkte lineare Optimie-
rungsprobleme stellen Spezialfälle der nichtlinearen Optimierung dar und können mit
spezialisierten Methoden effizient gelöst werden. Für unbeschränkte NLP werden vor
allem das Newton-Verfahren und Varianten davon verwendet, für lineare Optimierungs-
probleme beispielsweise Simplex-Verfahren (vgl. [17]). Die theoretischen Grundlagen für
das numerische Lösen von allgemeinen nichtlinearen Optimierungsproblemen werden in
diesem Kapitel erläutert.

Da sich Optimierungsprobleme in der Regel aus realen Anwendungen ergeben, hängen
die Funktionen oft von Parametern ab, die zwar feste Werte annehmen, aber beispiels-
weise Unsicherheiten unterliegen oder durch die reale Situationen direkt oder indirekt
beeinflusst werden. Mit Hilfe der parametrischen Sensitivitätsanalyse kann dabei zu-
nächst die Stärke der Abhängigkeit der Lösung von bestimmten Parametern untersucht
werden. Außerdem können die Sensitivitäten für eine Echtzeitoptimierung, d.h. für die
Berechnung einer Lösung mit akzeptabler Genauigkeit in hinreichend kleiner Zeit, ge-
nutzt werden, wie beispielsweise in [18] oder [19].

Die Standardformulierung von nichtlinearen Optimierungsproblemen ändert sich nur
dahingehend, dass alle vorkommenden Funktionen (also Zielfunktion und Nebenbedin-
gungen) von einem Parameter abhängig sind. Diese Formulierung eines so genannten
parametrischen nichtlinearen Optimierungsproblems wird in diesem Kapitel als Basis
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verwendet, um notwendige und hinreichende Bedingungen für einen optimalen Punkt
herzuleiten. Die zentrale Aussage zur Sensitivitätsanalyse liefert anschließend der Sensi-
tivitätssatz, der Aussagen über die Existenz von Lösungen parametergestörter Probleme
trifft. Dabei werden innerhalb des Beweises die Sensitivitätsdifferentiale explizit ange-
geben, die für die postoptimale Analyse und die Echtzeitapproximation genutzt werden
können. Die Vorgehensweise orientiert sich dabei an der Arbeit von Büskens (vgl. [18]).

2.1 Parametergestörte nichtlineare Optimierungsprobleme
Den Ausgangspunkt bildet die Formulierung des parametrischen Optimierungsproblems.

Definition 2.1.1 (Parametrisches nichtlineares Optimierungsproblem). Es seien die
Variablen x ∈ RNx, p ∈ RNp, sowie die Funktionen f : RNx × RNp → R,
g = (g1, . . . , gNg)T : RNx × RNp → RNg und h = (h1, . . . , hNh)T : RNx × RNp → RNh
gegeben. Das Problem

min
x

f(x, p)
(NLP (p)) unter gi(x, p) ≤ 0, i = 1, . . . Ng

hi(x, p) = 0, i = 1, . . . Nh

(2.1)

heißt Standardproblem der parametrischen nichtlinearen Optimierung.

Die Zielfunktion f soll dabei unter den gegebenen Ungleichheitsnebenbedingungen g und
Gleichheitsnebenbedingungen h durch die Optimierungsvariable x minimiert werden. Der
Störparameter p ist dabei ein fest vorgegebener Vektor. Optimierungsprobleme können
ohne Einschränkungen als Minimierungsprobleme aufgefasst werden, da eine Maximie-
rung durch ein negatives Vorzeichen vor der Zielfunktion f leicht herbeigeführt werden
kann.

Die zulässige Menge beinhaltet alle Punkte, für die die Nebenbedingungen von (2.1)
erfüllt sind.

Definition 2.1.2 (Zulässige Menge). Die Menge

S(p) : = {x ∈ RNx | gi(x, p) ≤ 0, i = 1, . . . , Ng,

hi(x, p) = 0, i = 1, . . . , Nh}
(2.2)

heißt Menge der zulässigen Punkte oder zulässige Menge und ein Punkt x ∈ S(p) heißt
zulässiger Punkt.

Damit wird die Definition lokaler und globaler Minimalstellen formuliert.

Definition 2.1.3. Sei x∗ ∈ S(p) ein zulässiger Punkt von (2.1). Dann heißt x∗

• lokale Minimalstelle, wenn eine Umgebung U(x∗) ⊂ RNx existiert, sodass gilt

f(x∗, p) ≤ f(x, p) ∀x ∈ S(p) ∩ U(x∗). (2.3)
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• strenge lokale Minimalstelle, wenn eine Umgebung U(x∗) ⊂ RNx existiert, sodass
gilt

f(x∗, p) < f(x, p) ∀x ∈ S(p) ∩ U(x∗), x 6= x∗. (2.4)

• globale Minimalstelle, wenn

f(x∗, p) ≤ f(x, p) ∀x ∈ S(p). (2.5)

• strenge globale Minimalstelle, wenn

f(x∗, p) < f(x, p) ∀x ∈ S(p), x 6= x∗. (2.6)

Für die Herleitung von notwendigen und hinreichenden Bedingungen einer solchen Mini-
malstelle müssen einige Voraussetzungen erfüllt sein. Diese können mit der Einführung
der Menge der aktiven Indizes und der Definition von Regularität und Normalität von
Optimierungsproblemen kompakt angegeben werden.

Die Menge der aktiven Indizes ist nur für Ungleichheitsnebenbedingungen von Bedeu-
tung, die als aktiv bezeichnet werden, wenn gi(x, p) = 0 ist.

Definition 2.1.4 (Menge der aktiven Indizes). Sei x ∈ S(p) ein zulässiger Punkt von
(2.1). Die Menge

A(x, p) := {i = 1, . . . , Ng : gi(x, p) = 0} (2.7)

heißt Menge der aktiven Indizes.

Damit wird schließlich die Definition für Regularität und Normalität wie folgt angegeben.

Definition 2.1.5 (Regularität und Normalität). Die Funktionen g : RNx ×RNp → RNg
und h : RNx ×RNp → RNh seien differenzierbar und x∗ ∈ S(p) eine lokale Minimalstelle
von (2.1). Dieser Punkt heißt

• regulär, wenn gilt:
i) Die Gradienten ∇xh1, . . . ,∇xhNh sind linear unabhängig.
ii) Es existiert ein d ∈ RNx/{0}, sodass

∇xgi(x∗, p)Td < 0, ∀i ∈ A(x∗, p) und (2.8)
∇xhi(x∗, p)Td = 0, ∀i = 1, . . . , Nh. (2.9)

• normal, wenn die Gradienten

∇xgi(x∗, p), ∀i ∈ A(x∗, p) und (2.10)
∇xhi(x∗, p), ∀i = 1, . . . , Nh (2.11)

linear unabhängig sind.

28



2.1.1 Notwendige Optimalitätsbedingungen erster Ordnung
Optimalitätskriterien für nichtlineare Optimierungsprobleme sind von W. Karush so-
wie gemeinsam von H. W. Kuhn und A. W. Tucker unabhängig voneinander formuliert
worden. Diese werden deshalb auch Karush-Kuhn-Tucker oder kurz KKT-Bedingungen
genannt. Als Hilfsmittel für die Formulierung dient die Lagrange-Funktion, in der Ziel-
funktion und Nebenbedingungen zusammengefasst werden.

Definition 2.1.6 (Lagrange-Funktion). Es seien λ ∈ RNg und µ ∈ RNh gegeben. Dann
ist die Lagrange-Funktion L : RNx ×RNg ×RNh ×RNp → R zum nichtlinearen Optimie-
rungsproblem (2.1) definiert durch

L(x, λ, µ, p) : = f(x, p) + λT g(x, p) + µTh(x, p). (2.12)

Die Vektoren λ und µ werden Lagrange-Multiplikatoren oder duale Variablen genannt.
In diesem Zusammenhang wird die Optimierungsvariable x häufig primale Variable ge-
nannt.

Die notwendigen Optimalitätsbedingungen oder KKT-Bedingungen können damit in
folgendem Satz zusammengefasst werden. Voraussetzung dafür ist die Differenzierbarkeit
aller vorkommenden Funktionen in (2.1).

Satz 2.1.7 (KKT-Bedingungen). Es seien f, g und h stetig differenzierbar bzgl. x in
einer Umgebung der lokalen Minimalstelle x∗ von (2.1). Ist x∗ regulär, dann existieren
λ∗ und µ∗, sodass

i) die Optimalitätsbedingung
∇xL(x∗, λ∗, µ∗) = 0, (2.13)

ii) die Vorzeichenbedingung

λi ≥ 0, für i = 1, . . . , Ng, (2.14)

iii) und die Komplementaritätsbedingung

λigi(x) = 0, für i = 1, . . . , Ng (2.15)

gelten. Ist x∗ normal, so sind die Multiplikatoren λ∗ und µ∗ zusätzlich eindeutig be-
stimmt.

Beweis: Zu finden beispielsweise in [17].

Da es sich bei diesen Bedingungen um notwendige Bedingungen handelt, ist nicht jeder
Punkt, der diese Bedingungen erfüllt, ein lokales Minimum zu (2.1). Ein beliebiger Punkt
x∗, der mit Multiplikatoren λ und µ die Bedingungen (2.13)-(2.15) erfüllt, wird kritischer
Punkt genannt. Für einen kritischen Punkt kann anhand der hinreichenden Bedingungen
überprüft werden, ob es sich tatsächlich um ein lokales Minimum handelt.
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2.1.2 Hinreichende Optimalitätsbedingungen zweiter Ordnung

Für die hinreichenden Optimalitätsbedingungen zweiter Ordnung wird die zweimalige
stetige Differenzierbarkeit aller in (2.1) vorkommenden Funktionen vorausgesetzt. Wäh-
rend in der unbeschränkten Optimierung eine Überprüfung der positiven Definitheit der
zweiten Ableitung in alle Richtungen notwendig ist, muss diese für beschränkte Probleme
nur in „weniger“ Richtungen überprüft werden. Diese werden über den kritischen Kegel
definiert.

Definition 2.1.8 (Kritischer Kegel). Die Menge

C(x∗, p) : = {d ∈ RNx |∇xgi(x∗, p)T v ≤ 0, für i ∈ A(x∗, p), λ∗ = 0,
∇xgi(x∗, p)T v = 0, für i ∈ A(x∗, p), λ∗ ≥ 0,
∇xhj(x∗, p)T v = 0, für j = 1, . . . , Nh}

(2.16)

heißt kritischer Kegel von x∗.

Satz 2.1.9 (Hinreichende Optimalitätsbedingungen). Es seien f, g und h zweimal stetig
differenzierbar bzgl. x in einer Umgebung des zulässigen und normalen Punktes x∗. Für
diesen seien zusammen mit den Multiplikatoren λ∗ und µ∗ die KKT-Bedingungen (2.13)-
(2.15) erfüllt. Zusätzlich sei die Hessematrix von der Lagrange-Funktion positiv definit
auf dem kritischen Kegel, es gelte also

vT∇2
xxL(x∗, λ∗, µ∗, p)v > 0, ∀v ∈ C(x∗, p)/{0}. (2.17)

Dann ist x∗ eine strenge lokale Minimalstelle von (2.1).

Beweis: Zu finden beispielsweise in [17].

Bemerkung 2.1.10 (Strenge hinreichende Optimalitätsbedingungen). Wird Aussage
(2.14) verstärkt, indem

λ∗i > 0∀i ∈ A(x∗, p) (2.18)

vorausgesetzt wird, vereinfacht sich der kritische Kegel zu

C(x∗, p) = ker(∇xgi(x∗, p),∇xhj(x∗, p)|i ∈ A(x∗, p), j = 1, . . . , Nh).

Die Aussage aus Satz 2.1.9 gilt dann weiterhin und die Gleichungen (2.13) und (2.15)
sowie (2.17) werden zusammen mit der strengen Vorzeichenbedingung (2.18) als strenge
hinreichende Optimalitätsbedingungen bezeichnet (vgl. [18]).

2.2 Parametrische Sensitivitätsanalyse
Die parametrische Sensitivitätsanalyse des gestörten Optimierungsproblems (2.1) zielt
zunächst darauf ab, die Sensitivität einzelner Komponenten des Problems, wie der Ziel-
funktion und der Optimierungsvariable bezüglich des Parameters p zu evaluieren. Dazu

30



wird ein Nominalparamter p0 festgelegt. Dieser gibt die Parameter des Problems (2.1)
im ungestörten Zustand an und ist durch NLP (p0) beschrieben. Als Sensitivitäten oder
Sensitivitätsdifferentiale oder auch Sensitivitätsableitungen werden die totalen Ableitun-
gen der primären und dualen Variablen, sowie der Systemgleichungen von (2.1) nach
dem Parameter p, ausgewertet im Nominalparameter p0, bezeichnet. Alle Folgerungen
beziehen sich auf das ungestörte Problem NLP (p0), für das eine Lösung bereits be-
kannt sei. Die zentrale Aussage der Sensitivätsanalyse stellt der Sensitvitätssatz dar, der
von Fiacco formuliert wurde. Die wichtigsten Resultate dazu sind in seinem Werk [20]
zusammengefasst. Der Satz sagt im Wesentlichen aus, dass sich die Lösung des Opti-
mierungsproblems (2.1) in einer Umgebung um den Nominalparameter stetig mit dem
Parameter ändert und liefert außerdem eine explizite Berechnungsformel für die Sensi-
tivitätsdifferentiale.

Der Beweis folgt im Wesentlichen aus dem Satz über implizite Funktionen, an dessen
Aussage daher an dieser Stelle erinnert sei.

Satz 2.2.1 (Implizite Funktionen). Es sei F : RNx × RNp → RNx , (x, p) 7→ F (x, p) eine
stetig differenzierbare Abbildung. Für den Punkt (x∗, p0) ∈ RNx×RNp gelte F (x∗, p0) = 0
und die Jacobi-Matrix in diesem Punkt ∇xF (x∗, p0) ∈ RNx×Nx sei invertierbar.
Dann existiert eine offene Umgebung P ⊂ RNp von p0, eine Umgebung U ⊂ RNx von
x∗, sowie eine stetig differenzierbare Funktion x : P → U, p 7→ x(p) mit x(p0) = x∗ und
F (x(p), p) = 0 für alle p ∈ P .
Ist (x, p) ∈ U × P ein Punkt mit F (x, p) = 0, so folgt x = x(p). Für die Jacobi-Matrix
der impliziten Funktion in p0 gilt außerdem:

∇px(p0) = −(∇xF (x∗, p0))−1∇pF (x∗, p).

Beweis: Der Beweis ist unter anderem bei Forster zu finden (vgl. [21]).

Die Vorgehensweise für den Beweis des Sensitivitätssatzes orientiert sich insgesamt an
der Vorgehensweise von Geffken (vgl. [22], S. 77ff), der den Beweis von Büskens (vgl. [18])
durch eine explizite Behandlung der Ungleichheitsnebenbedingungen ergänzt. Dafür ist
das folgende Lemma ein weiteres Hilfsmittel.

Lemma 2.2.2. Für das nichtlineare Optimierungsproblem (2.1) seien die strengen hin-
reichenden Optimalitätsbedingungen für das lokale Minimum x∗ zusammen mit den Mul-
tiplikatoren λ∗ und µ∗ und damit insbesondere auch die Voraussetzungen von Satz (2.1.9)
erfüllt. Dann ist die Matrix

M :=

∇2
xxL(x∗, λ∗, µ∗, p) ∇xg(x∗, p)T ∇xh(x∗, p)T
Λ∗∇xg(x∗, p) Γ(x∗, p) 0
∇xh(x∗, p) 0 0

 , (2.19)
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mit

Λ∗ :=


λ∗1

. . .
λ∗Ng


und

Γ(x∗, p) :=

g1(x∗, p)
. . .

gNg(x∗, p)

 ,
invertierbar.
Beweis: Es sei k ≥ 0 die Anzahl der inaktiven Nebenbedingungen und durch Um-
ordnung ohne Beschränkung der Allgemeinheit A(x∗, p) = {k + 1, . . . , Ng}. Damit gilt
gk+1(x∗, p) = . . . = gNg(x∗, p) = 0. Mit ausschließlich inaktiven Nebenbedingungen auf
der Diagonalen ist die Matrix

Γ∗1 =

g1(x∗, p)
. . .

gk(x∗, p)


invertierbar, sodass

Γ(x∗, p) =
(

Γ∗1 0
0 0

)
vereinfacht ausgedrückt werden kann. Die zu den inaktiven Nebenbedingungen gehören-
den Lagrange-Multiplikatoren λ1 = . . . = λk sind aufgrund der Komplementaritätsbe-
dingung (2.15) gleich 0, während aus der strikten Komplementaritätsbedingung folgt,
dass λk+1, . . . , λNg > 0 sind. Dadurch ist die Matrix

Λ∗1 =


λ∗k+1

. . .
λ∗Ng


ebenfalls invertierbar ist und

Λ∗ =
(

0 0
0 Λ∗1

)
.

Zur weiteren Vereinfachung seien die Matrizen

(G1)T := (∇xg1, . . . ,∇xgk)(x∗, p)

und
(G2)T := (∇xgk+1, . . . ,∇xgNg)(x∗, p),

sowie
∇2
xxL := ∇2

xxL(x∗, λ∗, µ∗, p)
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und
∇xh := ∇xh(x∗, p)

definiert. Um zu zeigen, dass die Matrix

M =


∇2
xxL (G1)T (G2)T ∇xhT
0 Γ∗1 0 0

Λ∗1G2 0 0 0
∇xh 0 0 0


invertierbar ist, genügt es zu zeigen, dass mit dem Vektor v ∈ RNx+Ng+Nh aus der
Gleichung Mv = 0 folgt, dass v = 0 ist. Dazu wird die Matrix mit dem durch v1 ∈ RNx ,
v2 ∈ Rk, v3 ∈ RNg−k und v4 ∈ RNh entsprechend partitionierten Vektor v multipliziert:

∇2
xxLv1 + (G1)T v2 + (G2)T v3 +∇xhT v4 = 0 (2.20)

Γ∗1v2 = 0 (2.21)
Λ∗1G2v1 = 0 (2.22)
∇xhv1 = 0 (2.23)

Aus Gleichung (2.21) folgt wegen der Invertierbarkeit von Γ∗1 sofort v2 = 0 und aus
Gleichung (2.22) folgt wegen der Invertierbarkeit von Λ∗1, dass G2v1 = 0 gilt. Die Multi-
plikation von Gleichung (2.20) mit vT1 von links liefert

0 = vT1 ∇2
xxLv1 + vT1 (G2)T v3 + vT1 ∇xhT v4

= vT1 ∇2
xxLv1 + (G2v1)T v3 + (∇xhv1)T v4

= vT1 ∇2
xxLv1,

(2.24)

woraus auf Grund der positiven Definitheit von ∇2
xxL folgt, dass v1 = 0 ist. Aus der

Normalität von x∗ folgt schließlich, dass die Spalten der Matrix ((G2)T ,∇xhT ) linear
unabhängig sind und damit aus der vereinfachten Gleichung (2.20)

G2v3 +∇xh v4 = 0,

dass v3 = v4 = 0 gilt. Insgesamt folgt also v = 0 und die Invertierbarkeit der Matrix M
ist gezeigt.

Schließlich kann der Sensitivitätssatz formuliert und bewiesen werden (vgl. [22], S. 80ff).

Satz 2.2.3 (Sensitivitätssatz). Es seien f, g und h zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen bezüglich x. Außerdem seien die Funktionen g und h, sowie die Ableitungen ∇xf ,
∇xg und ∇xh einmal stetig differenzierbar bezüglich p.
x∗ sei ein zulässiger Punkt von NLP (p0) und erfülle zusammen mit den Multiplikatoren
λ∗ und µ∗ die strengen hinreichenden Optimalitätsbedingungen (Satz 2.1.9 und Bemer-
kung 2.1.10).
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Dann existieren eine Umgebung P ∈ RNp und stetig differenzierbare Funktionen x : P → RNx,
sowie λ : P → RNg und µ : P → RNh, für die folgende Aussagen gelten:

i) x(p0) = x∗, λ(p0) = λ∗, µ(p0) = µ∗.

ii) Die Menge der aktiven Indizes bleibt unverändert

A(x(p), p) = A(x∗, p0) ∀p ∈ P.

iii) Der Punkt x(p) erfüllt für alle p ∈ P zusammen mit λ(p) und µ(p) die strengen
hinreichenden Optimalitätsbedingungen für das Problem NLP (p), d.h. insbesondere
x(p) bleibt normal und ist strenge lokale Minimalstelle von NLP (p).

Beweis: Sei Λ :=

λ1
. . .

λNg

 . Die Optimalitätsbedingung (2.13), die Komple-

mentaritätsbedingung (2.15) sowie die Gleichheitsnebenbedingung können für NLP (p)
durch die Hilfsfunktion

F (x, λ, µ, p) :=

∇xL(x, λ, µ, p)
Λg(x, p)
h(x, p)

 =

∇xf(x, p) + λT∇xg(x, p) + µT∇xh(x, p)
Λg(x, p)
h(x, p)

 = 0

ausgedrückt werden. FürNLP (p0) sind diese Bedingungen für den Punkt ξ∗ := (x∗, λ∗, µ∗)
nach Voraussetzung erfüllt, sodass gilt

F (ξ∗, p0) = 0.

Um den Satz über implizite Funktionen auf F anwenden zu können, muss die Jacobi-
Matrix

∇xF (ξ, p0) =

∇2
xxL(x∗, λ∗, µ∗, p0) ∇xg(x∗, p0)T ∇xh(x∗, p0)T
Λ∗∇xg(x∗, p0) Γ(x∗, p0) 0
∇xh(x∗, p0) 0 0

 , (2.25)

invertierbar sein. Die Voraussetzungen für Lemma 2.2.2 sind erfüllt und die Regularität
von∇xF (ξ, p0) damit gezeigt. Also existiert nach dem Satz über implizite Funktionen für
alle p in einer Umgebung P von p0 eine Funktion ξ(p) und die Gleichung F (ξ(p), p) = 0
ist erfüllt. Damit sind bereits die Bedingungen (2.13) und (2.15) für x(p) zusammen
mit den Multiplikatoren λ(p) und µ(p) erfüllt. Die Differenzierbarkeit der Funktion ξ(p)
bezüglich p sowie der Zusammenhang

d
dpξ(p0) =


d
dpx(p0)
d
dpλ(p0)
d
dpµ(p0)

 = −(∇xF (ξ∗, p0))−1∇pF (ξ∗, p0) (2.26)
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folgen zusätzlich aus dem Satz über implizite Funktionen. Um die strengen hinreichenden
Optimalitätsbedingungen vollständig zu erfüllen, bleibt noch strenge Vorzeichenbedin-
gung (2.18) sowie die Normalität von x(p) und die positive Definitheit der Hessematrix
der Lagrange-Funktion auf dem kritischen Kegel zu zeigen.
Es sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit eine Sortierung der Nebenbedingungen wie
im Beweis von Lemma 2.2.2 gegeben, das heißt A(x∗, p0) = k + 1, . . . , Ng und es gilt

λ∗i = λi(p0) > 0, für i ∈ A(x∗, p0)

sowie
gi(x∗, p0) = gi(x(p0), p0) < 0 für i = 1, . . . , k.

Auf Grund der Stetigkeit von λ und g bezüglich p kann die Umgebung P hinrei-
chend klein gewählt werden, sodass für alle p ∈ P auch λk+1(p), . . . , λNg(p) > 0 und
g1(x(p), p), . . . , gk(x(p), p) < 0 gilt. Zusammen mit der Gültigkeit von F (ξ(p), p) = 0
impliziert dies sofort die strenge Vorzeichenbedingung, da demnach

gk+1(x(p), p) = . . . = gNg(x(p), p) = 0

und
λ1(p) = . . . = λk(p) = 0

erfüllt sind. Die Gleichheit der aktiven Mengen A(x∗, p0) = A(x(p), p) ist damit ebenso
gezeigt.
Der Fortbestand der Normalität der Lösung sowie positive Definitheit von ∇2

xxL folgen
ebenfalls aus der Stetigkeit der beteiligten Funktionen ∇xg,∇xh bzw. ∇2

xxL bezüglich p.

Die Ausformulierung von Gleichung (2.26) aus dem Beweis führt zu einem expliziten
Gleichungssystem der Sensitivitätsdifferentiale der primalen und dualen Variablen

−

 ∇2
xxL(ξ∗) ∇xg(x∗)T ∇xh(x∗)T

Λ∗∇xg(x∗) Γ(x∗) 0
∇xh(x∗) 0 0




dx
dp (p0)
dλ
dp (p0)
dµ
dp (p0)

 =

 ∇2
xpL(ξ∗)

Λ∗∇pg(x∗)
∇ph(x∗)

 (2.27)

Die Matrix auf der linken Seite der Gleichung wird dabei als Karush-Kuhn-Tucker-Matrix
oder kurz KKT-Matrix bezeichnet und ist für die numerische Lösung von Optimierungs-
problemen von großer Bedeutung. Näheres dazu wird in Abschnitt 2.3 ausgeführt.

Um die Sensitivitäten der Zielfunktion sowie der Nebenbedingungen zu berechnen, wer-
den zunächst Zugehörigkeitsfunktionen definiert, die von den primalen und dualen Va-
riablen abhängig sind.

Definition 2.2.4 (Zugehörigkeitsfunktion). Sei z̃ : RNx × RNg × RNh × RNp → R eine
einmal stetig differenzierbare Funktion. Weiterhin seien die Voraussetzungen des Sensi-
tivitätsatzes 2.2.3 erfüllt, sodass in einer Umgebung P um eine Nominalstörung p0 die
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Funktionen x : RNx → R, λ : RNg → R und µ : RNh → R definiert sind. Dann heißt
z(p) := z̃(x(p), λ(p), µ(p), p) Zugehörigkeitsfunktion der Problemstellung NLP (p).

Die Sensitivitäten der Zugehörigkeitsfunktionen ergeben sich dann als direkte Folgerung
aus dem Sensitivitätssatz.

Korollar 2.2.5. Es sei z : P → R eine Zugehörigkeitsfunktion zu NLP (p) und die
Voraussetzungen des Sensitivitätssatzes 2.2.3 seien erfüllt. Dann kann die Sensitivitäts-
ableitung von z durch die Gleichung

dz
dp(p0) = −(∇xz,∇λz,∇µz)

 ∇2
xxL ∇xgT ∇xhT

Λ∗∇xg Γ 0
∇xh 0 0


−1 ∇2

xpL

Λ∗∇pg
∇ph

+∇pz(p0) (2.28)

ausgedrückt werden, wobei die beteiligten Funktionen weiterhin im optimalen Punkt ξ∗
bzw. x∗ ausgewertet werden.

Beweis: Die Behauptung folgt direkt durch Anwendung der Kettenregel auf Gleichung
2.27, die sich aus dem Sensitivitätssatz ergibt.

Einige Ergebnisse für die Sensitivitätsdifferentiale der oben genannten Funktionen wer-
den im Folgenden ohne Beweis angegeben. Diese können bei Büskens (vgl. [23], S. 82ff)
oder Geffken (vgl. [22], S. 83ff) nachvollzogen werden. Sie leiten sich entweder direkt
aus Gleichung (2.28) ab oder ergeben sich durch einfache Umformungen und durch Aus-
nutzen der Optimalitätsbedingungen beteiligter Funktionen. Die Unveränderlichkeit der
aktiven Ungleichheitsnebenbedingungen und der Gleichheitsnebenbedingungen folgt di-
rekt aus dem Sensitivitätssatz, da sich die aktive Menge nicht verändern darf und da die
Gleichheitsbedingungen weiterhin erfüllt sind, sodass die Sensitivitäten dieser Nebenbe-
dingungen immer gleich 0 sind.

Korollar 2.2.6. Die Voraussetzungen von Satz 2.2.3 seien erfüllt. Dann gilt für die
Sensitivitäten

i) der Lagrange-Funktion

dL
dp (p0) = ∇pL = ∇pf + (λ∗)T∇pg + (µ∗)T∇ph. (2.29)

ii) der Zielfunktion

df
dp (p0) = ∇xf

dx
dp +∇pf, (2.30)

df
dp (p0) = ∇pL. (2.31)
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iii) der Nebenbedingungen

dgi
dp (p0) = ∇xgi

dx
dp +∇pgi, i = 1, . . . , Ng,

dgi
dp (p0) = 0, i ∈ A(x∗, p0),

dhi
dp (p0) = 0, i = 1, . . . , Nh.

(2.32)

2.2.1 Lineare Störungen in den Nebenbedingungen

Wenn ein Störparameter ausschließlich linear in den Nebenbedingungen auftritt, verein-
fachen sich die partiellen Ableitungen nach diesem Parameter deutlich. Um in späteren
Betrachtungen darauf zurückgreifen zu können, wird das Problem NLP (p) so modifi-
ziert, dass dieser lineare Störparameter zusätzlich auftritt, obwohl die allgemeine Stö-
rung p in NLP (p) eine solche Störung beinhaltet. Mit den Störparametern p ∈ RNp und
q ∈ RNq ist es definiert als

min
x

f(x, p)
(NLP (p, q)) unter ĝ(x, p, q) = gi(x, p) + qi ≤ 0, i = 1, . . . Ng

ĥ(x, p, q) = hi(x, p) + qNg+i = 0, i = 1, . . . Nh

. (2.33)

Es gilt ∇2
xqL = 0, sowie ∇q ĝ =

(
ENg 0

)
∈ RNg+Nh×Ng und

∇qĥ =
(
0 ENh

)
∈ RNg+Nh×Nh .

Damit gilt für die Sensitivitätsdifferentiale nach den linearen Störungen q mit den No-
minalparametern p0 ∈ RNp und q0 ∈ RNq

i) der primären und dualen Variablen
dx
dq (p0, q0)
dλ
dq (p0, q0)
dµ
dq (p0, q0)

 = −

 ∇2
xxL(ξ∗) ∇xg(x∗)T ∇xh(x∗)T

Λ∗∇xg(x∗) Γ(x∗) 0
∇xh(x∗) 0 0


−1 0 0

Λ∗ 0
0 ENh

 . (2.34)

ii) der Lagrange-Funktion und der Zielfunktion

dL
dq (p0, q0) = df

dq (p0, q0) = ((λ∗)T , (µ∗)T ). (2.35)

iii) der Nebenbedingungen

dĝ
dq (p0, q0) = ∇xg

dx
dq +

(
ENg 0

)
. (2.36)

Sollen also nur die Ableitungen nach dieser Störung berechnet werden, sind für die
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Berechnung der rechten Seite des Gleichungssystems (2.27) keine weiteren Ableitungs-
berechnungen des Gradienten der Lagrange-Funktion und der Nebenbedingungen nach
dem Störparameter q notwendig (vgl. [18], S. 25ff).

2.2.2 Approximation der Lösung des parametergestörten Problems

Obwohl der Sensitivitätssatz besagt, dass Funktionen x(p), λ(p) und µ(p) als lokale op-
timale Lösung für NLP (p) existieren, sind diese nicht explizit bekannt. Bei einer Ab-
weichung des Parameters vom Nominalparameter p = p0 + ∆p können die primalen und
dualen Variablen durch lineare Taylorapproximationen mit Hilfe der Sensitivitätsdiffe-
rentiale

x(p) ≈ x(p0) + dx
dp (p0)∆p = x̃(p), (2.37)

λ(p) ≈ λ(p0) + dλ
dp (p0)∆p = λ̃(p), (2.38)

µ(p) ≈ µ(p0) + dµ
dp (p0)∆p = µ̃(p) (2.39)

angenähert werden. Aus dem Satz von Taylor ergibt sich daraus direkt die Fehlerord-
nung für die Approximation. Diese überträgt sich auf den Fehler der Zielfunktion und
der Nebenbedingungen und wird im folgenden Satz zusammengefasst. Innerhalb dieses
Abschnitts werden dabei nur die aktiven Nebenbedingungen betrachtet, die fortan als
gA(x(p), p) bezeichnet werden. Die zu diesen Nebenbedingungen gehörenden Multipli-
katoren werden dementsprechend mit λA bezeichnet. Die Multiplikatoren der inaktiven
Nebenbedingungen bleiben nach dem Sensitivitätssatz gleich 0.

Satz 2.2.7 (Fehlerordnung der linearen Approximation). Es seien die Voraussetzungen
des Sensitivitätssatzes (2.2.3) erfüllt. Außerdem seien die Funktionen f, g und h bezüglich
x und p dreimal stetig differenzierbar. Dann existiert eine Umgebung U(p0), sodass für
p = p0 + ∆p ∈ U(p0) die folgenden Fehlerabschätzungen gelten:

‖x(p)− x̃(p)‖ = O(‖∆p‖2),∥∥∥λA(p)− λ̃A(p)
∥∥∥ = O(‖∆p‖2),

‖µ(p)− µ̃(p)‖ = O(‖∆p‖2),
‖f(x(p), p)− f(x̃(p), p)‖ = O(‖∆p‖2),

‖gA(x̃(p), p)‖ = O(‖∆p‖2),
‖h(x(p), p)− h(x̃(p), p)‖ = O(‖∆p‖2),∥∥∥∇xL(x̃(p), λ̃(p), µ̃(p), p)

∥∥∥ = O(‖∆p‖2).

(2.40)

Beweis: Büskens beweist diesen Satz in seiner Arbeit (vgl. [18], S. 36).

Rein vom Rechenaufwand her betrachtet eignet sich diese Annäherung für eine Echt-
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zeitapproximation der Lösung, da sie durch eine reine Matrix-Vektormultiplikation und
eine anschließende Addition von Vektoren sehr schnell berechenbar ist. Dennoch ist eine
lineare Näherung für viele Probleme zu ungenau, sodass Büskens in [18] einen Algorith-
mus zur Verbesserung der Annäherung entwickelt. Dieser nutzt aus, dass der Fehler in
den aktiven Nebenbedingungen und den Gleichheitsnebenbedingungen

gA(x̃(p), p) = εg ∈ RNA , (2.41)
h(x̃(p), p) = εh ∈ RNh (2.42)

„mit geringem Rechenaufwand [...] exakt berechenbar ist“ ([18], S. 38). Dieser Fehler
wird als lineare Störung in den Nebenbedingungen q mit dem Nominalparameter q0 = 0
in NLP (p, q) interpretiert und kann daher für ein erneutes Update der Variablen nach
Gleichung (2.39) verwendet werden. Der Störvektor ε = (εg, εh)T hat dabei die Dimensi-
on NA +Nh ≤ Nq, sodass nicht alle, sondern nur die aktiven Ungleichheitsbedingungen
linear gestört werden.

Die Approximation der primalen Variable mit dem Sensitivitäten des Störparameters
nach Gleichung (2.39)

x̃[1](p) = x(p0,0) + dx
dp (p0,0)∆p (2.43)

kann ein weiteres Mal mit der berechneten Störung ε angenähert werden

x̃[2](p) = x̃[1](p)− dx
dε (p0,0)ε. (2.44)

Büskens zeigt, dass sich dadurch nicht nur der Fehler in den aktiven Nebenbedingungen
und den Gleichheitsnebenbedingungen verringert, sondern dass sich auch die Fehlerab-
schätzung für die primale Variable die und Zielfunktion verbessert. Daraus ergibt sich
folgender Algorithmus, durch den der Fehler in den relevanten Nebenbedingungen durch
weitere Approximationen von x iterativ gegen 0 konvergiert, wenn der Fehler in jedem
Schritt erneut für die Approximation verwendet wird.

Algorithmus 1 Zulässigkeitsselbstkorrektur
1: Wähle δ > 0, setze r = 1
2: Berechne x̃[1] = x(p0,0) + dx

dp (p0,0)∆p
3: ε[1] = (gA(x̃[1], p), h(x̃[1], p))T

4: while
∥∥∥ε[r]

∥∥∥ > δ do
5: x̃[r+1] = x̃[r] − dx

dε (p0,0)ε[k]

6: Setze r = r + 1
7: ε[r] = (gA(x̃[r], p), h(x̃[r], p))T
8: end while

Die Konvergenz von Algorithmus 1 und die neuen Fehlerabschätzungen aller Variablen
und Funktionen fasst der folgende Satz zusammen.
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Satz 2.2.8 (Fehlerabschätzungen nach der Zulässigkeitsselbstkorrektur). Es seien die
Voraussetzungen des Sensitivitätssatzes (2.2.3) erfüllt. Außerdem seien die Funktionen
f, g und h bezüglich x und p dreimal stetig differenzierbar. Dann existiert eine Umgebung
U(p0), sodass für p = p0 + ∆p ∈ U(p0) die folgenden Aussagen gelten:
Unter Verwendung der orthogonalen Zerlegung

1
2(∆p)T d2x

p2 ∆p = v + w

mit

v ∈ ker
(
∇x

(
gA(p0)
h(p0)

))
und w ∈

(
ker

(
∇x

(
gA(p0)
h(p0)

)))⊥
,

gelten folgende Fehlerabschätzungen für den Fixpunkt x̃[∞] aus Algorithmus 1:

‖v‖ = O(‖∆p‖2),∥∥∥x(p)− x̃[∞](p)
∥∥∥ = ‖v‖+O(‖∆p‖3),∥∥∥f(x(p), p)− f(x̃(p)[∞], p)
∥∥∥ = O(‖∆p‖3),∥∥∥gA(x̃(p)[∞], p)
∥∥∥ = 0,∥∥∥h(x̃(p)[∞], p)
∥∥∥ = 0.

. (2.45)

Bei Anwendung der Iterationsvorschrift auf die dualen Variablen

λ̃
[r+1]
A = λ̃

[r]
A −

dλA,
dεk

(p0,0)gA(x̃[r], p) und

µ̃[r+1] = µ̃[r] − dµ
dεh

(p0,0)h(x̃[r], p)
(2.46)

konvergieren diese gegen die Fixpunkte λ̃[∞]
A sowie µ̃[∞] und es gelten die Fehlerabschät-

zungen ∥∥∥λA(p)− λ̃[∞]
A (p)

∥∥∥ = O(‖∆p‖2),∥∥∥µ(p)− µ̃[∞](p)
∥∥∥ = O(‖∆p‖2),∥∥∥∇xL(x̃[∞](p), λ̃[∞](p), µ̃[∞](p), p)
∥∥∥ = O(‖∆p‖2).

(2.47)

Algorithmus 1 und die Folgen aus den Gleichungen (2.46) konvergieren linear gegen die
Fixpunkte x̃[∞], λ̃

[∞]
A und µ̃[∞], die jeweils von der Störung p und dem Nominalparameter

p0 abhängen.

Beweis: Büskens beweist diesen Satz ebenfalls in seiner Arbeit (vgl. [18], S. 41ff).
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Bemerkung 2.2.9. Da die Zeilen der Matrix ∇x

(
gA(p0)
h(p0)

)
auf Grund der Normalität

der optimalen Lösung linear unabhängig sind, ist ihr Kern von der Dimension Nx−NA,
sodass der Fehler für x̃[k] kleiner wird, je größer NA wird. Für den Spezialfall Nx = NA
verbessert sich die Fehlerordnung für x auf O(‖∆p‖3).

Durch die Zulässigkeitsselbstkorrektur ist es also möglich, den Fehler in der Zulässigkeit
(bis auf numerische Genauigkeit) vollständig zu eliminieren. Während die Fehlerord-
nung für die Zielfunktion und die primären Variable durch dieses Verfahren ebenfalls
verbessert werden kann, bleibt diese für die dualen Variablen und Optimalitätsbedin-
gung (2.13) gleich. Dies fällt allerdings bei der Bewertung nicht ins Gewicht, da für die
praktische Anwendung der Wert der Zielfunktion und die Zulässigkeit von entscheidender
Bedeutung sind (vgl. [18], S. 41).

2.3 Sequentielle quadratische Programmierung (Das lokale
SQP-Verfahren)

Die Optimalitätsbedingungen nichtlinearer Optimierungsprobleme, insbesondere die not-
wendigen Bedingungen, bilden die Basis für numerische Verfahren zur Lösung dieser
Probleme, wie dem Innere-Punkte-Verfahren oder dem SQP-Verfahren (vgl. [24]). Das
SQP-Verfahren wurde nach Ideen von Wilson (vgl. [25]) entwickelt und in verschiedener
Software wie SNOPT (vgl. [26]), FilterSQP (vgl. [27]) oder WORHP (vgl. [28]) erweitert
und umgesetzt. Für die numerischen Ergebnisse dieser Arbeit wird WORHP verwendet,
sodass an dieser Stelle die Grundidee des SQP-Verfahrens aufgezeigt wird. Anschaulich
lässt sich diese an einem nichtlinearen Optimierungsproblem mit ausschließlich Gleich-
heitsnebenbedingungen

min
x

f(x)
unter hi(x) = 0, i = 1, . . . Nh

(2.48)

erläutern. Anhand dessen kann der Zusammenhang zum Newton-Verfahren hergestellt
werden. Die notwendigen Bedingungen für dieses Problem können mit Hilfe der Lagrange-
Funktion

L(x) = f(x) + µTh(x) (2.49)

und einer Hilfsfunktion
Φ(x) =

(
∇xL(x)
h(x)

)
= 0 (2.50)

ausgedrückt werden. Die Anwendung des Newton-Verfahrens auf Gleichung (2.50) liefert
mit den Vorschriften

x[k+1] = x[k] + d[k] (2.51)
µ[k+1] = µ[k] + ∆µ[k] (2.52)
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das lineare Gleichungssystem

Φ′(x[k], µ[k])
(
d[k]

∆µ[k]

)
= −Φ(x[k], µ[k]) (2.53)

zur Bestimmung der nächsten Iterierten, mit der Jacobi-Matrix

Φ′(x, µ) =
(
∇2
xxL(x[k], µ[k]) ∇xh(x[k])T
∇xh(x[k]) 0

)
. (2.54)

Ausmultiplizieren des Gleichungssystems (2.53) führt zu den Gleichungen

∇2
xxL(x[k], µ[k])d[k] +∇xh(x[k])T∆µ[k] = −∇xf(x[k])− h(x[k])Tµ[k], (2.55)

∇xh(x[k])d[k] = −h(x[k]), (2.56)

die sich mit Gleichung (2.52) zu

∇2
xxL(x[k], µ[k])d[k] +∇xh(x[k])µ[k+1] = −∇xf(x[k]), (2.57)

∇xh(x[k])d[k] = −h(x[k]) (2.58)

vereinfacht. Diese beiden Gleichungen (2.57) und (2.58) stellen die notwendige Bedin-
gungen des quadratischen Optimierungsproblems

min
d

1
2d∇

2
xxL(x[k], µ[k])dT +∇xf(x[k])Td

unter h(x[k]) +∇xh(x[k])Td = 0
(2.59)

dar. Die Lösung dieses Optimierungsproblems d∗ = d[k] wird als Abstiegsrichtung für
das Newton-Verfahren verwendet und die zugehörige duale Variable µ∗ = µ[k+1] kann
durch den Zusammenhang zu Gleichung (2.57) direkt als Update für die duale Varia-
ble des Ausgangsproblems verwendet werden. In jedem Iterationsschritt zur Lösung des
Optimierungsproblems (2.48) wird also ein quadratisches Unterproblem gelöst, wodurch
auch der Name der sequentiellen quadratischen Programmierung nachzuvollziehen ist
(vgl. [17], S. 234ff).

Das Verfahren kann auf allgemeine NLP-Probleme der Form (2.1) erweitert werden. Der
Zusammenhang mit dem Newton-Verfahren ist dabei zwar ebenfalls gegeben, da auch
der Konvergenzbeweis auf die Konvergenz des Newton-Verfahren zurückführt, aber auf
Grund der Komplementaritätsbedingung und der Vorzeichenbedingung für λ nicht so
anschaulich. Es kann aber gezeigt werden, dass die Lösung des quadratischen Optimie-
rungsproblems
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min
d

1
2d∇

2
xxL(x[k], λ[k], µ[k], p)dT +∇xf(x[k], p)Td

unter g(x[k], p) +∇xg(x[k], p)Td ≤,
h(x[k], p) +∇xh(x[k], p)Td = 0,

(2.60)

eine Abstiegsrichtung zu einem lokalen Minimum für das nichtlineare Optimierungspro-
blem NLP (p) mit festem Parameter p darstellt. Für den Beweis zur superlinearen und
unter bestimmten Bedingungen quadratischen Konvergenz des lokalen SQP-Vefahrens
bei Geiger und Kanzow (vgl. ebd.) wird die Hilfsfunktion

Φ =

∇xL(x[k], λ[k], µ[k])
min{−g(x[k]), λ[k]}

h(x[k])

 (2.61)

verwendet, deren lokale stetige Differenzierbarkeit und Regularität ihrer Jacobi-Matrix
Φ′ mit den strengen hinreichenden Optimaltitätsbedingungen gezeigt werden kann. Da-
mit ergibt sich wieder ein lineares Gleichungssystem für d[k], sowie λ[k+1] und µ[k+1],
wie im Fall für ausschließlich gleichungsbeschränke NLP. Dabei entspricht Φ′ im optima-
len Punkt der KKT-Matrix (2.1.7), die für die Berechnung der Sensitivitäten verwendet
wird. Allerdings wird im SQP-Verfahren nur die Matrix Φ′(x[k], λ[k] und µ[k]) im vor-
herigen Punkt zur Berechnung von x[k+1], λ[k+1], µ[k+1] aufgebaut, sodass diese auch für
die Sensitivitäten verwendet wird. Dadurch entsteht ein numerischer Fehler, der in der
Praxis vernachlässigt werden kann.

Bemerkung 2.3.1. Bei den Sensitivitätsdifferentialen dx
dp (p0) ∈ RNx×Np,

dλ
dp (p0) ∈ RNg×Np,dµ

dp (p0) ∈ RNh×Np und dz
dp(p0) ∈ RNz×Np handelt es sich jeweils um Ma-

trizen. Die Berechnung der Sensitivitäten erfolgt dabei für jeden Störparamter einzeln
durch das Lösen des linearen Gleichungssystems (2.27) bzw. (2.28) mit der KKT-Matrix
und der jeweiligen rechten Seite. Dieses Gleichungssystem ist damit
(Nx +Ng +Nh)× (Nx +Ng +Nh) groß. Eine Faktorisierung der KKT-Matrix wird be-
reits im SQP-Verfahren benötigt. Dadurch wird der Aufwand für die Berechnung der
Sensitivität einer primären oder dualen Variable oder einer Zugehörigkeitsfunktion nach
einem Störparameter durch Vorwärts- und Rückwärtseinsetzen bestimmt. Dieser liegt
damit bei O

(
(Nx +Ng +Nh)2) im Vergleich zum Aufwand von O

(
(Nx +Ng +Nh)3)

zu Faktorisierung einer Matrix (vgl. [29]). Die Angabe des Aufwandes in der Landau-
Notation ohne Berücksichtigung von Vorfaktoren oder Anzahl der Nulleinträge in der
Matrix ist nur als ungefähre Abschätzung des Aufwandes zu verstehen.

Wie beim Newton-Verfahren ist der Konvergenzbeweis des SQP-Verfahrens nur in ei-
ner Umgebung um ein lokales Minimum gültig. Um die Konvergenz zu einem lokalen
Minimum von einem beliebigen Startpunkt aus zu gewährleisten, ist eine Globalisie-
rungsstrategie notwendig, wie sie auch für die Globalisierung des Newton-Verfahrens
angewendet wird. Trotz des Begriffes kann damit weiterhin nur ein lokales Minimum für
NLP (p0) gefunden werden. Grundsätzlich zielen unterschiedliche Globalisierungsstrate-
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gien darauf ab, bei der Bestimmung der Nächsten Iterierten nach Gleichung (2.51) x[k+1]

nicht automatisch den vollen Schritt d[k] durchzuführen, sondern wie beispielsweise bei
Liniensuch-Verfahren eine Schrittweite α[k] als Vorfaktor für d[k] bestimmt. In Kombina-
tion mit der Armijo-Regel können Liniensuch-Verfahren mit Bewertungsfunktion für den
Fortschritt einer Iterierten des SQP-Verfahrens x[k] oder mit Filter-Verahren realisiert
werden (vgl. [24]).

Eine verbreitete Variante des SQP-Verfahrens stellt das BFGS-Verfahren dar. Dabei
wird die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion ∇2

xxL(x[k]) im quadratischen Unterpro-
blem (2.60) durch geeignete symmetrische, positiv definite MatrixH [k] ∈ RNx×Nx ersetzt.
Dadurch wird die insbesondere in der hochdimensionalen Optimierung sehr aufwändige
Berechnung der Hesse-Matrix mit finiten Differenzen vermieden. Durch dieses Verfahren
kann eine superlineare Konvergenz erreicht werden. Die KKT-Matrix entspricht in dieser
Variante allerdings nicht mehr der KKT-Matrix, die für die Berechnung der Sensitivitä-
ten benötigt wird, sodass dieses Verfahren für die Sensitivitätsanalyse nicht angewendet
werden kann (vgl. [24]).
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3 Anwendung in elektrischen Netzwerken

Die in Kapitel 1 hergeleiteten Lastflussgleichungen (1.67) können als Nebenbedingungen
eines Optimierungsproblems aufgefasst werden, um beispielsweise die Spannungsstabi-
lität des Netzwerkes, also die mittlere quadratische Abweichung vom Nominalwert zu
minimieren. Diese Formulierung wird als optimale Lastflussberechnung oder Lastfluss-
optimierungsproblem bezeichnet und ist in der Literatur vor allem unter der englischen
Bezeichnung Optimal Power Flow bekannt (vgl. zum Beispiel [12] oder [30]). Dazu wer-
den die Gleichungen separat für Real- und Imaginärteil betrachtet, da dies keinen Ein-
fluss auf die Lösung hat und für die numerische Lösung der Lastflussgleichungen mit und
ohne Optimierung erforderlich ist. Fest vorgegebene Werte für Spannung und Leistung
können als Parameter für die Optimierung betrachtet werden.

In diesem Kapitel wird zunächst ein allgemeines Lastflussoptimierungsproblem formu-
liert, in dem nicht festgelegt ist, welche Spannungen und welche Leistungen der Netzkno-
ten Parameter des Problem sind, und welche Optimierungsvariablen. Anschließend wer-
den die Optimierungsvariablen und Parameter des Problems im speziellen Lastflussopti-
mierungsproblem genauer spezifiziert, um, wie in Abschnitt 1.4.2 beschrieben, ein Netz
zu betrachten, in dem fast alle Knoten (bis auf den oder die Bilanzknoten) P,Q-Knoten
sind, d.h. Wirk- und Blindleistungen sind fest vorgegeben. Die Wirk- und Blindleistun-
gen der Knoten werden dann als Parameter betrachtet und für die Sensitivitätsanalyse
verwendet. Die letzten beiden Abschnitte dieses Kapitels spezifizieren, auf welche Art
und Weise die Sensitivtäten im Kapitel 4 ausgewertet werden.

3.1 Allgemeines Lastflussoptimierungsproblem
Bevor das Problem der optimalen Lastflussberechnung formuliert wird, sei zunächst noch
einmal an alle in den Lastflussgleichungen vorkommenden Größen in einem Netzwerk mit
K ∈ N Knoten erinnert:

Knotenspannungen: U = (U1e
jϕ1 , . . . , UKe

jϕK )T ∈ CK ,
Knotenströme: I = (IRe1 + jIIm1 , . . . , IReK + jIImK )T ∈ CK ,
Knotenscheinleistungen: S = (P1 + jQ1, . . . , PK + jQK)T ∈ CK ,
Admittanzmatrix: Y ∈ CK×K .

(3.1)

Komplexe Größen werden dabei wie zuvor mit einem Unterstrich dargestellt. Die Leis-
tung S und der Strom I werden in Koordinatenform durch Real- und Imaginärteil dar-
gestellt, während die Knotenspannung U in Polarform verwendet wird, da das Kriterium
für Spannungsstabilität im Netz nach Gleichung (1.68) durch den Betrag der Spannung
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U festgelegt ist. Zur Vereinfachung wird die Phase der Spannung ϕu nur mit ϕ bezeich-
net, da die Spannung die einzige Größe ist, die in Polarkoordinaten angegeben wird.

Um zu verdeutlichen, dass bei der Lastflussberechnung einige der vorkommenden Grö-
ßen konstante Werte sind, werden Betrag und Phase der Spannung, sowie Wirk- und
Blindleistung in konstante Werte und freie Variablen aufgeteilt. Die konstanten Werte

U c := (U c1 , . . . , U cCU )T ∈ RCU ,
ϕc := (ϕc1, . . . , ϕcCϕ)T ∈ RCϕ ,

P c := (P c1 , . . . , P cCP )T ∈ RCP ,
Qc := (Qc1, . . . , QcCQ)T ∈ RCQ

(3.2)

sind dabei vor der Optimierung festgelegt und können als Parameter des Optimierungs-
problems betrachtet werden, während die freien Variablen

Uv := (Uv1 , . . . , UvK−CU )T ∈ RK−CU ,
ϕv := (ϕv1, . . . , ϕvK−Cϕ)T ∈ RK−Cϕ ,

P v := (P v1 , . . . , P vK−CP )T ∈ RK−CP ,
Qv := (Qv1, . . . , QvK−CQ)T ∈ RK−CQ

(3.3)

die Optimierungsvariable des Problems bilden. Die reellen Vektoren U,ϕ, P,Q ∈ RK
sind im Folgenden so zu verstehen, dass ein Eintrag entweder eine konstante oder eine
variable Größe ist und die Einträge der komplexen Vektoren können sich aus konstanten
und variablen Teilen zusammensetzen. Der Knotenstrom I spielt bei der Netzwerkbe-
trachtung ohnehin eine untergeordnete Rolle, wird aber in diesem System immer als freie
Variable mit optimiert. Die Matrix Y ist für alle weiteren Betrachtungen fest durch die
in Kapitel 1 beschriebenen Netzkomponenten vorgegeben. Theoretisch ist es allerdings
möglich auch Komponenten der Matrix, wie den Leitungsdurchmesser oder die Phasen-
verschiebung durch Phasenschiebertransformatoren zu optimieren. Dies ist aber für die
Untersuchungen in dieser Arbeit nicht von Bedeutung.

Mit der beschriebenen Schreibweise wird das Optimierungsproblem zunächst in all-
gemeiner Form aufgestellt. Dabei wird die Voraussetzung festgelegt, dass die Anzahl
der Gleichheitsnebenbedingungen kleiner oder gleich der Anzahl der Optimierungsva-
riablen ist, damit kein unterbestimmtes nichtlineares Gleichungssystem entsteht. Es sei
C := CU +Cϕ+CP +CQ ∈ N die Anzahl der konstanten Parameter. Die Lastflussglei-
chungen führen zu 4K Gleichungsnebenbedingungen, sodass mit den 2K Variablen für
den Strom und 4K − C Variablen für Spannung und Leistung die Voraussetzung

4K ≤ 2K + 4K − C
⇒C ≤ 2K (3.4)
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für die Anzahl der konstanten Werte gilt. Außerdem ist immer ein Bilanzknoten zu
wählen, d.h. CU , Cϕ ≥ 1, um damit einen Bezugspunkt für die in der Realität zeitlich
variablen Spannungen in allen Knoten zu erhalten. Mögliche Beschränkungen der Op-
timierungsvariablen, so genannte Boxschranken, können dabei durch die Ungleichheits-
nebenbedingungen ausgedrückt werden. Das Problem des optimalen Lastflusses kann
damit im Allgemeinen wie folgt formuliert werden.

Definition 3.1.1 (Allgemeines Lastflussoptimierungsproblem). Mit den Definitionen
(3.1), (3.2) und (3.3) sowie den Voraussetzungen (3.4) und CU , Cϕ ≥ 1 wird das Problem

min
x∈Rnx

f(x, p)
unter (Y U)Re −IRe = 0,

(Y U)Im −IIm = 0,√
3 (U ◦ I)Re −P = 0,√
3 (U ◦ I)Im −Q = 0,

g(x) ≤ 0,
x = (IRe, IIm, Uv, ϕv, P v, Qv) ∈ R6K−C ,

p = (U c, ϕc, P c, Qc) ∈ RC

(3.5)

als allgemeines Lastflussoptimierungsproblem bezeichnet. Der Operator „◦“ kennzeichnet
dabei die punktweise Multiplikation zweier Vektoren.

3.2 Das spezielle Lastflussoptimierungsproblem ohne
Freiheitsgerade

Für die Anwendung des allgemeinen Lastflussoptimierungsproblems (3.5) auf eine kon-
krete Anwendung in einem speziellen Netz ist die Anzahl der freien Variablen und der
konstanten Parameter anzupassen. In dieser Arbeit geht es dabei nicht vordergründig um
das Lösen eines Optimierungsproblems, sondern um das Lösen der Lastflussgleichungen
und die anschließende Untersuchungen der Sensitivitäten. Im in Kapitel 4 untersuchten
Netz sind, wie in Kapitel 1 bereits erwähnt, sowohl für Erzeuger als auch für Verbraucher
jeweils Wirk- und Blindleistung mit unterschiedlichem Vorzeichen festgelegt und Betrag
und Phase der Spannung frei. Nur in den Bilanzknoten sind Betrag und Phase fest und
Wirk- und Blindleistung frei. In einem Netzwerk mit K Knoten und B = CU = Cϕ ∈ N
Bilanzknoten ist die Anzahl der P,Q-Knoten damit gleich D = K −B = CP = CQ ∈ N,
wobei die Anzahl der Bilanzknoten B in der Regel sehr klein oder gleich 1 ist. Damit ist
die komplexe Spannung in allen Knoten insgesamt entweder frei oder konstant. Für den
Vektor der freien komplexen Spannungen aller P,Q-Knoten wird dann die Bezeichnung

Uv = (Uv1, . . . , UvD)T := (Uv1 eϕ
v
1 , . . . , UvD e

ϕvD)T (3.6)

47



verwendet. In den Bilanzknoten sind Betrag und Phase von U konstant und die komplexe
Spannung im Bilanzknoten wird mit

U c = (U c1, . . . , U cB)T := (U c1 eϕ
c
1 , . . . , U cB e

ϕcB )T (3.7)

bezeichnet. Die Spannungen werden dann ohne Beschränkung der Allgemeinheit so sor-
tiert, dass die Bilanzknoten die letzten Einträge von

U = (Uv1, . . . , UvD, U c1, . . . , U cB)T = (Uv, U c)T

darstellen, um das allgemeine Lastflussoptimierungsproblem auf Netzwerke mit aus-
schließlich P,Q-Knoten und Bilanzknoten zu modifizieren.

Definition 3.2.1 (Spezielles Lastflussoptimierungsproblem). Mit den Definitionen (3.1),
(3.2), (3.3), (3.6) und (3.7) wird das Problem

min
x∈Rnx

f(x, p)
unter (Y U)Re −IRe = 0,

(Y U)Im −IIm = 0,√
3 (Uv` · I`)Re −P c` = 0, ` = 1, . . . , D,√
3 (Uv` · I`)Im −Qc` = 0, ` = 1, . . . , D,√
3 (U ck · Ik)Re −P vk = 0, k = 1, . . . , B,√
3 (U ck · Ik)Im −Qvk = 0, k = 1, . . . , B,

x = (IRe, IIm, Uv, ϕv, P v, Qv) ∈ R4K ,

p = (U c, ϕc, P c, Qc) ∈ R2K

(3.8)

als spezielles Lastflussoptimierungsproblem bezeichnet.

Das spezielle Lastflussoptimierungsproblem (3.8) ist kein echtes Optimierungsproblem
mehr, sondern nur eine Umformulierung der Lastflussgleichungen (1.67), da für die 4K
freien Variablen 4K Gleichungen vorgegeben werden. Für die Anzahl der konstanten
Parameter insgesamt gilt dann C = 2D + 2B = 2K, wodurch die Voraussetzung (3.4)
gerade mit Gleichheit erfüllt ist. In diesem Fall wird die Zielfunktion f nicht minimiert,
sondern nur in der optimalen und einzig zulässigen Lösung ausgewertet und ist daher von
untergeordneter Bedeutung. Im allgemeinen Lastflussoptimierungsproblem sind noch zu-
sätzliche Ungleichheitsnebenbedingungen g(x) aufgeführt, in denen auch Boxschranken
für die Optimierungsvariablen enthalten sind. Für das spezielle Lastflussoptimierungs-
problem werden keine Ungleichheitsnebenbedingungen verwendet. Dadurch ist bei einer
Veränderung von Parametern keine Änderung der Menge der aktiven Indizes möglich.

Diese Problemformulierung wird bereits in einem bestehenden Algorithmus zur Ziel-
netzplanung von Mittelspannungsnetzen verwendet und bietet den Vorteil, dass eine
Optimierung durch das Hinzufügen von Freiheitsgeraden jederzeit möglich ist. Dieser
Algorithmus wurde von der AG Optimierung und Optimale Steuerung der Universität
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Bremen zusammen mit der IAV GmbH in Gifhorn [31] entwickelt. Die korrekte nume-
rische Lösung der Lastflussgleichungen wurde durch einen Abgleich mit der für Last-
flussberechnung anerkannten Software NEPLAN verifiziert (vgl. [32]). In Abschnitt 2.3
wurde gezeigt, dass das Newton-Verfahren, mit dem die Lastflussgleichungen normaler-
weise gelöst werden, und das SQP-Verfahren, das zur Lösung des Optimierungsproblems
verwendet wird, eng zusammenhängen und daher durch diese Methode keine Nachteile
bei der Konvergenz entstehen. In dieser Arbeit wird ein weiterer Vorteil dieser Problem-
formulierung ausgearbeitet, da die Sensitivitäten der freien Variablen, insbesondere der
Spannung, in Bezug auf die festen Parameter, der Leistung, beim Anwenden des SQP-
Verfahrens nur mit den in Bemerkung 2.3.1 erwähnten zusätzlichen Berechnungskosten
für das Lösen des Gleichungssystems (2.27) zur Verfügung stehen.

Im speziellen Lastflussoptimimierungsproblem (3.8) setzt sich der Parameter p fast aus-
schließlich aus den vorgegebenen Leistungen zusammen. Die konstanten Wirk- und
Blindleistungswerte P c und Qc treten linear in den Nebenbedingungen auf, sodass eine
Veränderung in der Leistung als lineare Störung in den Nebenbedingungen, wie in Ab-
schnitt 2.2.1 beschrieben, betrachtet werden kann. Phase und Winkel der Spannung im
Bilanzknoten können zwar auch als Parameter angesehen werden, die Sensitivitäten sind
aber für eine Netzwerkanalyse nicht von Bedeutung und werden daher nicht näher be-
trachtet. Die Sensitivitäten aller Nebenbedingungsgleichungen sind für den in Abschnitt
2.2.2 beschriebenen Algorithmus 1 der Zulässigkeitsselbstkorrektur relevant. Durch Glei-
chung (2.34) können die Sensitivitäten der gesamten Optimierungsvariable x, die sich
aus Betrag und Phase der Spannung in den Erzeuger- und Verbraucherknoten, Real- und
Imaginärteil der Knotenströme sowie Wirk- und Blindleistung des Bilanzknoten zusam-
mensetzt, berechnet werden. Alle Gleichheitsnebenbedingungen von (3.8) werden in der
Numerischen Auswertung wie in Kapitel 2 für allgemeine Optimierungsprobleme durch
die Funktion h(x, p) : RNx ×RNp → R4K ausgedrückt. Da das Augenmerk bei der Last-
flussberechnung auf der Spannungsstabilität liegt, werden als erstes die Sensitvitäten des
Betrags der Spannung in Bezug auf die Leistung untersucht, um zu validieren, wie gut
die Sensitivitäten die Abhängigkeit der Spannung von der Leistung abbilden und da-
mit einen Beitrag für die Analyse eines Netzwerks in Bezug auf die Spannungsstabilität
leisten können.
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3.3 Die parametrischen Sensitivitäten der Spannung im Bezug
auf die Leistung

Explizit sind die Sensitivitätsableitungen des Betrags der Spannung in Bezug auf Wirk-
und Blindleistung durch

dUv

dP c (P 0, Q0) =


dUv1
dP c1

dUv1
dP c2

· · · dUv1
dP cD...

...
...

dUvD
dP c1

dUvD
dP c2

· · · dUvD
dP cD

 (P 0, Q0) ∈ RD×D
[
kV

kW

]
(3.9)

und

dUv

dQc (P 0, Q0) =


dUv1
dQc1

dUv1
dQc2

· · · dUv1
dQcD...

...
...

dUvD
dQc1

dUvD
dQc2

· · · dUvD
dQcD

 (P 0, Q0) ∈ RD×D
[
kV

kvar

]
(3.10)

mit den Nominalparametern für die Wirkleistung P 0 ∈ RD und die BlindleistungQ0 ∈ RD
gegeben. Diese werden in Kapitel 4 an einem Mittelspannungsnetzen mit realen Daten
untersucht. Die Abhängigkeit vom Nominalparameter wird im Folgenden als gegeben
vorausgesetzt und nur explizit angegeben, wenn es relevant ist. Jeder Eintrag dieser
Matrizen gibt für die Spannung in dem zugehörigen Knoten an, wie stark sich diese in
linearer Näherung verändert, wenn sich die Leistung in einem beliebigen Knoten des Net-
zes ändert. Die Einheit der einzelnen Einträge ist

[
kV
kW

]
bzw.

[
kV
kvar

]
. Da bei der Analyse

von Netzen insgesamt die prozentuale Abweichung von der Nominalspannung betrachtet
wird, sind die Sensitivitäten auch in Bezug auf die Nominalspannung zu betrachten, da
diese nicht in allen Knoten gleich sein muss. Die Matrizen(

dUv

dP c1
◦ 100
Unom

, . . . ,
dUv

dP cD
◦ 100
Unom

) [ %
kW

]
(3.11)

und(
dUv

dQc1
◦ 100
Unom

, . . . ,
dUv

dQcD
◦ 100
Unom

) [ %
kvar

]
(3.12)

geben dann für jeden Knoten eine lineare Näherung an die prozentuale Spannungsände-
rung pro Kilowatt bzw. kilo volt ampere reactive Leistungsänderung in einem anderen
Knoten an. dUv

dP c
`
◦ 100
Unom bzw. dUv

dQc
`
◦ 100
Unom gibt dabei jeweils die `-te Spalte dieser Matrizen

an.

Mit den Sensitivitätsableitungen ist es auch möglich bei einer vorgegebenen Leistungs-
änderung um ∆P ∈ RD bzw. ∆Q ∈ RD den Betrag der Spannung nach Gleichung (2.39)
zu approximieren. Dadurch ergibt sich mit P c = P 0 + ∆P und QC = Q0 + ∆Q die
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approximierte Spannung

Ũv(P c, Qc) = Uv(P 0, Q0) + dUv

dP c∆P + dUv

dQc∆Q (3.13)

und die approximierte Optimierungsvariable

x̃(P c, Qc) = x(P 0, Q0) + dx
dP c∆P + dx

dQc∆Q. (3.14)

Die Approximation der Optimierungsvariable, in der zusätzlich zum Betrag der Span-
nung auch die Phase der Spannung, die Knotenströme und die Leistungen der Bilanz-
knoten enthalten sind, wird dabei explizit angegeben, da diese für die Bestimmung von
Fehlern in der Approximation in der Auswertung ebenfalls berücksichtigt wird.

In einem Großteil der numerischen Auswertungen wird insbesondere die prozentuale
Spannungsänderung in Bezug auf die Nominalspannung Unom ∈ RD

d̃U :=
(dUv

dP c∆P + dUv

dQc∆Q
)
◦ 100
Unom

∈ RD [%] (3.15)

angegeben. Um zu analysieren, wie genau die Sensitivitäten die Änderung der Spannung
durch Änderungen der Leistung abbilden, werden diese mit tatsächlichen Spannungsän-
derungen durch ein erneutes Lösen der Lastflussgleichungen verglichen. Diese ist dann
durch Uv(P c, Qc) gegeben und die prozentuale Spannungsänderung wird durch

dU :=
(
Uv(P c, Qc)− Uv(P 0, Q0)

)
◦ 100
Unom

∈ RD [%] (3.16)

berechnet. Der Fehler in der Approximation ist dann gegeben durch:

eU := dU − d̃U = (Uv(P c, Qc)− Ũv(P c, Qc)) ◦ 100
Unom

∈ RD [%]. (3.17)

In dieser Analyse wird bewusst zuerst auf eine Zulässigkeitselbstkorrektur nach Algo-
rithmus 1 verzichtet, um Aussagen darüber treffen zu können, wie gut die Sensitivitäts-
matrizen selbst die Spannungsänderungen abbilden. Dazu wird insbesondere untersucht,
inwiefern die Sensitivitäten bei großen Änderungen der Leistung in einzelnen Knoten die
Spannungsänderungen noch approximieren können, obwohl durch den Sensitivitätssatz
nur Änderungen in einer Umgebung um den Nominalparameter abgedeckt sind. Da der
Sensitivtätssatz keine Auskunft über die Größe dieser Umgebung gibt, kann diese über
die Änderung der Menge aktiven Indizes abgeschätzt werden (vgl. [18], S. 32 ff). Für
die Lösung der Lastflussgleichungen (3.8) ist diese Abschätzung allerdings nicht mög-
lich, weil nur Gleichheitsnebenbedingungen verwendet werden und die Menge sich damit
nicht ändert. Die Fehler in den Nebenbedingungen sind dennoch ein weiteres wichtiges
Kriterium für die Bewertung der Sensitvitätsapproximation. Diese können auch berech-
net werden, ohne die tatsächliche Lösung zu kennen.
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3.4 Starklast und Schwachlast

Um die elektrischen Übertragungsnetze so auszulegen, dass sie auch in Extremsituatio-
nen den Belastungen standhalten, werden die Lastflussberechnungen in der Regel für
Extremfälle durchgeführt. Diese sind durch einen Starklast- und einen Schwachlastfall
festgelegt. Bei Starklast werden 100 Prozent der Verbraucherleistungen berücksichtigt,
während keine Leistung ins Netz eingespeist wird. Im Schwachlastfall werden 25 Pro-
zent der Verbraucherleistungen und 100 Prozent der Erzeugerleistungen berücksichtigt.
Sind die Verbraucherleistungen PL, QL ∈ RD und die Erzeugerleistungen PG, QG ∈ RD
jeweils größer als 0 gilt für die Schwachlastleistungen (engl. Low Load)

PLL = 0,25PL − PG und QLL = 0,25QL −QG (3.18)

und für die Starklastleistungen (engl. Strong Load)

PSL = PL − 0PG und QSL = QL − 0QG. (3.19)

Diese können also durch

PLL = PSL + (−0,75PL − PG)︸ ︷︷ ︸
∆P

und QLL = QSL + (−0,75QL −QG)︸ ︷︷ ︸
∆Q

(3.20)

ineinander umgerechnet werden. Wird das Lastflussproblem (3.8) mit den Starklastleis-
tungen PSL und QSL als Nominalparameter gelöst, können die Sensitvitäten mit den
oben definierten Störungen ∆P und ∆Q für eine Approximation der Lösung mit den
Schwachlastleistungen verwendet werden. Mit der Lösung des Lastproblems im Star-
klastfall xSL := x(PSL, QSL) ist die approximierte Lösung nach Gleichung (2.39) gege-
ben durch:

x̃LL = xSL + dx
dP c∆P + dx

dQc∆Q. (3.21)

Diese Lösung kann mit der Lösung des Lastflussproblems mit den Schwachlastleistungen
xLL := x(PLL, QLL) verglichen werden. An dieser Stelle wird auch die Approximation
der gesamten Optimierungsvariable angegeben, da sie auch in der Auswertung des Feh-
lers verwendet wird. Die Approximation kann auch als Startschätzung für die Lösung des
speziellen Lastflussoptimierungsproblems (3.8) im Schwachlastfall verwendet werden, um
zu überprüfen, ob sich die Anzahl der Iterationen dadurch verringert. Zudem kann die
Zulässigkeitsselbstkorrektur nach Algorithmus 1 verwendet werden, um die Lösung im
Schwachlastfall zu verbessern. Da das spezielle Lastflussoptimierungsproblem in der ver-
wendeten Form ausschließlich die Lösung der Lastflussgleichungen berechnet, kann die
Güte der Approximation auch durch den Fehler in den Nebenbedingungen angegeben
werden. Mit der Zulässigkeitsselbstkorrektur kann dieser Fehler unter eine festgelegte
Schranke verkleinert werden. Daher wird untersucht, ob die Lösung im Schwachlastfall
mit diesem Algorithmus vollständig mit den Sensitivitäten der Lösung des Starklastfalls
zu berechnen ist. Dies ist nach der Theorie dann möglich, wenn der Sensitivitätssatz noch
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gilt, obwohl die Störung dann stark vom Nominalparameter abweicht. Diese Lösung nach
r Iterationen von Algorithmus 1 (x̃LL)[r] wird anschließend mit der tatsächlichen Lösung
xLL verglichen.
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4 Numerische Auswertung

Die numerische Auswertung wird mit realen Daten eines 20 kV-Mittelspannungsnetzes
aus Deutschland durchgeführt. Für die Lösung des Lastflussoptimierungsproblems (3.8)
wird der NLP-Solver WORHP verwendet (vgl. [28]). Die Grundlagen des dabei ver-
wendeten SQP-Verfahrens wurden in Kapitel 2 erläutert. Wie bereits erwähnt, ist das
Lastflussoptimierungsproblem bereits im Algorithmus zur Zielnetzplanung der AG Op-
timierung und Optimale Steuerung integriert. Mit den Daten des verwendeten Mittel-
spannungsnetzes und den im Anhang angegebenen Parametern von WORHP konvergiert
das Lastflussoptimierungsproblem (3.8) zu einer Lösung. Die Gleichheitsnebenbedingun-
gen werden dabei bis auf eine Genauigkeit von max (‖gA‖∞, ‖h‖∞) ≤ 10−6 eingehalten.
Die Datei mit allen bei der Berechnung verwendeten Parametern von WORHP befinet
sich im Anhang A.1. Der Wert der Zielfunktion ist für die Untersuchungen in dieser
Arbeit nicht von Bedeutung. Für die parametrische Sensitivitätsanalyse wird das Mo-
dul WORHP Zen verwendet, das die Sensitivitäten der Nebenbedingungen ohne eine
Modifizierung des Problems mit dem in Kapitel 2 angegebenen Gleichungssystem (2.34)
berechnet (vgl. [33]). Lineare Approximationen der Lösung des gestörten Problems nach
Gleichung (2.39) sind mit WORHP Zen ebenfalls möglich. Die Berechnungen wurden
auf einem Rechner der AG Optimierung und Optimale Steuerung an der Universität
Bremen durchgeführt. Die Daten des Rechners sind:

Betriebssystem: Linux, Ubuntu 16.04.3 LTS
Prozessoren: 24 Intel(R) Xeon(R) CPU E5-4617 0 @ 2.90Ghz
Arbeitsspeicher: 528.4 GB
Compiler: gcc 4.9.0

Das Mittelspannungsnetz besteht aus K = 366 Knoten mit einem Bilanzknoten (B = 1)
und D = 365 P,Q-Knoten. Ein Ersatzschaltplan dieses Netzes ist im Anhang in Ab-
bildung A.1 zu finden. In einem Großteil der Knoten beträgt die Nominalspannung
20 kV. Durch im Netz befindliche Transformatoren befinden sich einige Knoten im Nie-
derspannungsbereich mit einer Nominalspannung von 400 V bzw. 690 V. Dabei han-
delt es sich zum einen um „Eneuerbare-Energien-Erzeugungsanlagen“, wie beispielswei-
se Windkraft-, Photovoltaik- oder Biogasanlagen. Zum anderen sind in einigen Knoten
Niederspannungs-Ortsnetztransformatoren vom Netzbetreiber nur zur Abfrage der Span-
nungen in die Simulation eingebaut. In diesen Knoten ist die angeschlossene Leistung
immer gleich 0, da die Leistungen von Ortsnetzen immer insgesamt an Knoten mit 20 kV-
Nominalspannung simuliert werden, wie in Kapitel 1 beschrieben. Die Konfiguration von
Netzen ist von verschiedenen Parametern, wie der Einstellung der Transformatorstufe
am Umspannwerk, und Faktoren für die Leistungen von Erzeugern und Verbrauchern
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abhängig. Für die Untersuchungen wird eine realitätsnahe Konfiguration des Netzes ver-
wendet, aus der der Starklastfall und der Schwachlastfall des Netzes abgeleitet werden
können. Für die Nominalleistung des Netzes gilt daher P 0 = PG−PL und Q0 = QG−QL.
Für die Planung von Netzen sind zwar in der Regel nur die Extremfälle relevant, für die
Analyse der Sensitivitäten sollen aber sowohl Verbraucher als auch Erzeuger berück-
sichtigt werden. Insgesamt ist die Konfiguration für die Untersuchung des prinzipiellen
Nutzens der Sensitivitäten nicht entscheidend.

4.1 Vergleich der Sensitivitätsmatrix mit der Netzstruktur

Für die Auswertung der Ergebnisse werden zunächst die Sensitivitätsmatrizen selbst
betrachtet. Dabei liegt der Fokus insbesondere auf den Sensitivitäten des Betrages der
Spannung nach der Wirkleistung dUv

dP c (3.9), weil diese beiden Größen für die Struktur
des Netzes die größte Bedeutung haben. Dabei wird insbesondere untersucht, ob die
Näherungen der Spannungsänderungen in den einzelnen Knoten mit den Strukturen des
Netzes übereinstimmen, d.h. insbesondere ob sich Leistungsänderungen nach Aussage
der Sensitivitäten stärker auf die Spannung in benachbarten Knoten auswirken, als auf
andere. Dazu wird für einen ersten Überblick zunächst die Sensitivitätsmatrix (3.9) des
Netzes in Abbildung 4.1 farblich dargestellt. Die Pixelspalten des Bildes entsprechen den
Spalten der Matrix, in der jeweils die Sensitivität aller Knotenspannung nach der Leis-
tung in einem Knoten abzulesen ist. Die Pixelzeilen entsprechen den Zeilen der Matrix,
die die Sensitivität der Spannung in einem Knoten zu Änderungen der Leistungen in
jedem Knoten des Netzes darstellt. Die Farbe gibt die Größe der Sensitivitäten an.

Für die Analyse ist zunächst zu bemerken, dass die Reihenfolge der Knoten vom Einle-
sen abhängt. Im Regelfall sind Knoten, die im Netz nah beieinander liegen auch in den
Einträgen der Spannungs- und Leistungsvektoren nah beieinander. Davon gibt es aber
auch einige Ausnahmen. In der Darstellung der Matrix in Abbildung 4.1 sind mehrere
Blöcke zu erkennen, die nahezu symmetrisch um die Diagonale angeordnet sind. Dass
die Werte auf der Diagonalen insgesamt größer sind, als im Rest der Matrix, lässt darauf
schließen, dass der Einfluss einer Leistungsänderung in einen Knoten selbst den größten
Einfluss auf die Spannung in diesem Knoten hat. Die Symmetrie lässt darauf schließen,
dass ein Knoten, dessen Spannung stark durch eine Leistungsänderung in einem anderen
Knoten beeinflusst wird, in der Regel die Spannung in diesem Knoten ähnlich beeinflusst.
Dass die gegenseitige Beeinflussung der Spannung bestimmter Knoten auf die Nähe der
Knoten zueinander im Netz zurückzuführen ist, wird durch eine genauere Analyse von
zwei symmetrischen Blöcken belegt.

Da die größten Werte der Sensitivitäten innerhalb der Knoten 69 bis 88 vorkommen,
werden die Spalten der Sensitivitätsmatrix für diese Knoten als erstes separat unter-
sucht. Dabei wird allerdings die auf die Nominalspannung normierte Sensitivitätsmatrix
der prozentualen Spannungsänderungen pro Kilowatt (3.11) verwendet, um auch die
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Abbildung 4.1: Sensitivitätsmatrix des Betrages der Spannung nach der Wirkleistung

Knoten im Niederspannungsbereich zu berücksichtigen. Die Darstellung der gesamten
Matrix in dieser Form ist nicht sinnvoll, da dadurch die normierten Sensitivitäten in ei-
nigen Knoten im Niederspannungsbereich auf die Spannung im eigenen Knoten deutlich
größer sind als im Rest des Netzes, obwohl diese für die Betrachtung der Spannung im
Gesamtnetz keine Rolle spielen. Abbildung 4.2 zeigt den Netzauschnitt, in dem sich unter
anderem die Knoten 69 bis 88 befinden. Die Lasten sind dabei durch ein Schaltsymbol wie
in Abbildung 1.11b mit einem Pfeil dargestellt. Die roten Kästen sind eine stark verklei-
nerte Darstellung des rechten Erzeuger-Symbols in Abbildung 1.11a und symbolisieren
kleinere Erzeuger, üblicherweise Photovoltaik-Anlagen. Einige Knoten, wie beispielswei-
se Knoten 74 sind reine Verbindungsknoten ohne angeschlossene Lasten. An Knoten 278
ist eine Windkraftanlage über einen Transformator an das Netz angeschlossen (linkes
Erzeuger Symbol in Abbildung 1.11a). Die Knoten 312 und 322 sind Niederspannungs-
Ortsnetztransformatoren. Die Lasten dieser Ortsnetze werden durch andere Knoten (hier
76 und 86) modelliert. Die größeren blau-grünen, dreieckigen Symbole repräsentieren
große Lasten, bei denen damit gerechnet wird, dass sie in Zukunft an das Netz ange-
schlossen werden und die unter anderem dazu führen, dass eine Neuplanung des Netzes
notwendig ist.
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Abbildung 4.2: Netzausschnitt mit den Knoten 69 bis 88 (modifiziert nach [34])

In Abbildung 4.3 ist die Spalte 82 der normierten Sensitivitätsmatrix (3.11) dUv
dP c82
◦ 100
Unom

[%]
als Prozentwert dargestellt. Der 82. Eintrag dieser Spalte ist betragsmäßig absolut der
größte Wert in der gesamten Matrix (3.9) und relativ zur Nominalspannung der größte
relevante Wert. Die Werte dieses Vektors sind so zu interpretieren, dass jeder Eintrag in
linearer Näherung die prozentuale Spannungsänderung in Bezug auf die Nominalspan-
nung in dem jeweiligen Knoten des Netzes angibt, wenn sich die Leistung in Knoten
82 um ein Kilowatt ändert. Eine Leistungsänderung hat also die größten Auswirkungen
auf die Spannung in genau diesem Knoten. Die Sensitivitätsableitungen der im Netz an
der selben Leitung liegenden Knoten 69 bis 88, sowie 278, 312 und 322 sind ebenfalls
deutlich größer als die der anderen Knoten, die nahezu bei 0 liegen. Die Sensitivitäten
der Einträge 49 bis 59 des Vektors sind in der Grafik ebenfalls noch deutlich zu erkennen.
Diese Knoten befinden sich in einer direkt benachbarten Leitung zu der in Abbildung
4.2 dargestellten Leitung, wie in der Abbildung des Gesamtnetzes A.1 zu erkennen ist.
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Abbildung 4.3: Grafische Darstellung der Spalte 82 der normierten Sensitivitätsmatrix
(3.9)
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Abbildung 4.4: Grafische Darstellung der Spalten 69 bis 88 der Sensitivitätsmatrix (3.9)

In Abbildung 4.4 sind in jeder Grafik je fünf Spalten der normierten Matrix (3.11) dar-
gestellt. Die Aufteilung in einzelne Grafiken dient dabei einzig der Übersichtlichkeit. Die
Punkte einer Farbe gehören dabei zu einer Spalte, sodass dadurch jeweils die Ableitung
nach der Leistung in einem der Knoten 69 bis 82 dargestellt ist. Da in einigen dieser
Knoten keine Lasten oder Erzeuger angeschlossen sind, wären Leistungsänderunen in
diesen Knoten allerdings nicht zu erwarten. Dennoch ist an dieser Darstellung zu erken-
nen, dass die Sensitivitäten die Netzstruktur widerspiegeln, da eine Leistungsänderung
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in einem Knoten insbesondere Auswirkungen auf die Spannung in benachbarten Knoten
hat.

Im Anhang sind in Abbildung A.3 auf die gleiche Art und Weise wie in Abbildung 4.4
je fünf bzw. sechs Spalten der normierten Matrix (3.11) dargestellt. Auch diese Knoten
liegen alle entlang einer Leitung, deren Netzausschnitt im Anhang in Abbildung A.2 ge-
zeigt wird. Eine Leistungsänderung in einem der Knoten dieser Leitung beeinflusst fast
ausschließlich die Spannung in den Knoten entlang dieser oder benachbarter Leitungen.
Die Analyse weiterer Sensitivitäten einzelner Leitungen des Netzes führt zu ähnlichen
Ergebnissen und es ist insgesamt festzustellen, dass diese durch die Struktur des Netzes
zu erklären sind.

Die Matrix der Sensitivitätsableitungen nach der Blindleistung ist in Abbildung 4.5 dar-
gestellt. Diese ist von der Struktur fast genauso aufgebaut, wie die Sensitivitätsmatrix
nach den Wirkleistungen, aber einige Werte, insbesondere solche, die vorher fast 0 oder
klein waren, sind in dieser Matrix größer. Dennoch ist der Bereich, in der die Werte
liegen, nahezu identisch und auch Blindleistungsänderungen führen vor allem zu Span-
nungsänderung in benachbarten Knoten.
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Abbildung 4.5: Sensitivitätsmatrix des Betrages der Spannung nach der Blindleistung
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4.2 Vergleich der Approximationen mit erneuten
Lastflussberechnungen

Um zusätzlich zu der Struktur der Sensitivitätsmatrix auch die Größenordnung der Sen-
sitivitäten zu validieren, werden die durch Sensitivitäten in erster Ordnung angenäherten
Spannungsänderungen mit den tatsächlichen Spannungsänderungen anhand der in Ab-
schnitt 3.3 beschriebenen Methode miteinander verglichen.
Als erstes werden dazu noch einmal die Knoten der in Abbildung 4.2 dargestellten
Leitung verwendet. An allen Knoten dieser Leitung, an denen eine Last angeschlos-
sen ist, werden die Verbraucherleistungen erst um 10 % erhöht und dann vom Aus-
gangswert um den gleichen Betrag verringert. Für diese Leistungen in den Knoten
V = {69,70,76,78, . . . ,82,85, . . . ,88} gilt dann

P c` = P 0
` + (±P 0

` · 0,1)︸ ︷︷ ︸
∆P±

`

∀` ∈ V, (4.1)

Qc` = Q0
` + (±Q0

` · 0,1)︸ ︷︷ ︸
∆Q±

`

∀` ∈ V, (4.2)

die in diesem Fall jeweils negativ sind, da die Verbraucherleistung in diesen Knoten grö-
ßer ist als die erzeugte Leistung. Daher entsprechen die negativen Abweichungen ∆P−`
und ∆Q−` jeweils einer Erhöhung der Verbraucherleistung in Knoten ` und die positiven
Abweichungen ∆P+

` und ∆Q+
` einer Verringerung. Gleichermaßen können diese auch als

Verringerung bzw. Erhöhung der Erzeugerleistung verstanden werden. In allen anderen
Einträgen ` /∈ V sind ∆P` = 0 und ∆Q` = 0 und die gesamten Störungsvektoren werden
mit ∆P−,∆P+,∆Q−,∆Q+ ∈ RD bezeichnet.

Für diese Störungen werden die approximierten Spannungsänderungen mit den Sensitivi-
täten d̃U ∈ RD nach Gleichung (3.15) und die tatsächlichen Spannungsänderungen durch
ein erneutes Lösen der Lastflussgleichungen dU ∈ RD mit Gleichung (3.16) berechnet.
Außerdem wird der Fehler zwischen diesen beiden Berechnungen (Gleichung (3.17)) er-
mittelt. Die Spannungsänderungen bei einer Erhöhung der Verbraucherleistung werden
in Abbildung 4.6 dargestellt und der dazugehörige Fehler in Abbildung 4.7 aufgetragen.
Bei einer Verringerung der Verbraucherleistung sind die Spannungsänderungen und der
Fehler in den Abbildungen 4.8 und 4.9 dargestellt. In den Abbildungen 4.6 und 4.8 geben
die roten Punkte jeweils die durch die Sensitivitäten approximierte Spannungsänderung
an und die schwarzen Punkten die durch eine erneute Lastflussberechnung ermittelte
tatsächliche Spannungsänderung. Ein Punkt gibt dabei den Wert für die Spannungsän-
derung in einem Knoten des Netzes an, dessen Index der Wert auf der x-Achse zeigt.
In Abbildung 4.6 ist zu erkennen, dass sich die Spannung bei einer Erhöhung der Ver-
braucherleistung in allen an der in Abbildung 4.2 dargestellten Leitung um 0,25− 0,3 %
absenkt. Die tatsächliche Spannungsänderung ist dabei besonders in den Knoten dieser
Leitung etwas geringer als die approximierte Spannungsänderung. Dies zeigt auch der in
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Abbildung 4.7 dargestellte Fehler eU ∈ RD in Prozentpunkten, da die Differenz entweder
größer als 0 oder ungefähr gleich 0 ist. Insgesamt liegt der maximale Fehler zwischen der
tatsächlichen und der approximierten Spannungsänderung unter 0,03 %.

Wird die Verbraucherleistung um 10 % verringert, verhalten sich die Spannungen in den
einzelnen Knoten fast genauso wie bei der Erhöhung, nur mit umgekehrtem Vorzeichen.
Die Spannung erhöht sich in den Knoten der betrachteten Leitung um 0,25− 0,3 % und
die Differenz zwischen tatsächlicher und approximierter Spannungsänderung ist kleiner
oder ungefähr gleich 0. Betragsmäßig ist der Fehler in beiden Fällen fast identisch. Im
Verhältnis zu den tatsächlichen Spannungsänderungen liegt dieser damit in allen Knoten
unter 10 %. Die Berechnungen zeigen folglich, dass sich die tatsächlichen Spannungsän-
derungen so verhalten wie von den Sensitivitäten erwartet, da der Fehler bei Leistungs-
änderungen in beide Richtungen sehr gering ist.
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Abbildung 4.6: Vergleich zwischen approximierter und tatsächlicher Spannungsänderung
bei einer Störung mit ∆P− und ∆Q−

Als zweites wird eine Leistungsänderung in nur einem einzigen Knoten untersucht. Dabei
werden auch sehr große Störungen betrachtet, um zu überprüfen, wie gut die Sensiti-
vitäten die tatsächliche Spannungsänderung auch bei großen Änderungen der Leistung
abbilden. In Knoten 28, der sich im in Abbildung A.2 dargestellten Netzausschnitt (im
Anhang) befindet, ist eine potentielle zusätzliche Last von mehreren Megawatt geplant.
Eine Leistungsänderung in diesem Knoten hat nach den Sensitivitäten relativ starken
Einfluss auf die Spannung in vielen anderen Knoten. Es wird analysiert, ob und wie gut
die Sensitivitäten auch große Leistungsänderungen noch abbilden können. Dazu wer-
den Leistungsänderungen in diesem Knoten von ∆P28 = −100 kW, ∆P28 = −500 kW
und ∆P28 = −4000 kW untersucht, wobei der letzte Wert die Verbraucherleistung mehr
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Abbildung 4.7: Fehler zwischen approximierter und tatsächlicher Spannungsänderung
bei einer Störung mit ∆P− und ∆Q−
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Abbildung 4.8: Vergleich zwischen approximierter und tatsächlicher Spannungsänderung
bei einer Störung mit ∆P+ und ∆Q+

als verdoppelt und gerade die Leistung einer zusätzlichen Last im Megawattbereich aus-
drückt. ∆P ist dabei in allen anderen Einträgen und ∆Q in allen Einträgen gleich 0. Wie
zuvor wird die prozentuale Spannungsänderung nach den Gleichungen (3.15) und (3.16)
sowie der Fehler (3.17) berechnet. Die roten Punkte geben wieder die approximierte
Spannungsänderung d̃U und schwarzen Punkte die tatsächlichen Spannungsänderungen
dU in den Knoten des Netzes an. In Abbildung 4.10 ist dabei kaum ein Unterschied
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Abbildung 4.9: Fehler zwischen approximierter und tatsächlicher Spannungsänderung
bei einer Störung mit ∆P+ und ∆Q+

zwischen der approximierten und der tatsächlichen Spannungsänderung zu erkennen.
Der Fehlerplot in Abbildung 4.11 zeigt, dass sich dieser betragsmäßig ungefähr in einer
Größenordnung von 10−4 [%] befindet und dabei relativ gleichmäßig über alle Knoten
verteilt ist. Diese Verteilung ändert sich, wenn die Leistungsänderung größer wird, wie
an den Abbildungen 4.13 und 4.15 zu erkennen ist. Dann ist der Fehler in den Knoten am
größten, in denen auch die Spannungsänderung groß ist. Der Fehler liegt betragsmäßig
maximal bei knapp über 0,01 % und damit relativ zur größten tatsächlichen Spannungs-
änderung von ungefähr 0,9 % bei unter einem Prozent.

Bei einer Leistungsänderung von mehreren Megawatt, wie durch ∆P28 = −4000 kW,
ändert sich die Spannung in den umliegenden Knoten um mehr als 5 %, sodass dadurch
die Spannungsgrenze in jedem Fall überschritten wird und eine Neuplanung des Netzes
erforderlich ist. Eine derart große Änderung der Spannung durch die Leistung lässt sich
nicht mehr mit hoher Genauigkeit durch die Sensitivitäten abbilden. Der Fehler in der
Approximation liegt allerdings in jedem Knoten immer noch bei unter einem Prozent
und der Fehler relativ zur größten maximalen Spannungsänderung von fast 8 % liegt bei
unter 10 %. Abbildung 4.14 zeigt jedoch, dass das Verhältnis der Spannungsänderung
innerhalb der einzelnen Knoten weiterhin durch die Sensitivitäten abgebildet werden
kann. Die approximierten Spannungsänderungen, die durch die roten Punkte angegeben
werden, liegen zwar insgesamt deutlich unter den schwarzen Punkten der tatsächlichen
Spannungsänderungen. Aber es ist zu erkennen, dass je größer eine approximierte Span-
nungsänderung betragsmäßig in einem Knoten ist, desto größer ist auch die tatsächliche
Spannungsänderung im Verhältnis zu den anderen Knoten.
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Wird für diese Störungen die Optimierungsvariable durch Gleichung (3.14) approximiert,
so kann der Fehler in den Nebenbedingungen h(x̃, p) berechnet werden. Dieser Fehler
aller Nebenbedingungen ist in den Abbildungen 4.16 - 4.18 aufgetragen. Der Wert auf
der x-Achse entspricht dabei dem Index der Nebenbedingungen und der Wert auf der
y-Achse gibt den Wert der jeweiligen Gleichheitsnebenbedingung an. Die durch eine rote
Umrandung markierten Punkte geben die Werte der Nebenbedingungen für die Leistung
von Knoten 28

√
3 (Ũv28 · Ĩ28)Re − P c28 und

√
3 (Ũv28 · Ĩ28)Im −Qc28

an. Diese sind bei allen drei Störungen deutlich stärker verletzt, als alle anderen Neben-
bedingungen. Eine Erklärung dafür liefern nicht die Knotenspannungen, die sich, wie die
vorherigen Betrachtungen zeigen, in einigen Knoten ähnlich stark verändern, sondern die
Knotenströme. Wie in Abschnitt 1.4.2 erläutert, hängen die Leistung und der Knoten-
strom in einem Knoten direkt zusammen, sodass die Wirkleistungsänderung in Knoten
28 deutlich stärkere Auswirkungen auf den Knotenstrom in diesem Knoten hat, als auf
alle anderen Knoten. Der Approximationsfehler des Knotenstroms Ĩ28 − I28 in diesem
Knoten ist ebenfalls größer als in allen anderen Knoten, sodass die Nebenbedingung, in
dem sowohl der Approximationsfehler der Spannung als auch des Knotenstromes groß
ist, am stärksten verletzt ist. Da der Knotenstrom für das Netz insgesamt kein große
Bedeutung hat, ist der Approximationsfehler für diesen auch in der Bewertung nicht
entscheidend. Der Fehler in den Nebenbedingung wird dadurch allerdings beeinflusst.
Insgesamt vergrößert sich der Fehler in den Nebenbedinungen, wenn die Störung ∆P28
vergrößert wird, wie in den Tabellen 4.1 und 4.2 jeweils in der vierten Spalte in unter-
schiedlichen Normen zu erkennen ist. Der Fehler in den Nebenbedingungen ist berechen-
bar ohne die Lösung des gestörten Optimierungsproblems zu kennen und daher auch für
die Bewertung der Approximation der Lösung verwendbar, wenn die tatsächliche Lösung
nicht als Vergleichsgröße vorliegt.

Außerdem kann der Fehler in den Nebenbedingungen, wie in Abschnitt 2.2.2 beschrie-
ben, durch Algorithmus 1 für die Zulässigkeitsselbstkorrektur genutzt und verringert
werden. Für die drei betrachteten Störungen wird eine Zulässigkeitsselbstkorrektur mit
der Schranke für den Fehler in den Nebenbedingungen δ = 10−6 durchgeführt. Der Ap-
proximationsfehler der Optimierungsvariable, des Betrags der Spannung und der Fehler
in den Nebenbedingungen werden bei einer einfachen Approximation (Spalten 2-4) und
nach Anwendung von Algorithmus 1 (Spalten 6-8) in den Tabellen 4.1 in der 2-Norm
und 4.2 in der Maximums-Norm aufgeführt. In Spalte 1 ist die Größe der Störung und
in Spalte 5 die Anzahl der Iterationen r von Algorithmus 1 angegeben. Die Ergebnisse
zeigen, dass es möglich ist, die Lösung durch die Zulässigkeitsselbskorrektur sehr genau
zu approximieren, da unabhängig von der Größer der Störung der Fehler in beiden Nor-
men in der Optimierungsvariable x, in der Spannung Uv und in den Nebenbedingungen
nach r Iterationen auf eine Größenordnung von 10−6 bis 10−8 reduziert wird. Der Fehler
in den Spalten 2-4 für die einfachen Approximationen ist in beiden Normen je größer,
desto größer die Störung ist, wie bereits anhand der Abbildungen 4.10 - 4.18 zu erkennen
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war.

∆P28 ‖x̃− x‖
∥∥Ũ c − U

∥∥ ‖h(x̃)‖ r
∥∥x̃[r] − x

∥∥ ∥∥∥Ũ c[r] − U
∥∥∥ ∥∥h(x̃[r])

∥∥
-100 4,94e−4 4,41e−4 2,29e−4 3 2,24e−6 2,0e−6 8,84e−7

-500 1,25e−2 1,11e−2 5,71e−2 5 1,53e−7 1,26e−7 2,27e−8

-4000 9,25e−1 8,28e−1 3,6e−1 9 1,24e−6 1,13e−6 4,25e−7

Tabelle 4.1: Approximationsfehler mit und ohne Zulässigkeitsselbskorrektur in der
2-Norm

∆P28 ‖x̃− x‖∞
∥∥Ũ c − U

∥∥
∞ ‖h(x̃)‖∞ r

∥∥x̃[r] − x
∥∥
∞

∥∥∥Ũ c[r] − U
∥∥∥
∞

∥∥h(x̃[r])
∥∥
∞

-100 1,65e−4 8,53e−5 1,64e−4 3 8,56e−7 3,4e−7 7,7e−7

-500 4,18e−3 2,16e−2 4,1e−3 5 6,58e−8 1,49e−8 2,01e−8

-4000 3,06e−1 1,16e−1 2,69e−1 9 4,26e−7 2,07e−7 3,62e−7

Tabelle 4.2: Approximationsfehler mit und ohne Zulässigkeitsselbskorrektur in der
Maximums-Norm

Dass eine Zulässigkeitsselbstkorrektur auch möglich ist, wenn die Störung wie bei ∆P28 =
−4000 kW sehr groß ist, lässt darauf schließen, dass diese trotzdem noch in der vom Sen-
sitivitätssatz geforderten Umgebung um den Nominalparameter P 0 liegt. Der Vergleich
zwischen dem Fehler in den Nebenbedingungen und in der optimalen Lösung zeigt auch,
dass diese jeweils in der gleichen Größenordnung liegen und der Fehler in den Nebenbe-
dingungen für die Bewertung auch geeignet ist. Im untersuchten Lastflussproblem (3.8)
werden ausschließlich Gleichheitsnebenbedingungen verwendet. Daher ist keine Verän-
derung der Menge der aktiven Indizes möglich.

Der Fehler in der Einhaltung der Lastflussgleichungen ist das Kriterium für die Be-
wertung der Lösung. Dieser entspricht gerade dem Fehler in den Nebenbedingungen
des Lastflussoptimierungsproblems (3.8), der auch für die Zulässigkeitsselbstkorrektur
verwendet wird. Da es mit diesem Algorithmus möglich ist, den Fehler in den Nebenbe-
dingungen auf die selbe Genauigkeit zu verringern wie beim Lösen des Lastflussoptimie-
rungsproblems (3.8), ist die gute Approximation der Optimierungsvariable infolgedessen
erwartbar.
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Abbildung 4.10: Vergleich zwischen approximierter und tatsächlicher Spannungsände-
rung bei ∆P28 = −100 kW
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Abbildung 4.11: Fehler zwischen approximierter und tatsächlicher Spannungsänderung
bei ∆P28 = −100 kW
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Abbildung 4.12: Vergleich zwischen approximierter und tatsächlicher Spannungsände-
rung bei ∆P28 = −500 kW
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Abbildung 4.13: Fehler zwischen approximierter und tatsächlicher Spannungsänderung
bei ∆P28 = −500 kW
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Abbildung 4.14: Vergleich zwischen approximierter und tatsächlicher Spannungsände-
rung bei ∆P28 = −4000 kW

50 100 150 200 250 300 350
Knotennummer im Netz

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

F
e
h
le
r
in

P
ro
z
e
n
tp
u
n
k
te
n

Abbildung 4.15: Fehler zwischen approximierter und tatsächlicher Spannungsänderung
bei ∆P28 = −4000 kW
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Abbildung 4.16: Fehler in den Nebenbedingungen der approximierten Lösung bei
∆P28 = −100 kW
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Abbildung 4.17: Fehler in den Nebenbedingungen der approximierten Lösung bei
∆P28 = −500 kW
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Abbildung 4.18: Fehler in den Nebenbedingungen der approximierten Lösung bei
∆P28 = −4000 kW

4.3 Berechnung des Schwachlastfalls mit den Sensitivitäten
des Starklastfalls

Bei der Berechnung des Schwachlastfalls mit den Sensitivitäten des Starklastfalls, wie
in Abschnitt 3.4 beschrieben, wird wie zuvor der Approximationsfehler ohne und mit
Zulässigkeitsselbstkorrektur betrachtet. Dabei ist neben der Notwendigkeit einer ausrei-
chend guten Annäherung der Schwachlastspannungen insbesondere zu untersuchen, ob
eine zeitliche Ersparnis gegenüber dem erneuten Lösen der Lastflussgleichungen erzielt
werden kann. In Tabelle 4.3 ist der zugehörige Iterationsverlauf aufgeführt. Dazu ist nach
jedem Iterationsschritt wie zuvor der Fehler in der Optimierungsvariable, im Betrag der
Spannung und in den Nebenbedingungen in der Maximumsnorm dargestellt. Außerdem
sind in Spalte 2 die Zeiten für die Berechnung einer Approximation nach Gleichung
(2.39) aufgeführt. Die Ergebnisse zeigen als erstes, dass sich die Optimierungsvariable
xLL bis auf eine sehr hohe Genauigkeit mit einem Fehler im Bereich von 10−9 annähern
lässt, wenn die Verletzung der Nebenbedingung durch den Algorithmus auf eine ähnliche
Genauigkeit verringert wird (δ = 10−9).

Beim Betrachten der Zeiten für die Berechnung der einzelnen Iterationen ist zu erken-
nen, dass die Rechenzeit in den ersten beiden Iterationen deutlich höher ist, als in den
anderen. Die Erklärung dafür liegt in der Zeit, die dafür benötigt wird, die Sensitivitä-
ten selbst zu berechnen. Die Funktion zur Approximation der Sensitivitäten in WORHP
Zen berechnet bei einem Aufruf nur die Sensitivitäten, die auch für die Approximation
benötigt werden. Nach Bemerkung 2.3.1 wird für die Sensitivitätsableitung nach einem
Parameter ein Aufwand von O((Nx+Ng+Nh)2) für das Vorwärts- und Rückwärtseinset-
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zen des linearen Gleichungssystems benötigt. Beim ersten Aufruf sind knapp ein Drittel
aller Nebenbedingungen gestört und beim zweiten Aufruf alle Nebenbedingungen. Bei
4K Nebenbedingungen sind damit Ng = 4K lineare Gleichungssysteme zu lösen, sodass
für die ersten beiden Iterationen ein Aufwand von insgesamt Nh · O

(
(Nx +Ng +Nh)2)

benötigt wird. Dieser ist damit in derselben Größenordnung wie der Aufwand für die
Faktorisierung der KKT-Matrix, die bei der Lösung der Lastflussgleichungen durch-
geführt wird. Dieser Vergleich des Aufwandes ist, wie in der Bemerkung 2.3.1 bereits
erwähnt, ohne Berücksichtigung von Vorfaktoren oder Anzahl der Nulleinträge in der
Matrix nur eine sehr grobe Abschätzung. Die Sensitivitäten werden, nachdem sie einmal
berechnet wurden, gespeichert und für alle weiteren Berechnungen verwendet, sodass die
Rechenzeit danach deutlich geringer ist und konstant bleibt. Durch eine Verringerung
der Genauigkeit ist also kaum eine zeitliche Ersparnis zu erreichen, da der Großteil der
Zeit für die Berechnung der ersten beiden Iterationen benötigt wird.

r Zeit [ms]
∥∥(x̃LL)[r] − xLL

∥∥
∞

∥∥(ŨLL)[r] − ULL
∥∥
∞ ‖h(x̃)‖∞

0 404 −20,9937 1,19517 1,47364
1 792 −3,49821 −0,180721 0,243387
2 8 1,13965 −0,12973 0,037449
3 8 −0,272851 0,0243091 0,0435709
4 8 0,143482 −0,00443715 0,0213699
5 8 0,0416122 −0,00263859 0,00525501
6 8 −0,0270778 0,00160853 0,00263908
7 8 −0,00407675 8,16612e−05 0,000353671
8 8 0,00141656 −0,000168706 0,000243877
9 8 −0,000624575 3,55249e−05 6,45078e−05

10 8 0,000130634 3,91932e−06 1,85022e−05

11 8 5,00064e−05 −4,73404e−06 4,9885e−06

12 8 −3,03217e−05 1,56076e−06 3,26403e−06

13 8 −5,16145e−06 1,67814e−07 4,88692e−07

14 8 2,10178e−06 −1,86796e−07 2,17766e−07

15 8 −8,44942e−07 4,71584e−08 1,00724e−07

16 8 −1,59179e−07 4,51723e−09 4,73525e−08

17 8 7,8051e−08 −8,05721e−09 1,06355e−08

18 8 −3,61313e−08 2,34702e−09 8,45031e−09

19 8 −6,72637e−09 4,82e−10 1,35835e−09

20 8 3,34737e−09 −3,92962e−10 1,14285e−09

21 8 −1,55772e−09 8,19895e−11 1,83909e−10

Tabelle 4.3: Iterationsverlauf der Zulässigkeitsselbstkorrektur bei der Berechnung des
Schwachlastfalls mit den Sensitiväten des Starklastfalls

Um die Zeit, die für die Berechnung der Sensitivitäten benötigt wird von der Zeit, die nur
für die Berechnung der Approximation der Optimierungsvariable benötigt wird zu tren-
nen, erfolgt die Berechnung aller Sensitivitäten nach den Störungen in den Nebenbedin-
gungen dxSL

dq (q0) für die Darstellung in Tabelle 4.4 vorab. Sie zeigt eine Übersicht über die
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Rechenzeiten für die Lastflussberechnung und die Approximation mit den Sensitivitäten.
Die Zeiten der Lastflussberechnung für den Stark-und den Schwachlastfall beziehen sich
auf das Lösen des speziellen Lastflussoptimierungsproblems (3.8) mit WORHP bei einer
Schranke für die Nebenbedingungsverletzungen von max (‖gA‖∞, ‖h‖∞) ≤ 10−6. Für
die Approximationen der Optimierungsvariable des Schwachlastfalls wird für Algorith-
mus 1 die gleiche Genauigkeit in der Verletzung der Nebenbedingungen, d.h. δ = 10−6,
verwendet. Für den zeitlichen Vergleich ist die Berechnung der Sensitivitätsableitungen
einmal in die Rechenzeit eingerechnet (mit Sensitivitätsberechnung) und einmal nicht,
d.h. es ist die Zeit für die Approximation angegeben, wenn die Sensitivitäten schon vorab
berechnet wurden (ohne Sensitivitätsberechnung). Die Zeit für die Approximation mit
Sensitivtätsberechnung entspricht der Summe aus der Berechnung aller Sensitivitäten
und der Zeit für die Approximationen ohne Sensitivitätsberechnung. Dass für die Berech-
nung der Sensitivitäten dabei schon fast so viel Zeit benötigt wird, wie für die gesamte
Approximation, zeigt, dass die Berechnung des Schwachlastfalls mit den Sensitivitäten
des Starklastfalls nur dann sinnvoll ist, wenn die Sensitivitäten bereits zuvor berechnet
und beispielsweise für die Analyse des Starklastfalls verwendet wurden. Um eine ähnliche
Genauigkeit in der Verletzung der Nebenbedingungen zu erreichen, wie durch ein erneu-
tes Lösen der Lastflussgleichungen, wird bei der Approximation insgesamt sogar mehr
Zeit benötigt. Falls die Sensitivitäten aber bereits berechnet und verwendet wurden, ist
die Approximation extrem schnell und, wie die Fehler in der Optimierungsvariable und
in den Nebenbedingungen nach mehr als 13 Iterationen in Tabelle 4.3 zeigen (in einer
Größenordnung von 10−6), auch sehr genau.

Zeit [ms]
Lastflussberechnung Starklast 924

Lastflussberechnung Schwachlast 1329
Berechnung aller Sensitivitäten dxSL

dq (q0) 1234
Approximation Schwachlast aus Starklast 118(ohne Sensitivitätsberechnung)
Approximation Schwachlast aus Starklast 1352(mit Sensitivitätsberechnung)

Tabelle 4.4: Vergleich der Rechenzeiten bei der Berechnung des Schwachlastfalls

In heuristischen Algorithmen zur Zielnetzplanung ist eine hohe Genauigkeit bei der Be-
rechnung der Spannungen der Lastflussgleichungen nicht immer notwendig, da sich die
Bewertung der Netze aus verschiedenen Größen, wie vor allem der Länge des Netzes
oder den davon abhängigen Kosten für den Bau, zusammensetzt. Das Überschreiten
von Lastflussgrenzen geht dabei negativ in die Bewertung ein. Während der Durchfüh-
rung des Algorithmus kann eine ungenaue Approximation der Spannungen in einigen
Iterationen zu Beginn ausreichen. Da bereits für eine Iteration von Algorithmus 1 alle
Sensitivitäten nach Störungen in den Nebenbedingungen berechnet werden müssen und
damit fast genauso viel Zeit wie für ein erneutes Lösen der Lastflussgleichungen benö-
tigt wird, ist dafür nur eine einfache Approximation ohne Anwendung von Algorithmus 1
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sinnvoll. Diese Möglichkeit der Approximation ist bereits in dem erwähnten Algorithmus
zur Zielnetzplanung der AG Optimierung und Optimale Steuerung eingebaut und kann
nach Bedarf eingeschaltet werden. Dadurch kann die Zeit für die Lastflussberechnung
des Schwach- und Starklastfalls auf Kosten der Genauigkeit um einen Faktor von unge-
fähr einem Drittel verringert werden. Diese ungenaue Approximation erfolgt dabei nur
in Iterationen zu Beginn des Algorithmus. Teilweise wird die Lastflussberechnung in den
ersten Iterationen gar nicht durchgeführt, da der Algorithmus bei einer Gesamtlaufzeit
von über 24 Stunden zeitkritisch ist und die Lastflussberechnungen einen großen An-
teil der Berechnung einnehmen. Eine ungenaue Approximation des in der Regel weniger
kritischen Schwachlastfalls stellt daher sowohl zeitlich, als auch für die Bewertung der
Netze, einen Kompromiss zwischen keiner und vollständiger Berechnung des Lastflusses
dar. Durch eine Verwendung der ersten Approximation der Sensitivitäten des Starklast-
falls für eine Startschätzung des Schwachlastfalls kann keinerlei zeitlicher Vorteil erzielt
werden. Daher werden die Ergebnisse dazu nicht extra aufgeführt.

4.4 Möglichkeiten der Anwendung

Insgesamt zeigen alle bisherigen Betrachtungen, dass sich die Spannungsänderungen des
Netzes durch die Sensitivitäten sinnvoll abbilden lassen. Der Vergleich der linearen Ap-
proximationen durch die Sensitivitäten mit erneuten Lastflussberechnungen zeigt, dass
die Spannungsänderung sowohl bei kleinen, als auch bei großen Störungen durch die
Sensitivitäten abgeschätzt werden kann. Auch die Struktur des Netzes wird durch die
Größe der Sensitivitäten wiedergegeben, wie die Betrachtung einzelner Netzauschnitte
und der Sensitivitätsmatrix insgesamt zeigt. Dass durch eine Zulässigkeitsselbstkorrektur
mit Algorithmus 1 in allen betrachteten Fällen die Optimierungsvariable nahezu exakt
angenähert werden kann, bestätigt zusätzlich die Aussagekraft der Sensitivitäten.

Die Sensitivitätsmatrix liefert somit die notwendigen Informationen, um Knoten im Netz
auszumachen, bei denen Leistungssschwankungen besonders starken Einfluss auf die
Spannung im Netz haben oder deren Spannung sehr stark durch Leistungsschwankungen
beeinflusst wird. Der Maximalwert der Sensitivitäten der k-ten Spalte der Matrix (3.9)
gibt eine lineare Näherung an die maximale Spannungsänderung in [ kVkW ] an, die in ir-
gendeinem Knoten des Netzes durch eine Leistungsänderung in Knoten k hervorgerufen
werden kann. In Abbildung 4.19 sind diese Maximalwerte ‖dUv

dP c
k
‖∞ für jede Spalte der

Matrix dargestellt. Dieser Wert ist in den meisten Fällen der Wert auf der Diagonale
von Matrix (3.9), da sich eine Leistungsänderung in einem Knoten, wie bei der Analyse
der Sensivitätsmatrix bereits erwähnt, in der Regel am stärksten auf die Spannung in
demselben Knoten auswirkt. Da die Abweichung von der Nominalspannung sich bei der
Analyse von Netzen immer auf jeden Knoten einzeln bezieht, ist es für ein möglichst
stabiles Netz am sichersten die maximale Spannungsänderung zu betrachten. Um ein
Netz zu bauen, das möglichst wenig auf Leistungsänderungen reagiert, können die durch
Sensitivitäten berechneten maximalen Spannungsänderungen beispielsweise in die Be-
wertung eines Netzes in Zielnetzplanungsalgorithmen eingehen.
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sä
n
d
er
u
n
g
in

[

k
V

k
W

]

×10-4

Abbildung 4.19: Maximale Spannungsänderung im Netz für Leistungsänderungen in je-
dem Knoten

Der Einfluss von Leistungsänderungen auf das Gesamtnetz lässt sich mit der 2-Norm der
Spalten von Matrix (3.9) bewerten. Werden diese durch die Wurzel aus der Anzahl der
Knoten geteilt, ergibt sich der quadratische Mittelwert der Sensitivitäten einer Spalte
‖dUv

dP c
k
‖2 · 1√

K
. Jeder Punkt gibt also die Auswirkungen an, die eine Leistungsänderung

in einem Knoten im quadratischen Mittel und in linearer Näherung auf das Netz hat.
Diese Werte sind für jeden Knoten k in Abbildung 4.20 dargestellt. Hier ist allerdings
zu beachten, dass die Untersuchungen am Anfang des Kapitels gezeigt haben, dass die
Sensitivitäten in den Knoten, die an einer Leitung liegen, sehr viel höher sind, als im
Rest des Netzes und die Auswirkungen auf viele Knoten des Netzes sehr Nahe bei 0
liegen. Außerdem ist eine starke Spannungsänderung in einem einzelnen Knoten deut-
lich schlechter für die Stabilität des Netzes als kleine Änderungen in allen Netzknoten.
Durch den quadratischen Mittelwert wird im Gegensatz zur Maximumsnorm allerdings
eine Auswirkung auf viele Knoten des Netzes berücksichtigt. Beim Betrachten von Ab-
bildung 4.20 ist vor allem die Größe der Werte im Vergleich zueinander zu betrachten.
Die mittleren quadratischen Werte der Sensitivitäten sind insgesamt in den Knoten 4 bis
37 am Größten. Eine Leistungsänderung in diesen Knoten wirkt sich somit im quadrati-
schen Mittel am stärksten auf das gesamte Netz aus. Im Vergleich zu den Knoten 76 und
82, in denen die Maximalwerte der Sensitivitäten am höchsten sind, wirken sich Leis-
tungsänderungen in einigen der Knoten mit Index zwischen 4 und 37 im Mittel stärker
auf Spannungsänderungen im gesamten Netz aus. Dies stimmt mit den Beobachtungen,
die am Anfang dieses Kapitels in Abschnitt 4.1 zu genau diesen Knoten gemacht wurden,
überein.
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Abbildung 4.20: Mittlere quadratische Spannungsänderung im Netz für Leistungsände-
rungen in jedem Knoten

Die Betrachtung der Sensitivitäten in geeigneten Normen liefern Ansätze, um diese als
Kriterium für die Spannungsstablität in die Bewertung eines Netzes einfließen zu lassen.
Die Bewertung von Netzen ist, wie bereits erwähnt, beispielsweise bei automatisierten
Zielnetzplanungsalgorithmen von Bedeutung. Die Bewertung eines Netzes stellt dabei
eine übergeordnete Zielfunktion dar, die unabhängig von der Zielfunktion des Lastflus-
soptimierungsproblems (3.5) ist. Wie eine Bewertung der Sensitivitäten im Detail zu
realisieren ist, beispielsweise als Teil der übergeordneten Zielfunktion oder durch eine
übergeordnete Mehrzieloptimierung, bietet Anlass zu weiteren Untersuchungen, würde
aber den Rahmen dieser Arbeit überschreiten.

Eine weitere Möglichkeit zur Anwendung der Sensitivitätsanalyse bietet sich, wenn mög-
liche Anschlussknoten für zusätzliche Lasten oder Verbraucher bereits bekannt sind.
Während die oben betrachteten Normen eine allgemeine Aussage darüber geben, wel-
che Knoten des Netzes besonders sensitiv auf Leistungsänderungen reagieren, können
hier zum Beispiel die maximalen Spannungsänderungen direkt miteinander verglichen
werden. Außerdem können die Spannungsänderungen im gesamten Netz durch die Sen-
sitivitäten wie in Abschnitt 4.2 approximiert und miteinander verglichen werden. Für
einen Vergleich der Spannungen bei unterschiedlichen Leistungen ist immer auch ein er-
neutes Lösen der Lastflussgleichungen möglich. Stehen die Sensitivitäten allerdings schon
zur Verfügung oder sind nur wenige Sensitivätsableitungen zu berechnen, ist die Annä-
herungen mit Sensitivitäten deutlich schneller als eine Lastflussberechnung und kann
innerhalb von zeitkritischen Algorithmen verwendet werden.

Im bereits mehrfach erwähnten Algorithmus zur Zielnetzplanung der AG Optimierung

75



und Optimale Steuerung werden Lastflussberechnungen für mehr als 10000 unterschied-
liche Netze durchgeführt, sodass der zeitliche Aufwand bei einer Gesamtdauer von über
24 Stunden für zusätzliche Lastflussrechnungen stark ins Gewicht fällt. Eine zusätzliche
Lastflussrechnung für jedes Netz kann eine Verdopplung der Zeit bedeuten. Daher ist
auch der zeitliche Aufwand für die Berechnung der Sensitivitäten nicht vernachlässigbar.
Insgesamt zeigen die Auswertungen jedoch, dass die Sensitivitäten sich prinzipiell für die
Analyse der Spannungsstabilität eines Netzes eignen und sowohl kleine, als auch große
Leistungsänderungen sinnvoll abbilden können. Sie liefern zusätzliche Informationen, die
über die durch die Lastflussberechnung ermittelten stationären Werte der Spannungsab-
weichung in bestimmten Netzkonfigurationen hinaus gehen.
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Zusammenfassung und Ausblick
Aufgrund der fortlaufenden Entwicklungen in der elektrischen Energieversorgung wird
der Umbau von elektrischen Übertragungsnetzen zunehmend notwendig, um die elek-
trischen Belastungsgrenzen der Netze nicht zu verletzten. Mit der Lastflussberechnung
können die Spannungen in den Netzknoten für Extremfälle in Einspeisung und Ver-
brauch stationär berechnet werden. In dieser Arbeit wurde untersucht, inwiefern der
Einfluss von Leistungsänderungen auf die Spannung des Netzes durch die parametri-
schen Sensitivitäten abgebildet werden kann. Die Leistung wurde dafür als Parameter
des Lastflussoptimierungsproblems betrachtet. Die Grundlage für die Berechnung der
Senstivitäten waren die Herleitung der Lastflussgleichungen in Kapitel 1 und die Theo-
rie parameterabhängiger nichtlinearer Optimierungsprobleme in Kapitel 2. Die Auswer-
tung an einem einem Mittelspannungsnetz in Deutschland mit realen Daten zeigt, dass
anhand der Sensitivitäten die Auswirkungen von Leistungsänderungen in Wirk- und
Blindleistung auf die Spannung im gesamten Netz ermittelt werden können. Je näher
Leistungsänderungen um eine Nominalleistung betrachtet werden, desto größer ist die
Aussagekraft der Sensitivitäten, da diese lineare Näherungen an die optimale Lösung dar-
stellen. Dennoch konnte gezeigt werden, dass diese auch bei großen Leistungsänderungen
im Vergleich zur Nominalspannung noch Gültigkeit besitzen. Die Verwendung von rea-
len Daten eines Mittelspannungsnetzes aus Deutschland lässt auf eine Übertragbarkeit
auf elektrische Netze im Allgemeinen schließen, da die theoretisch belegten Grundlagen
für Lastflussoptimierungsprobleme generell gültig sind. Vergleichbare Ergebnisse konn-
ten auch an anderen, kleineren elektrischen Netzen erzielt werden, sind aber auf Grund
der Ähnlichkeit zu den dargestellten Ergebnissen und des Umfangs dieser Arbeit nicht
explizit aufgeführt.

Eine Anwendung der parametrischen Sensitivitätsanalyse liefert die automatisierte Ziel-
netzplanung, in der für eine sehr große Anzahl von Netzen Lastflussberechnungen durch-
geführt werden, um diese unter anderem an Kriterien für die Spannungsstabilität zu
bewerten. Die Sensitivitäten in die Bewertung der Netze einfließen zu lassen, um ei-
ne schnellere Konvergenz des Algorithmus zu einem stabilen Netz zu begünstigen oder
stabilere Netze zu erhalten, ist eine Möglichkeit für die Anwendung, die Anlass zu wei-
teren Untersuchungen bietet. Wie in Kapitel 4 angeführt, ist die Approximation des
Schwachlastfalls mit den Sensitivitäten des Starklastfalls bereits in einen bestehenden
Algorithmus integriert. Ein Vorteil in der Rechenzeit ergibt sich dabei allerdings nur bei
verringerter Genauigkeit, da der Rechenaufwand für die Berechnung der Sensitivtäten
insgesamt nicht vernachlässigt werden kann. Die Berechnung der Sensitivität nach einem
einzelnen Parameter erfolgt durch Vorwärts- und Rückwärtseinsetzen eines linearen Glei-
chungssystems und ist daher vom Rechenaufwand her sehr effizient. Für die Berechnung
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einer großen Anzahl von Sensitivitätsableitungen, wie es für die Bewertung des gesamten
Netzes anhand der Sensitivitäten oder den Algorithmus der Zulässigkeitsselbstkorrektur
notwendig ist, wird der Rechenaufwand jedoch signifikant, da er für die Sensitivitäten
von Störungen in allen Nebenbedingungen zeitlich ungefähr so hoch ist, wie für die Lö-
sung eines Lastflussoptimierungsproblems. Der zeitliche Aspekt ist bei der Integration in
einen Algorithmus zu beachten und kann zusammen mit den Auswirkungen von Bewer-
tungen der Sensitiväten auf die Konvergenz des Algorithmus als Ansatz weiter verfolgt
werden.

Des weiteren sind Vergleiche zwischen verschiedenen Anschlusspunkten von neuen Ver-
brauchern oder Erzeugern sowie in der Praxis zu evaluieren. Eine weitere Möglichkeit
für anschließende Untersuchungen ist die Integration verschiedener Szenarien des An-
schlusses von Leistungen innerhalb eines Algorithmus zur Netzplanung.

Die elektrischen Grenzen eines Netzes werden nicht nur durch die Spannungen in den
Knoten festgelegt, sondern auch durch die Ströme in den Leitungen. Diese werden durch
die Spannungsdifferenzen der anliegenden Knoten mit den vorliegenden Leitungsparame-
tern ermittelt. Den Zusammenhang zwischen den Sensitivitäten der Knotenspannungen
zu den Leitungsströmen ist daher ein naheliegender Ansatz für weitere Untersuchungen,
der allerdings den Rahmen dieser Arbeit überschreiten würde.

Insgesamt wurde in dieser Arbeit die prinzipielle Anwendbarkeit der parametrischen
Sensitivitätsanalyse für Lastflussberechnungen bzw. Lastflussoptimierungsprobleme und
stellt damit einen Ausgangspunkt für weitere Untersuchungen der aufgeführten Aspekte
dar.
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Anhang

Listing A.1: Verwendete Parameterdatei für WORHP
<WorhpData r e v i s i o n=" 1780 ">

<Params>

<!−− ######## General ######## −−>
<!−− . . . . . . . . Algorithm . . . . . . . . −−>
<INT name=" algor i thm " >1</INT>
<!−− . . . . . . . . Tolerances . . . . . . . . −−>
<DOUBLE name=" TolFeas " >1.0000000000000000 e−06</DOUBLE>
<DOUBLE name=" TolOpti " >1.0000000000000000 e−06</DOUBLE>
<DOUBLE name="TolComp" >1.0000000000000000 e−03</DOUBLE>
<DOUBLE name=" AcceptTolFeas " >1.0000000000000000 e−03</DOUBLE>
<DOUBLE name=" AcceptTolOpti " >1.0000000000000000 e−03</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . S p e c i a l Termination . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" KeepAcceptableSol " >True</BOOL>
<BOOL name=" LowPassFi l ter " >True</BOOL>
<BOOL name=" TooBig " >True</BOOL>
<INT name=" MaxCalls " >2147483647</INT>
<INT name=" MaxIter " >10000</INT>
<DOUBLE name=" Timeout " >1.8000000000000000 e+03</DOUBLE>
<DOUBLE name=" InftyUnbounded " >1.0000000000000000 e+20</DOUBLE>
<DOUBLE name=" LowPassAlphaF " >9.5000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" LowPassAlphaG " >9.5000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name="TooBigCV" >1.0000000000000000 e+25</DOUBLE>
<DOUBLE name="TooBigKKT" >1.0000000000000000 e+30</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Crossover . . . . . . . . −−>
<INT name=" Crossover " >0</INT>
<INT name=" C r o s s o v e r I t e r " >−1</INT>
<DOUBLE name=" CrossoverTol " >1.0000000000000000 e+01</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Output . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" ShowMonitor " >False</BOOL>
<BOOL name=" GiveNewEntriesX " >True</BOOL>
<INT name=" LogLevel " >0</INT>
<INT name=" LogResult " >0</INT>
<INT name=" NLPprint " >2</INT>

<!−− ######## D e r i v a t i v e s ######## −−>
<!−− . . . . . . . . User D e r i v a t i v e s . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" UserDF " >False</BOOL>
<BOOL name="UserDG" >False</BOOL>
<BOOL name="UserHM" >False</BOOL>
<BOOL name=" FGtogether " >False</BOOL>
<INT name=" UserHMstructure " >2</INT>
<!−− . . . . . . . . F i n i t e D i f f e r e n c e s . . . . . . . . −−>
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<BOOL name=" FidifHM " >True</BOOL>
<BOOL name=" Fidi fGroups " >True</BOOL>
<BOOL name=" ScaledFD " >True</BOOL>
<BOOL name=" CheckGroups " >False</BOOL>
<BOOL name=" F i r s t D i f C e n t r a l " >True</BOOL>
<BOOL name=" SecondDifCentra l " >True</BOOL>
<INT name=" GroupMethod " >1</INT>
<INT name="MaxGPart " >1</INT>
<INT name=" PairMethod " >11</INT>
<DOUBLE name=" Fid i fEps " >1.0000000000000000 e−05</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . D e r i v a t i v e Check . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" CheckStructureDF " >False</BOOL>
<BOOL name=" CheckStructureDG " >False</BOOL>
<BOOL name=" CheckStructureHM " >False</BOOL>
<BOOL name=" CheckValuesDF " >False</BOOL>
<BOOL name=" CheckValuesDG " >False</BOOL>
<BOOL name=" CheckValuesHM " >False</BOOL>
<INT name=" CheckDer ivIter " >0</INT>
<DOUBLE name=" CheckDerivTol " >1.0000000000000000 e−03</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Quasi−Newton . . . . . . . . −−>
<INT name="BFGSmethod" >2</INT>
<INT name=" BFGSmaxblockSize " >3</INT>
<INT name=" BFGSminblockSize " >1</INT>
<INT name=" BFGSrestart " >44</INT>
<DOUBLE name="CurvBCond" >2.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
<DOUBLE name=" CurvBFac " >3.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" CurvCond " >2.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
<DOUBLE name=" CurvFac " >3.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Switch Mode . . . . . . . . −−>
<INT name=" SwitchMode " >0</INT>
<INT name=" SwitchModeMaxMinor " >8</INT>
<INT name=" SwitchModeMaxIter " >0</INT>
<INT name=" SwitchModeTermination " >0</INT>
<INT name=" SwitchModeTolerances " >0</INT>
<DOUBLE name=" SwitchModeIpComTol " >4.0000000000000000 e−05</DOUBLE>
<DOUBLE name=" SwitchModeIpResTol " >4.0000000000000000 e−06</DOUBLE>
<DOUBLE name=" SwitchModeLsTol " >1.0000000000000000 e−07</DOUBLE>
<DOUBLE name=" SwitchModeTermTol " >1.0000000000000000 e−03</DOUBLE>

<!−− ######## SQP Algorithm ######## −−>
<!−− . . . . . . . . Termination . . . . . . . . −−>
<BOOL name="FJandND" >True</BOOL>
<BOOL name=" sKKTOnlyAcceptable " >False</BOOL>
<BOOL name=" ScaledKKT " >True</BOOL>
<DOUBLE name=" BoundTolFac " >1.0000000000000000 e+03</DOUBLE>
<DOUBLE name=" CheckFJ " >1.0000000000000000 e+12</DOUBLE>
<DOUBLE name=" LowPassAlphaMerit " >1.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Hessian R e g u l a r i s a t i o n . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" AutoQPRecovery " >True</BOOL>
<DOUBLE name=" BettsFactor " >2.1000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" BettsPoint " >1.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IncBettsTau " >2.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IncBettsTauMore " >3.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
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<DOUBLE name=" StartBettsTau " >9.2000000000000000 e−04</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Line Search . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" LinMult " >False</BOOL>
<INT name="NLPmethod" >3</INT>
<DOUBLE name=" ArmijoBeta " >8.9500000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" ArmijoBetaAres " >8.9500000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" ArmijoMaxAlpha " >9.9999999999990000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" ArmijoMinAlpha " >5.0000000000000000 e−07</DOUBLE>
<DOUBLE name=" ArmijoMinAlphaRec " >1.0000000000000000 e−06</DOUBLE>
<DOUBLE name=" ArmijoSigma " >5.0000000000000000 e−03</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . F i l t e r . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" AlphaMinConst " >False</BOOL>
<BOOL name=" F i l t e rB i s e cA lpha " >False</BOOL>
<BOOL name=" F i l t e r I n t e r s e c A l p h a " >True</BOOL>
<BOOL name=" I g n o r e F i l t e r C r i t " >True</BOOL>
<BOOL name=" R e i n i t F i l t e r " >True</BOOL>
<BOOL name="MaxNorm" >True</BOOL>
<BOOL name=" F i l t e rRes tFea s " >True</BOOL>
<BOOL name=" RestUnt i lFeas " >True</BOOL>
<INT name=" MaxLScounter " >13</INT>
<INT name=" RegStrategy " >3</INT>
<DOUBLE name=" FilterGammaCV " >5.0000000000000000 e−04</DOUBLE>
<DOUBLE name=" FilterGammaF " >5.0000000000000000 e−03</DOUBLE>
<DOUBLE name="GammaAlpha" >1.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
<DOUBLE name=" MinBettsTau " >6.0000000000000000 e−16</DOUBLE>
<DOUBLE name=" ReduceBettsTau " >5.5000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" SwitchingDelta " >1.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
<DOUBLE name=" SwitchingSF " >1.1000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" SwitchingSCV " >1.1000000000000000 e+00</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Merit Function . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" TakeQPSol " >False</BOOL>
<INT name=" MeritFunction " >4</INT>
<INT name=" PenUpdEpsKSequence " >2</INT>
<DOUBLE name=" PenUpdEpsBar " >9.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name="PenUpdEpsKFac" >2.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name="PenUpdMaxDeltaK" >1.1000000000000000 e+01</DOUBLE>
<DOUBLE name="PenUpdMaxFac" >1.0000000000000000 e+08</DOUBLE>
<DOUBLE name="PenUpdRBar" >2.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" MeritGradTol " >2.2204460492503131 e−16</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . F e a s i b i l i t y Refinement . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" RefineOnlyOnAlpha " >False</BOOL>
<BOOL name=" Ref ineFeasMer it " >False</BOOL>
<BOOL name=" Ste f f ensenOnRef ine " >True</BOOL>
<BOOL name="UpdateMu" >False</BOOL>
<INT name=" Ref ineFeasMaxIter " >500</INT>
<INT name=" R e f i n e F e a s i b i l i t y " >0</INT>
<INT name=" Ref ineFeasTerminat ion " >0</INT>
<DOUBLE name=" Ref ineContrLimitc " >8.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" Ref ineContrLimitq " >1.0000000000000000 e−03</DOUBLE>
<DOUBLE name=" Ref ineStar tTo l " >1.0000000000000000 e−06</DOUBLE>
<DOUBLE name=" RefineMaxRelax " >9.5000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name="RefineMaxHMReg" >1.0000000000000000 e+03</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Post QP S e n s i t i v i t y . . . . . . . . −−>
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<INT name=" PostQPSensRegVal " >0</INT>
<BOOL name=" PostQPSensRelaxPen " >False</BOOL>
<INT name=" PostQPSens i t iv i ty " >0</INT>
<DOUBLE name=" PostQPSensRelaxFrac " >7.5000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" PostQPSensRegValFrac " >7.5000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" PostQPSensRegValObjDev " >1.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Cons tra in t Re laxa t ion . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" RelaxCon " >True</BOOL>
<BOOL name=" AdaptiveConstrRelax " >False</BOOL>
<BOOL name=" MoreRelax " >Fal se</BOOL>
<BOOL name=" RelaxPenOnlyOne " >False</BOOL>
<DOUBLE name=" RelaxMaxDelta " >9.2000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" RelaxMaxPen " >1.0000000000000000 e+07</DOUBLE>
<DOUBLE name=" RelaxRho " >4.8000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" RelaxStart " >1.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . S ca l i ng . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" Sca leConIter " >True</BOOL>
<BOOL name=" ScaledObj " >True</BOOL>
<BOOL name=" ScaledQP " >True</BOOL>
<DOUBLE name=" ScaleFacObj " >1.0000000000000000 e+01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" ScaleFacQP " >1.0000000000000000 e+01</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . M u l t i p l i e r Est imat ion . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" I n i t i a l L M e s t " >True</BOOL>
<DOUBLE name="LMestQPipComTol " >1.0000000000000000 e−03</DOUBLE>
<DOUBLE name=" LMestQPipResTol " >1.0000000000000000 e−03</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . S p e c i a l F e a s i b l i t y Modes . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" Feas ib leDual " >False</BOOL>
<BOOL name=" F e a s i b l e I n i t " >False</BOOL>
<BOOL name=" Feas ib leOnly " >False</BOOL>
<BOOL name=" FocusOnFeas " >True</BOOL>
<DOUBLE name=" F e a s i b l e I n i t T o l " >1.0000000000000000 e−03</DOUBLE>
<DOUBLE name=" FocusOnFeasFactor " >1.0100000000000000 e+00</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Recovery S t r a t e g i e s . . . . . . . . −−>
<INT name=" MaxForce " >4</INT>
<VEC name=" Ares " kind=" i n t " dim=" 7 ">

<Elem i=" 0 ">42</Elem>
<Elem i=" 1 ">41</Elem>
<Elem i=" 2 ">42</Elem>
<Elem i=" 3 ">43</Elem>
<Elem i=" 4 ">44</Elem>
<Elem i=" 5 ">41</Elem>
<Elem i=" 6 ">50</Elem>

</VEC>

<!−− ######## I n t e r i o r −Point Algorithm ######## −−>
<!−− . . . . . . . . NLP . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" IP_NlpRelaxBounds " >False</BOOL>
<BOOL name=" IP_NlpRelaxBoundsIter " >True</BOOL>
<BOOL name=" IP_NlpStressBounds " >False</BOOL>
<!−− . . . . . . . . Barr ier Parameter . . . . . . . . −−>
<INT name=" IP_BarrierUpdate " >1</INT>
<INT name=" IP_Barr i e r I t e rFast " >3</INT>
<DOUBLE name=" IP_Barr i e r In i t " >1.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
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<DOUBLE name=" IP_BarrierTol " >1.0000000000000000 e+01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_BarrierLinDecr " >2.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_BarrierSupDecr " >1.5000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_BarrierLinDecrFast " >1.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_BarrierSupDecrFast " >1.8000000000000000 e+00</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Pena l ty Parameter . . . . . . . . −−>
<INT name=" IP_PenaltyType " >3</INT>
<INT name=" IP_PenaltyPosit ion " >3</INT>
<DOUBLE name=" IP_PenaltySwitch " >1.0000000000000000 e+05</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_PenaltyInit " >1.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_PenaltyTol " >1.0000000000000000 e+01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_PenaltyTolDual " >9.9900000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_PenaltyLinIncr " >2.0000000000000000 e+01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_PenaltyLinDecr " >2.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_PenaltyMin " >1.0000000000000000 e−12</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_PenaltyMax " >1.0000000000000000 e+12</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . I n i t i a l i z a t i o n . . . . . . . . −−>
<INT name=" IP_InitMethodDual " >3</INT>
<INT name=" IP_InitMethodDualBox " >2</INT>
<DOUBLE name=" IP_InitDualBox " >1.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_InitBoundDistAbs " >1.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_InitBoundDistRel " >1.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_InitBoundDistSAbs " >1.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_InitBoundDistSRel " >1.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . R e g u l a r i z a t i o n . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" IP_RegCheckInertia " >True</BOOL>
<BOOL name=" IP_RegFai lUseIdentity " >False</BOOL>
<DOUBLE name=" IP_RegMinDescent " >1.0000000000000000 e−12</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_RegHessStart " >1.0000000000000000 e−04</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_RegHessOldFrac " >3.3333333333333333 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_RegHessIncrFast " >1.0000000000000000 e+02</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_RegHessIncrStd " >8.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_RegHessMax " >1.0000000000000000 e+20</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_RegJac " >1.0000000000000000 e−08</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Linear Equation System . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" IP_LeqIncQuality " >False</BOOL>
<BOOL name=" IP_LeqReduce " >False</BOOL>
<INT name=" IP_LeqItRefMinIter " >0</INT>
<INT name=" IP_LeqItRefMaxIter " >10</INT>
<DOUBLE name=" IP_LeqItRefTol " >1.0000000000000000 e−10</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_LeqItRefImprFac " >9.9999999990000000 e−01</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Line Search . . . . . . . . −−>
<INT name=" IP_LineMethod " >4</INT>
<INT name=" IP_LineMeritNonmon " >3</INT>
<INT name=" IP_LineFilterNonmon " >1</INT>
<INT name=" IP_LineFi l terEnvelope " >2</INT>
<DOUBLE name=" IP_LineFilterGammaObj " >1.0000000000000000 e−05</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_LineFilterGammaFeas " >1.0000000000000000 e−05</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_LineArmijoBeta " >5.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_LineArmijoEta " >1.0000000000000000 e−08</DOUBLE>
<BOOL name=" IP_LineInterp " >True</BOOL>
<DOUBLE name=" IP_LineInterpMin " >9.5000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_LineInterpMax " >1.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
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<BOOL name=" IP_LineSlackReset " >True</BOOL>
<DOUBLE name=" IP_LineFracToBound " >9.9000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_LineTrustDual " >1.0000000000000000 e+10</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Termination . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" IP_CheckInfeas " >True</BOOL>
<BOOL name=" IP_CheckFritzJohn " >True</BOOL>
<INT name=" IP_CheckNanInf " >2</INT>
<DOUBLE name=" IP_CheckMaxPrimal " >1.0000000000000000 e+20</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_CheckMaxDual " >1.0000000000000000 e+20</DOUBLE>
<BOOL name=" IP_CheckLowPassBarr " >True</BOOL>
<BOOL name=" IP_CheckLowPassPen " >True</BOOL>
<DOUBLE name=" IP_CheckLowPassTol " >1.0000000000000000 e−09</DOUBLE>
<BOOL name=" IP_CheckOrigCont " >True</BOOL>
<INT name=" IP_CheckOrigContMaxIter " >50</INT>
<!−− . . . . . . . . S ca l i ng . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" IP_ScaleF " >True</BOOL>
<BOOL name=" IP_ScaleG " >True</BOOL>
<DOUBLE name=" IP_ScaleMaxGrad " >1.0000000000000000 e+02</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IP_ScaleMin " >1.0000000000000000 e−06</DOUBLE>

<!−− ######## S e n s i t i v i t y Ana lys i s ######## −−>
<BOOL name=" UseZen " >True</BOOL>
<BOOL name=" UserZenDGp " >False</BOOL>
<BOOL name=" UserZenDLxp " >False</BOOL>
<BOOL name=" UserZenDLp " >False</BOOL>
<BOOL name=" UserZenDLpp " >False</BOOL>
<BOOL name=" ZenCheckMaxPert " >False</BOOL>
<BOOL name="ZenRenewLU" >False</BOOL>
<INT name=" ZenStore " >3</INT>

<!−− ######## Linear Equation So l v e r ######## −−>
<!−− . . . . . . . . MA97 . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" MA97blas3 " >False</BOOL>
<BOOL name="MA97mf" >False</BOOL>
<INT name=" MA97ordering " >5</INT>
<INT name=" MA97scaling " >0</INT>
<INT name=" MA97print " >−1</INT>
<INT name="MA97nemin" >8</INT>
<INT name=" MA97factorMin " >20000000</INT>
<DOUBLE name=" MA97small " >1.0000000000000000 e−20</DOUBLE>
<DOUBLE name="MA97u" >1.0000000000000000 e−10</DOUBLE>
<DOUBLE name="MA97umax" >1.0000000000000000 e−04</DOUBLE>

<!−− ######## Other ######## −−>
<!−− . . . . . . . . Machine Numbers . . . . . . . . −−>
<DOUBLE name=" I n f t y " >1.0000000000000000 e+20</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Workspace . . . . . . . . −−>
<DOUBLE name=" IncreaseIWS " >1.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" IncreaseRWS " >1.0000000000000000 e+00</DOUBLE>

<!−− ######## QPSOL Parameters ######## −−>
<!−− . . . . . . . . QP Tolerances . . . . . . . . −−>
<DOUBLE name=" qp . ipComTol " >2.0000000000000000 e−07</DOUBLE>
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<DOUBLE name=" qp . ipResTol " >4.0000000000000000 e−08</DOUBLE>
<DOUBLE name=" qp . l s T o l " >1.0000000000000000 e−09</DOUBLE>
<BOOL name=" qp . s t r i c t " >True</BOOL>
<!−− . . . . . . . . S p e c i a l Termination . . . . . . . . −−>
<INT name=" qp . maxIter " >500</INT>
<!−− . . . . . . . . Dual R e g u l a r i s a t i o n . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" qp . ipTryRelax " >True</BOOL>
<DOUBLE name=" qp . ipRelaxDiv " >2.0000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" qp . ipRelaxMax " >1.0000000000000000 e−12</DOUBLE>
<DOUBLE name=" qp . ipRelaxMin " >9.1000000000000000 e−10</DOUBLE>
<DOUBLE name=" qp . ipRelaxMult " >1.0000000000000000 e+01</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . I n t e r i o r Point Conf i gura t ion . . . . . . . . −−>
<DOUBLE name=" qp . i p B a r r i e r " >8.9000000000000000 e+00</DOUBLE>
<DOUBLE name=" qp . ipFracBound " >8.8000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" qp . ipMinAlpha " >1.0000000000000000 e−11</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Deprecated Nonsmooth Newton . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" qp . nsnGradStep " >True</BOOL>
<INT name=" qp . nsnLsMethod " >4</INT>
<DOUBLE name=" qp . nsnBeta " >9.0000000000000000 e−01</DOUBLE>
<DOUBLE name=" qp .nsnKKT" >1.0000000000000000 e−06</DOUBLE>
<DOUBLE name=" qp . nsnMinAlpha " >1.0000000000000000 e−11</DOUBLE>
<DOUBLE name=" qp . nsnSigma " >1.0000000000000000 e−02</DOUBLE>
<!−− . . . . . . . . Linear Equation So l v e r . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" qp . l s S c a l e " >True</BOOL>
<BOOL name=" qp . l sTrySimple " >False</BOOL>
<INT name=" qp . l s I t M a x I t e r " >1000</INT>
<INT name=" qp . l s ItMethod " >0</INT>
<INT name=" qp . lsItPrecondMethod " >0</INT>
<INT name=" qp . l sRe f ineMaxIte r " >10</INT>
<INT name=" qp . ipLsMethod " >1</INT>
<!−− . . . . . . . . General QPSOL . . . . . . . . −−>
<BOOL name=" qp . s c a l e I n t e r n " >False</BOOL>
<INT name=" qp . method " >1</INT>
<!−− . . . . . . . . Output Conf i gura t ion . . . . . . . . −−>
<INT name=" qp . p r i n t L e v e l " >0</INT>

</Params>
</WorhpData>
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Netzausschnitt mit den
Knoten 69 bis 88

Netzausschnitt mit den
Knoten 4 bis 37

Netzausschnitt mit den
Knoten 49 bis 59

Abbildung A.1: Ersatzschaltplan des untersuchten 20 kV-Mittelspannungsnetzes (modi-
fiziert nach [34])
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Abbildung A.2: Netzausschnitt mit den Knoten 4 bis 37 (modifiziert nach [34])
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Abbildung A.3: Grafische Darstellung der Spalten 4 bis 37 der Sensitivitätsmatrix (3.9)
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