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Problem

MALDI-TOF-Massenspektrometrie:

m Ziel: Bestandteile einer Stoffprobe nach Massen auftrennen

m Verdampfen der Probe

m Messen der Flugzeit in elektrischem Feld

m Beschleunigung proportional zu Masse-Ladung-Verhiltnis
Problem:

m Spektrum ,sitzt auf einem Hiigel”, genannt Basislinie

m ich weiB nicht warum

m muss jedenfalls weg
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Mogliche Losung

Idee aus morphologischer Bildverarbeitung: Closing-Operation
m gleitendes Minimum iiber Spektrum (Erosion)

m gleitendes Maximum iber Ergebnis (Dilatation)

m gleitendes Minimum effizient berechnen mit
Prioritaten-Warteschlange (beispielsweise Heap)
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Alternative Losung |

Irgendwas mit Wavelets
m |dee: Basislinie entspricht geglattetem Spektrum
m schwierige Randbehandlung

m auch sonst irgendwie unbefriedigend
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Alternative Losung Il

Glattung mit alternativen gleitenden Mitteln (Nicht Gleitmitteln!)

m Eigenschaft gleitendes arithmetisches Mittel:
Flache ober- und unterhalb gleich

m d.h. als Basislinie zu hoch

m abgewandelt trotzdem brauchbar
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Gleitendes Mittel: Effiziente Implementierung

X0+ X1+ -+ Xp—1

A(Xo, . ,Xn_1) =

n
A(xl,...,x,,):X1+'”+Xn_1+xn
n
Beobachtung:
Xp — Xp
A(xt, ..., xn) = A(X0, -+, Xn_1) + = -
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Gleitendes Mittel: Probleme

Problem:
Anhaufung von Rundungsfehlern

Losungen:

m verlustbehafteter Integrator

X0 Xn

Aty m) = (1= )« (A xam1) = 27 ) 420

m dyadische Summation
strukturell kompliziert
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Gewichtetes Mittel

Glattung gefilliger,
wenn Werte an Randern des Filterfensters schwicher gewichtet

Zentraler Grenzwertsatz:
Mehrfache Glattung entspricht ungefdhr Faltung mit
GAUss-Glocke
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Potenzmittel (Nicht Viagrat)

T . X1+ x
Arithmetisches Mittel Ax =221 T
n
P P
. X: + .o + X,
Potenzmittel Apx = () L 71
n
Maximum lim Apx = max{xq,...,Xp}
p—00
Minimum lim Apx =min{xq,...,Xxp}
p——00
Geometrisches Mittel Iim0 ApX = /X1 Xp
p—

(x=(x1,---,%n))
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Potenzmittel: Eigenschaften

Monotonie:
p<q= Apx < Agx

strenge Monotonie:

PEGANAX =Agx = X1=-=X,
Assoziativitat:
{Xt,...,xm} CR" = Ap(Apx1, ..., Apxm) = Ap(x1H-. . . Hxm)

mit (y1,...,yn) H (21, 520) = (V1y - Yny 215+ -5 Zn)
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Gleitendes Potenzmittel

Erkenntnis:
Potenzmittel ist wie arithmetisches Mittel
bei umbeschrifteter y-Achse.

Implementierung gleitendes Potenzmittel:
m potenziere alle Werte des Spektrums mit p
m glitte

m ziehe p. Wurzel aus geglatteten Werten
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LEHMER-Mittel

Mittel nach LEHMER:

x4 XE

Lx =
p -1 1
T

Effiziente Implementierung fiir gleitendes LEHMER-Mittel:
m Potenziere Spektrenwerte mit p, glatte — Signal a
m Potenziere Spektrenwerte mit p — 1, glatte — Signal b

m dividiere a werteweise durch b
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Zwischenergebnis

m Potenzmittel und LEHMER-Mittel
bieten Alternativen zu Minimum und Maximum

m relativ einfache effiziente Implementierung
m erlauben feinere Justierung durch Exponent als Parameter

m Qual der Wahl: Welcher Exponent passt am besten?
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Fragen iiber Fragen

m Wie entwirft man ein Mittel?
m ...eines, bei dem ZeTeM tiberdurchschnittlich abschneidet?
m ... eines, das auch als gleitendes Mittel

effizient berechnet werden kann?

m Gibt es eine Form,
in der alle Mittel dargestellt werden kdnnen?

m Und iiberhaupt: Was ist eigentlich ein Mittel?
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Was ist ein Mittel?

Eine Abbildung M : RZ; — R.¢ soll (gewichtetes) Mittel heiBen,
wenn alle der folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Fixpunkt M(1,1,...,1) =1
Homogenitdt VA > 0 Vx M(X - x) = - Mx
Monotonie VxVy (Vi xi <yi) = Mx < My

Daraus folgen bereits:

Beschranktheit Vx  Mx € [minx, max x]
Stetigkeit lim Mx = My

X—=y
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Was ist ein Mittel?

Eine Abbildung M : RZ; — R soll ungewichtetes Mittel heiBen,
wenn sie (gewichtetes) Mittel ist, und bei Vertauschung der
Eingaben unverandert bleibt.

Symmetrie  Vx V Permutation 1 Mx = M(mx)

Beispiele fiir ungewichtete Mittel in diesem Sinne:
m Potenzmittel

LEHMER-Mittel

]
m Rangordnungsfilter (Median, Maximum, Minimum)
m logarithmisches Mittel

]

arithmetisch-geometrisches Mittel (GauB-Suppe)
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Bald stehen wir am Mittelmeer
und haben keine Mittel mehr

Neue Mittel kann man aus bekannten Mitteln A, My, ..., M,

zusammenbauen:
gemittelte Mittel x = A(Mix, ..., Mmx)
verallgemeinertes Potenzmittel  x — {/A(xY,...,x})
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Arithmetisch-geometrisches Mittel

Idee: wiederholtes Mitteln von Mitteln
Betrachte Folgen a und b mit

aj + b;
i+l = 5
bit1 = vai-b;

Es gilt lim; . aj = lim;_ o b;

Grenzwert lim;_ o a; heiBt
arithmetisch-geometrisches Mittel von ag und by,
kurz AGM(ag, bo).
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Arithmetisch-Geometrisches Mittel: Eigenschaften

arithmetisch-geometrisches Mittel erlaubt effiziente Berechnung
von

m elliptischen Integralen (GAuss 1818)

m 7 (SALAMIN 1976)

4-AGM(1 1)2

T = V2
1 ji+1 . ~2
1= 52 ¢
i 2 2 2
mit ¢ =a; bJ
. . 1
dquivalent: ¢ = 5 (aj—1 — bj—1)
rekursiv: =4-a.1-c
: = i+1 - Cji+1
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Modifiziertes Geometrisch-Harmonisches Mittel

nochmal :
einfacher beschrieben, aber aufwendiger berechnet

ap = 2
by =14
any1 =V an- by
2
bryr=—75—7
an+1 b_n

Besonderheit: harmonisches Mittel hangt
vom aktuell berechneten geometrischen Mittel ab
Ergebnis:

7= lim a;
j—00
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GAUSS-Suppe

Verallgemeinerung von arithmetisch-geometrischem Mittel
zu iterierten Mitteln oder ,, GAuUss-Suppe” (Ulrich Krause, Bremen)
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Fiir differenzierbare Funktion f gilt

Va,ba<b = 3¢€]a,b] f’(g):f(a;:[’;(b)

Umstellen nach ¢ erlaubt Mitteln: £ = f/~! (%)

X—Yy
f= L
Inx —Iny

P _ ypP
Stolarsky-Mittel flx)=xP  ¢=r 2"
p-(x—vy)

Logarithmisches Mittel f=In

' Martin-Luther-Universitit Halle-Wittenberg
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Verallgemeinerung: Hohere Ableitung und dividierte Differenzen
Mr(x0, .. xa) = FO 7 (0l Flxo, ..., xal)

Ungewiss, fiir welche f (auBer Logarithmus und Potenzfunktionen)
Mittelaxiome fiir M erfiillt
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Integralrechnung

Logarithmisches Mittel:
Flache unter Exponentialkurve

1
L(X,y):/0 xI7toyt dt

X—Yy
Inx —Iny

Verallgemeinerung: Integral iiber Simplex
Darstellbar mit dividierten Differenzen:

Li(x0,...,xn) = n! - exp[lnxg, ..., Inxp]

Integralverallgemeinerung # Differentialverallgemeinerung
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Optimierung

n
arithmetisches Mittel ~ Ax = argmin ) (£ — x)?

i=1
n
Potenzmittel Apx = P|argmin Z (= le)z
R
n
Median Mx = argmin Z 1€ — xi
£ iz

Optimierungsformulierung erlaubt Verallgemeinerung wie:
Median von positiv definiten Matrizen,
der selbst immer positiv definit ist (WELK 2003)

¥  Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg



http://www.informatik.uni-halle.de/
http://www.uni-halle.de/

Naturwissenschaftliche Fakultat Ill

Institut fir Informatik Agrar-, Geowissenschaften, Mathematik und Informatik

Zusammenfassung

m Vielzahl an Konstruktionsmethoden
m ...erlauben Vielzahl an Mitteln
m Weitgehend offen, ob eine Darstellung andere enthilt

m Viele Zusammenhinge von Mitteln
zu anderen Gebieten der Mathematik
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